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Ueber  die  Entstehung  des  vorliegenden  Werkes,  dessen 
erste  Hälfte  im  Wesentlichen  eine  im  Winter  1856  bis 
1857    von  Dirichlet  zu  Göttingen  gehaltene  Vorlesung 
wiedergiebt,  habe  ich   in  den  Vorreden  zu  den  beiden 
ersten   Auflagen   und    in   den   Göttingischen    gelehrten 
Anzeigen  vom    27.    Januar    1864    und    20.   September 
1871  das  Erforderliche  berichtet.     Der  Hauptzweck  der 
Herausgabe,  durch  möglichst  getreue  Ueberlieferung  des 
vollendeten  Dirichlet'schen  Vortrages   den  Anfänger  in 
die  Elemente  der  Zahlentheorie  und  namentlich  in  die 
Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  einzuführen, 
ist   auch  jetzt  festgehalten,  und  ich  habe  mich  nicht 
entschliessen  können,  irgend  eine  erhebliche  Veränderung 
an  diesem  Theile  des  Werkes  vorzuenhmen.     Die  schon 
in    den    früheren   Auflagen   zur  Vervollständigung   von 
mir    hinzugefügten   Zusätze,    welche   mit    dem   vierten 
Supplemente  beginnen  und  theils  nach  Abhandlungen 
von  Dirichlet  ausgearbeitet,  theils   aus   eigenen  Unter- 
suchungen   hervorgegangen    sind,    habe    ich    abermals 
beträchtlich  vermehrt.     Besonders  zu  erwähnen  ist  die 
in  dem  letzten   Supplemente   enthaltene  breitere  Dar- 
stellung derselben  Idealtheorie,  welche  ich  zuerst  in  der 
zweiten  Auflage,  aber  in  so  gedrängter  Form  veröffent- 


AV 


vni  Vorwort. 

licht  habe,  dass  der  Wunsch  nach  einer  ausführlicheren 
Behandlung  von  mehreren  Seiten  gegen  mich  aus- 
gesprochen ist.  Ich  bin  dieser  Aufforderung  um  so 
lieber  nachgekommen,  als  eine  von  meinem  Freunde 
H.  Weber  in  Königsberg  in  Gemeinschaft  mit  mir  aus- 
geführte Untersuchung,  welche  demnächst  erscheinen 
wird,  das  Eesultat  ergeben  hat,  dass  dieselben  Princi- 
pien  sich  mit  Erfolg  auf  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  übertragen  lassen.  Die  neue  Darstellung, 
in  welcher  Manches  aus  der  vor  drei  Jahren  erschie- 
nenen Schrift  Sur  la  theorie  des  nombres  entiers  algJbriques 
wörtlich  entlehnt  ist,  hat  nun  freilich  einen  viel  grösse- 
ren Eaum  erfordert;  doch  wird  dies  wohl  Entschuldigung 
finden,  wenn  man,  wie  ich  hoffe,  sich  davon  überzeugt, 
dass  der  einheitliche  Charakter  des  ganzen  Werkes 
keineswegs  Schaden  gelitten  hat.  Ich.  benutze  noch  die 
Gelegenheit,  den  Leser  auf  die  Abhandlungen  von  Selling 
(im  zehnten  Bande  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  von  Schlömilch,  1865)  und  von  Zolotareff  (im 
sechsten  Bande  der  dritten  Folge  des  Journals  von 
Liouville  und  Resal,  1880)  aufmerksam  zu  mächen,  in 
welchen  die  Theorie  der  Ideale  auf  diejenige  der  höheren 
Congruenzen  gegründet  wird,  und  ich  darf  schliesslich 
die  Hoffnung  aussprechen,  dass  auch  die  bezüglichen 
Untersuchungen  von  Kronecker,  welche  aus  einer  früheren 
Zeit  stammen,  binnen  Kurzem  veröffentlicht  werden. 


Braunschweig,  11.  November  1880. 


R.  Dedekind. 
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Erster    Abschnitt. 


Von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen. 


§•1. 

Wir  behandeln  in  diesem  Abschnitte  einige  arithmetische 
Sätze,  welche  man  zwar  in  den  meisten  Lehrbüchern  vorfindet,  die 
aber  für  unsere  Wissenschaft  von  so  fundamentaler  Bedeutung 
sind,  dass  eine  strenge  Begründung  derselben  hier  durchaus  noth- 
wendig  erscheint.  Dahin  gehört  zuerst  der  Satz,  dass  das  Product 
einer  Reihe  von  ganzen  positiven  Zahlen  unabhängig  von  der  An- 
ordnung ist,  in  welcher  man  die  Multiplicätion  ausführt.  Indem 
wir  uns  zunächst  auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  es  sich  um 
drei  Zahlen  a,  6,  c  handelt,  bilden  wir  das  folgende  Schema 

C,  C,  C,  €/♦••(/ 
(s,  (/,  G/,  C  •  .  .  t/ 
t/,       t/,       t/,       ls    •    •    •    C» 


(/,     C,     C,     C  •  •  .   c 

welches  aus  6  Horizontalreihen  besteht,  deren  jede  die  Zahl  c 
gleich  oft,  nämlich  amal  enthält,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
Summe  aller  aufgeschriebenen  Zahlen  zu  bestimmen.  Zunächst 
können  wir  sagen:  da  die  Zahl  c  in  jeder  Horizontalreihe  amal 
vorkommt,   so  ist  nach  dem  Grundbegriff  der  Multiplicätion  die 

Diriohlet,  Zahlentheorie.  1 


2  Erster  Abschnitt. 

Summe  aller  in  einer  solchen  Reihe  befindlichen  Zahlen  gleich  ca, 
indem  wir  den  Multiplicand  c  durch  die  Stellung  von  dem  MuUi- 
plicator  a  unterscheiden;  da  ferner  b  solche  Horizontalreihen  vor- 
handen sind,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  Zahlen  gleich  (ca)b. 
wo  jetzt  ca  der  Multiplicand,  b  der  Multiplicator  ist.  Nun  können 
wir  aber  dieselbe  Summe  auch  auf  anderem  Wege  durch  die  Be- 
merkung bestimmen ,  dass  das  obige  Schema  aus  a  Verticalreihen 
besteht,  deren  jede  ftmal  die  Zahl  c  enthält;  es  ist  also  die  Summe 
aller  in  einer  Verticalreihe  befindlichen  Zahlen  gleich  c&,  und  folg- 
lich die  Totalsumme  gleich  (cb)a.  Wir  erhalten  mithin  das  erste 
Resultat 

(ca)b  =  (c6)a, 

aus  welchem  wir,  indem  wir  die  bisher  ganz  willkürliche  Zahl 
c  =  1  setzen,  die  Folgerung  ziehen,  dass 

ab  =  ba 

ist,  d.  h.:  in  einem  Product  aus  zwei  ganzen  positiven  Zahlen  dürfen 
Multiplicand  und  Multiplicator  mit  einander  vertauscht  werden. 
Man  lässt  deshalb  auch  in  der  Benennung  den  Unterschied  zwischen 
Multiplicand  und  Multiplicator  ganz  fallen,  indem  man  beide  unter 
dem  gemeinschaftlichen  Namen  Factor en  zusammenfasst. 

Wir  können  nun  dieselbe  Totalsumme  sämmtlicher  in  dem 
obigen  Schema  befindlichen  Zahlen  noch  auf  eine  dritte  Art  be- 
stimmen, indem  wir  abzählen,  wie  oft  der  Summand  c  im  Ganzen 
vorkommt.  Zunächst  ist  a  die  Anzahl  der  in  einer  jeden  Hori- 
zontalreihe befindlichen  Zahlen  c,  und  folglich  ist,  da  b  solche 
Horizontalreihen  vorhanden  sind,  die  Anzahl  aller  aufgeschriebenen 
Zahlen  gleich  ab.  Hieraus  folgt,  dass  die  Totalsumme  den  Werth 
c(ab)  hat,  dass  also 

(ca)  b  =  (cb)  a  =  c  (ab) 
ist.  Verbindet  man  hiermit  den  schon  oben  betrachteten  speciellen 
Fall  ab  =  6a,  so  kann  man  das  Bisherige  in  folgendem  Satze  zu- 
sammenfassen: 

Wenn  man  von  drei  positiven  ganzen  Zahlen  zwei  nach  Be- 
lieben auswählt  und  als  Factoren  zu  ihrem  Producte  vereinigt,  so- 
dann dieses  Product  und  die  dritte  jener  drei  Zahlen  mit  einander 
multiplicirti  so  hat  das  so  entstehende  Product  stets  denselben  Werth 
wie  man  auch  die  ersten  beiden  Zahlen  ausgewählt  haben  mag. 

Da  also  dieses  Product  von  der  Anordnung  der  beiden  suc- 
cessiven  Multiplicationen  ganz  unabhängig  ist ,  so  bezeichnet  man 
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kurz  als  das  Product  aus  jenen  drei  Zahlen  und  nennt 
diese  letzteren  ohne  Unterschied  die  Factoren  des  Productes. 


§.2. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  ohne  ein  neues  Princip  anzuwen- 
den, dass  ein  ganz  ähnlicher  allgemeinerer  Satz  für  jedes  System 
S  ?on  beliebig  vielen  positiven  ganzen  Zahlen 

a,  &,  c  .  .  . 

gilt.  Die  allgemeinste  Art,  diese  Zahlen  durch  wiederholte  An- 
wendung einfacher,  d.  h.  auf  nur  zwei  Zahlen  bezüglicher  Multi- 
plicationen  zu  einem  Producte  zu  vereinigen,  ist  folgende.  Man 
greife  nach  Belieben  zwei  Zahlen  aus  dem  System  S  heraus  und 
bilde  ihr  Product;  der  aus  den  übrigen  Zahlen  des  Systems  S  und 
ans  diesem  Product  bestehende  Zahlencomplex  Sf  enthält  dann 
eine  Zahl  weniger  als  S;  indem  man  wieder  ganz  nach  Belieben 
zwei  Zahlen  aus  S'  zu  ihrem  Producte  vereinigt  und  die  anderen 
unverändert  lässt,  erhält  man  ein  System  S"  von  Zahlen,  deren  An- 
zahl um  zwei  kleiner  ist  als  die  der  ursprünglich  gegebenen  Zahlen. 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  zuletzt  zu  einer  einzigen  Zahl 
gelangen,  und  der  zu  beweisende  Satz  besteht  darin,  dass  diese  am 
Ende  des  Processes  resultirende  Zahl  itmner  dieselbe  sein  wird,  auf 
welche  Art  man  auch  die  einzelnen  einfachen  Multiplicationen  an- 
ordnen mag. 

Um  dies  zu  zeigen,  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an, 
d.  h.  wir  nehmen  an,  der  Satz  sei  richtig,  wenn  die  Anzahl  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Zahlen  oder  Factoren  =n  ist,  und  beweisen, 
dass  er  dann  auch  für  die  nächst  grössere  Anzahl  n  +  1  von  Fac- 
toren ebenfalls  gültig  sein  muss.  Es  sei  also  ein  System  S  von 
n  -f  1  Zahlen 

a,  6,  c,  d,  e  .  .  . 

gegeben,  so  wähle  man  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  a  und  fr,  und 
bilde  ihr  Product  ab;  der  nun  entstehende  Zahlencomplex  enthält 
nur  noch  die  n  Zahlen 

a&,  c,  dy  e  .  .  . 
und  folglich  ist  nach  unserer  Annahme  das  Endresultat  von  de? 
weiteren  Anordnung  des  Processes  ganz  unabhängig.     Bei  eine 
anderen  Anordnung  der  ganzen  Operation  ka  höchster 
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dann  ein  anderes  Endresultat  zum  Vorschein  kommen,  wenn  das 
bei  dem  ersten  Schritte  ausgewählte  Zahlenpaar  von  a,  b  verschie- 
den ist,  und  zwar  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens  kann  es  sein,  dass  bei  der  zweiten  Anordnung  zu- 
erst eine  der  beiden  Zahlen  a,  b,  z.  B.  a,  mit  einer  der  übrigen 
c,  d,  e  ♦  .  .,  z.  B.  mit  c,  zu  demProducte  ac  vereinigt  wird,  so  dass 
der  nächste  Complex  aus  den  n  Zahlen 

ac,  b,  d,  e  .  .  . 

besteht;  da  nun  sowohl  bei  der  ersteren  wie  bei  der  letzteren  An- 
ordnung die  auf  den  ersten  Schritt  folgenden  Operationen  keinen 
Einfluss  auf  das  Endresultat  ausüben  können,  so  setze  man  die 
erste  Anordnung  so  fort,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ab  und 
c,  die  zweite  so,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ac  und  b  ver- 
einigt werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  bei  der  ersten  Anordnung 
zunächst  der  Complex 

(ab)c,  d,  e  .  .  . 
bei  der  zweiten  der  Complex 

{ac)  b,  d,  e  .  .  . 

Da  nun  zufolge  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  beiden  Pro- 
ducte  (ab)c  und  (ac)b,  und  folglich  auch  die  beiden  vorstehenden 
Complexe  identisch  sind,  so  wird,  da  jeder  derselben  nur  noch 
n  —  1  Zahlen  enthält,  bei  der  ersten  wie  bei  der  zweiten  Anord- 
nung dasselbe  Endresultat  auftreten. 

Zweitens  kann  es  aber  auch  sein ,  dass  bei  dem  ersten  Schritt 
der  zweiten  Anordnung  keine  der  beiden  Zahlen  a,  b,  sondern  zwei 
von  den  übrigen,  z.  B.  c,  d,  herausgegriffen  werden,  so  dass  zu- 
nächst der  Complex 

a,  b,  cd,  e  .  .  . 
entsteht.  Auch  jetzt  kann  man  wieder  die  auf  den  ersten  Schritt 
folgenden  Operationen  bei  beiden  Anordnungen  nach  Belieben  aus- 
führen; man  vereinige  daher  zunächst  bei  der  ersten  Anordnung 
die  Zahlen  c ,  d ,  und  bei  der  zweiten  Anordnung  die  Zahlen  a ,  b ; 
dann  besteht  bei  beiden  Anordnungen  der  nächstfolgende  Complex 
aus  denselben  n  —  1  Zahlen 

ab,  cd,  e  .  .  . 
und  folglich  wird  abermals  das  Endresultat  bei  beiden  dasselbe  sein. 
Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  bewiesen;  denn 
da  er  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  für  n  =  3  gilt ,  so 
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gilt  er  nach  .dem  Vorstehenden  auch  für  alle  Systeme  von  Zahlen, 
deren  Anzahl  =  4,  5,  6  u.  8.  w.  ist.  Das  Endresultat  heisst  auch 
jetzt  wieder  das  Product  aus  den  gegebenen  Zahlen,  diese  letzteren 
heissen  die  Factoren  des  Productes,  und  man  bezeichnet  das  Pro- 
duct durch  das  Nebeneinanderschreiben  sämmtlicher  in  beliebiger 
Ordnung  folgenden  Factoren. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  der,  dass  man  bei  der 
Bildung  des  Productes  aus  beliebig  vielen  Zahlen  oder  Factoren 
dieselben  nach  Belieben  in  Gruppen  vertheilen  und  alle  in  einer 
Gruppe  enthaltenen  Factoren  zu  ihrem  Product  vereinigen  darf; 
das  Product  aus  diesen  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Producten  wird  immer  mit  dem  Producte  aller  gegebenen  Zahlen 
übereinstimmen;  denn  offenbar  ist  diese  Bildung  selbst  eine  der 
verschiedenen  möglichen  Anordnungen  des  Processes.    So  ist  z.  B. 

abcde  =  (ab)c(de)  =  (abcd)e  =  (abe)(cd). 

Es  ist  nicht  schwierig,  dieselben  Sätze  auch  für  den  Fall  zu 
beweisen ,  dass  unter  den  Factoren  eines  Productes  beliebig  viele 
negative  sind;  das  Vorzeichen  des  Productes  wird  das  positive  oder 
negative  sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  negativen  Factoren  ge- 
rade oder  ungerade  ist.  Endlich  mag  noch  daran  erinnert  werden, 
dass  auch  die  ganze  Zahl  Null  als  Factor  auftreten  kann,  in  welchem 
Falle  das  Product  stets  =  0  sein  wird. 


§.3. 

Wenn  die  Zahl*)  a  das  Product  aus  der  Zahl  b  und  einer 
zweiten  ganzen  Zahl  m,  also  a  =  mb  ist,  so  nennt  man  a  ein  Viel- 
faches oder  Multiplum  von  b\  statt  dessen  sagt  man  auch:  a  ist 
theilbar  durch  6,  oder:  b  ist  ein  Theiler  oder  Divisor  von  a,  oder 
endlich:  b  geht  in  a  auf.  Alle  diese  Benennungen  sind  gleich  ge- 
bräuchlich, und  da  es  in  der  Zahlentheorie  ausserordentlich  oft 
vorkommt,  diese  Beziehung  zwischen  zwei  Zahlen  auszudrücken, 
so  ist  es  angenehm ,  dafür  eine  Reihe  verschiedener  Ausdrücke  zu 
besitzen.  Aus  der  Definition  des  Vielfachen  leuchten  nun  sogleich 
folgende  Sätze  ein,  von  denen  später  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht 
werden  wird. 


*)  Unter  Zahlen  schlechthin  sind  hier  und  im  Folgenden  immer  ganze 
Zahlen  zu  verstehen. 
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1.  Ist  a  Multiplum  von  b,  b  wieder  Multiplum  von  c,  so  ist 
auch  a  Multiplum  von  c.  Denn  der  Annahme  nach  ist  a  =  mb, 
b  =  nc,  wo  m  und  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten;  hieraus 
folgt  a  =  m(nc)  =  (mn)c,  also  ist  a  theilbar  durch  c. 

Allgemein:  hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  in  welcher  jede 
ein  Vielfaches  der  nächstfolgenden  ist,  so  ist  auch  jede  frühere 
Zahl  ein  Vielfaches  von  jeder  späteren. 

2.  Ist  die  Zahl  a  sowohl  als  auch  b  ein  Multiplum  einer  dritten 
Zahl  c,  so  ist  auch  die  Summe  und  die  Differenz  der  beiden  er- 
steren  ein  Multiplum  der  dritten.  Denn  aus  a  =  mc,  b  =  nc  folgt 
a  +  b  =  (m  +  n)  c. 


Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Lehre  von  der  Theil- 
barkeit  der  Zahlen  ist  folgende  Aufgabe*):  Wenn  irgend  zwei 
ganze  positive  Zahlen  a,  b  gegeben  sind,  so  sollen  die  gemeinschaft- 
lichen Theiler  derselben,  d.  h.  diejenigen  Zahlen  8  gefunden  werden, 
welche  gleichzeitig  in  a  und  in  b  aufgehen. 

Wir  können  annehmen,  es  sei  a  grösser  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  als  6;  dann  wird  die  Division  von  a  durch  b  einen  Quotien- 
ten m  und  einen  Rest  c  geben,  welcher  letztere  jedenfalls  kleiner 
als  b  ist.  Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Division  resultirende 
Gleichung 

a  =  mb  -f-  c 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  d  irgend  eine  sowohl  in  a  als  in  b  auf- 
gehende Zahl,  so  ist  8  jedenfalls  auch  ein  Divisor  des  Restes  c\ 
denn  da  a  und  b  Multipla  von  8  sind,  so  ist  (nach  §.  3)  mb,  und 
folglich  auch  die  Differenz  a  —  mb  =  c  ein  Multiplum  von  d. 
Wir  können  daher  sagen:  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  bei- 
den Zahlen  a,  b  ist  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden 
Zahlen  6,  c.  Umgekehrt,  ist  8  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  der 
beiden  Zahlen  b,  c,  so  ist,  da  8  dann  auch  in  mb  aufgeht,  die  Summe 
mb  +  c  —  a  der  beiden  Multipla  mb  und  c  von  8  ebenfalls  ein 
Multiplum  von  8\  also  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zah- 
len b,  c  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der  Zahlen  a,  6.  Mithin 
stimmen  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen  a,  b 


*)  Euclid's  Elemente,  Buch  VII,  Satz  % 
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vollständig  mit  denen  der  beiden  Zahlen  b.  c  überein;  unsere  Unter- 
suchung ist  daher  von  dem  Paare  a,  b  auf  das  Paar  b,  c  reducirt, 
und  da  6  nicht  grösser  als  a,  c  aber  jedenfalls  kleiner  als  b  ist, 
so  können  wir  mit  Recht  sagen,  dass  das  Problem  auf  ein  ein- 
facheres zurückgeführt  sei. 

Wenn  nun  c  von  Null  verschieden  ist,  die  erste  Division  also 
nicht  aufgeht,  so  können  wir,  indem  wir  b  durch  die  kleinere  Zahl 
e  dividiren,  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

b  =  nc  +  d 

bilden,  in  welcher  der  Divisionsrest  d  kleiner  als  der  vorhergehende 
eist  Durch  eine  der  obigen  ganz  ähnliche  Betrachtung  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen 
c,  d  vollständig  mit  denen  der  Zahlen  6,  c  und  also  auch  mit  denen 
der  Zahlen  a,  b  übereinstimmen« 

So  kann  man  fortfahren,  bis  einmal  die  Division  aufgeht,  was 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  durchaus  eintreten 
mnss;  denn  die  Zahlen  6,  c,  d  .  .  .  bilden  eine  Reihe  von  beständig 
abnehmenden  Zahlen,  und  da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlen  giebt,  welche  kleiner  sind  als  6,  so  muss  unter  ihnen  end- 
lich auch  die  Null  erscheinen.  Wir  haben  dann  eine  Kette  von 
Gleichungen  von  der  Form 

a  =  mb  +  c 

b  =  nc  +  d 
c  =  pd  +  c 


f  =  *ff  +  * 
g  =  th. 


Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  d  von  «,  b  ist  auch  Divisor  der  fol- 
genden Zahlen  *c,  d  .  .  .,  endlich  auch  von  h\  umgekehrt,  ist  d  ein 
Divisor  von  A,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  d  auch  Divisor 
von  g,  also  gemeinschaftlicher  Divisor  von  g  und  h  ist;  folglich  ist 
S  auch  Divisor  von  /  und  ebenso  von  den  vorhergehenden  Zahlen, 
endlich  auch  von  b  und  von  a.     Wir  haben  daher  das  Resultat: 

Die  gemeinschaftlichen  Divisoren  ziveier  Zahlen  a  und  b  stim- 
men überein  mit  den  säm/mtlichen  Divisoren  Einer  bestimmten  Zahl 
A,  welche  man  durch  den  obigen  Algorithmus  stets  finden  kann.  Da 
nun   h    selbst    zu    diesen    Divisoren    gehört    und   unter    üman 


V 


8  Erster  Abschnitt. 

dem  Werth  nach  der  grösste  ist,  so  nennt  man  diese  Zahl  h  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  a  und  b. 

Hiermit  ist  nun  zwar  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst, 
sondern  nur  auf  das  andere  zurückgeführt,  sämmtliche  Divisoren 
einer  gegebenen  Zahl  h  zu  finden,  für  welches  wir  noch  keine  di- 
recte  Lösung  haben;  allein  es  wird  sich  im  Folgenden  hinreichend 
zeigen,  dass  der  obige  Algorithmus  ein  Fundament  bildet,  aui 
welchem  sich  die  Grundprincipien  der  Zahlentheorie  mit  ebenso 
grosser  Strenge  wie  Leichtigkeit  aufbauen  lassen.  Nur  einige  Be- 
merkungen noch,  um  auch  nicht  den  geringsten  Zweifel  gegen  die 
Allgemeinheit  der  folgenden  Sätze  aufkommen  zu  lassen:  wir 
haben  die  obige  Kette  von  Gleichungen  gebildet  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  a  nicht  kleiner  als  b  sei;  allein  für  den  Fall,  dass 
a  <  b  sein  sollte,  braucht  man  nur  m  =  0,  also  c  =  a  zu  nehmen, 
um  dieselbe  Form  auch  dann  zu  wahren.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass  das  Vorzeichen  der  Zahlen  a,  b  ganz  unwesentlich  ist; 
ja,  es  darf  sogar  eine  von  ihnen  =  0  sein;  nur,  wenn  beide  ==  0 
sind,  kann  von  einem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  derselben 
keine  Rede  sein. 


§.5. 

Besonders  interessant  ist  der  specielle  Fall,  in  welchem  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  a,  b  die  Einheit 
ist;  man  nennt  zwei  solche  Zahlen  relative  Primzahlen ,  auch  wohl 
Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor,  indem  man  absieht  von 
dem  allen  Zahlen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ;  oder  man  sagt  auch: 
a  ist  relative  Primzahl  gegen  oder  zu  b.  Dieser  Definition  zufolge 
erkennt  man  also  zwei  Zahlen  als  relative  Primzahlen  daran,  dass 
bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  ein- 
mal der  Kest  h  =  1  auftritt.  (Wenn  eine  der  beiden  Zahlen  a,  b 
gleich  Null  ist,  so  muss  die  andere  offenbar  =  ±  1  sein.)  Für 
solche  Zahlen  gilt  nun  der  folgende 

Hauptsatz:  Sind  a,  b  relative  Primzahlen,  und  ist  Je  eine  be- 
liebige dritte  Zahl,  so  ist  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 
Zahlen  ak,  b  auch  gemeinschaßlicher  Theiler  der  beiden  Zahlen  h,  b. 

Um  sich. hiervon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  sämmtliche 
Gleichungen,  die  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  Zahlen  a,  b  gebildet  werden,  und  deren  vor- 
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letzte,  da  h  =  1  ist,  frTunserem  Falle  /=  sg  +  1  lautet,  mit  k 
zu  multipliciren;  man  erhält  dann 

ak  =  mbk  -f  ck 
bk  =  nck  -f  dk 
ck  =  pdk   +  ek 


fk  =  sgk  +  Ä. 

I8tnun  ö  irgend  ein  gemeinschaftUcher  Divisor  von  ak  und  6,  so 
geht  8  auch  in  mbk,  also  auch  in  ak  —  mbk  =  ck  auf;  es  geht 
daher  S  auch  in  nck  und  folglich  auch  in  bk  —  nck  =  d&  auf. 
Und  indem  man  diese  Schlussweise  fortsetzt,  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass  S  auch  in/%,  in  gk,  folglich  auch  in/Ä  —  sgk  =  k 
aufgehen  muss,  was  zu  beweisen  war. 

Im  Folgenden  werden  wir  vorzüglich  zwei  specielle  Fälle  dieses 
Satzes  gebrauchen,  nämlich: 

1.  Das  Product  zweier  Zahlen  a  und  &,  deren  jede  relative 
Primzahl  gegen  eine  dritte  b  ist,  ist  gleichfalls  relative  Primzahl  zu  b ; 
denn  unserem  Satze  nach  haben  ak  und  b  dieselben  gemeinschaft- 
lichen Divisoren,  wie  k  und  6;  da  aber  k  und  b  relative  Primzahlen 
sind,  so  haben  sie  nur  den  einzigen  gemeinschaftlichen  Divisor  1; 
dasselbe  gilt  daher  von  ak  und  i,  also  sind  diese  Zahlen  relative 
Primzahlen. 

2.  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  und  ist  ak  durch  b  theil- 
har,  so  ist  auch  k  durch  b  theilbar;  denn  da  der  Annahme  zufolge 
ah  und  b  den  gemeinschaftlichen  Divisor  b  haben,  so  muss  dem 
Hauptsatze  nach  b  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  k  und  6, 
also  jedenfalls  Divisor  von  k  sein. 

3.  Den  ersten  dieser  beiden  Sätze  kann  man  leicht  verall- 
gemeinern. Ist  jede  der  Zahlen  a,  J,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahl 
gegen  eine  Zahl  a,  so  ist  auch  a&,  folglich  auch  das  Product  abc 
ausaft  undc,  folglich  auch  das  Product  ab  cd  aus  abc  und  d  u.  s.f., 
kurz  das  Product  ab  cd  .  .  .  aller  jener  Zahlen  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  «.    Allgemeiner,  hat  man  zwei  Reihen  von  Zahlen 

a,  6,  c,  d  .  .  . 
und 

a,  /3,  y  .  .  . 

von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Zahl  der  einen  Reihe  relative 
Primzahl  gegen  jede  Zahl  der  anderen  Reihe  ist,  so  ist  auch  das 
Product  ab  cd  .  .  .  aller  Zahlen  der  einen  Reihe  relative  Primzahl 
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gegen  das  Product  aßy  .  .  .  aller  Zahlen  der  anderen  Reihe.  Denn 
soeben  ist  bewiesen,  dass  jede  der  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  .  relative  Prim- 
zahl gegen  das  Product  ab  cd  ...  ist,  woraus  durch  nochmalige 
Anwendung  desselben  Satzes  auch  folgt,  dass  ihr  Product  aßy  . . . 
ebenfalls  relative  Primzahl  gegen  ab  cd  * .  .  ist. 

4.  Hieraus  können  wir  wieder  einen  speciellen  Fall  ableiten, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Zahlen  6,  c,  d  .  .  .  identisch  mit  a, 
ferner  die  Zahlen  0,  y  .  .  .  identisch  mit  «  sind;  wir  erhalten  dann 
das  Resultat:  ist  a  relative  Primzahl  gegen  a,  so  ist  auch  jede  Po- 
tenz der  Zahl  a  relative  Primzahl  gegen  jede  Potenz  der  Zahl  a. 

Eine  Anwendung  hiervon  macht  man  bei  dem  Beweise  des 
Satzes,  dass  die  mte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  A  entweder 
irrational  oder  selbst  eine  ganze  Zahl  ist;  denn  wenn  jene  Wurzel 
rational,  d.  h.  von  der  Form  r:s  ist,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  man  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  annehmen  kann, 
so  ergiebt  sich  aus  rm  =  Asm,  dass  rm  durch  sm  theilbar  ist;  da  nun 
r  und  s,  folglich  auch  rm  und  sm  relative  Primzahlen  sind,  so  muss 
sm  =  1,  also  auch  s  =  1  sein;  mithin  ist  jene  Wurzel  eine  ganze 
Zahl  r. 


§.6. 

Die  Aufgabe  des  §.  4  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass  für 
eine  ganze  Reihe  gegebener  Zahlen  a,  6,  c,  d  .  .  .  alle  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  gesucht  werden,  führt  zu  einem  ganz  ähnlichen 
Resultate.  Es  sei  h  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a 
und  6,  so  ist,  wie  wir  früher  fanden,  jeder  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a  und  b  auch  Divisor  von  h  und  umgekehrt;  jeder  ge- 
meinschaftliche Divisor  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  ist  daher  auch  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  A,  c  und  umgekehrt;  bezeichnet  man 
daher  mit  k  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  h  und  c, 
so  ist  jede  gleichzeitig  in  a,  6,  c  aufgehende  Zahl  Divisor  von  fc, 
und  umgekehrt  wird  jeder  Divisor  von  Je  auch  Divisor  der  drei 
Zahlen  a,  6,  c  sein.  Bildet  man  ferner  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  l  der  beiden  Zahlen  k  und  d,  so  stimmen  die  ge- 
meinschaftlichen Divisoren  der  vier  Zahlen  a,  J,  c,  d  vollständig 
überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  l  u.  s.  f.  Wir 
haben  daher  das  Resultat :  ist  irgend  eine  Reihe  von  Zahlen  a,  6, 
c,  d  .  .  .  gegeben,  so  giebt  es  stets  eine  —  und  natürlich  auch  nur 


\ 
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eine  —  Zahl  m  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  gleichzeitig  in  a, 
in  b,  in  c,  in  d  u.  s.  w.  aufgehende  Zahl  auch  in  m  aufgeht,  und 
umgekehrt  jeder  Divisor  von  m  auch  Divisor  jeder  einzelnen  der 
Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  ist  Diese  vollkommen  bestimmte  Zahl  m 
heisst  deshalb  wieder  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  ge- 
gebenen Zahlen.  (Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein, 
wenn  die  gegebenen  Zahlen  alle  =  0  sind.)  Setzt  man  ferner 
a  =  maf,  b  =  mV,  c  =  md,  d  =  mdf  .  .  .,  so  sind  a\  V,  d,  df . . . 
ganze  Zahlen ,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  1  ist, 
oder,  wie  man  kurz  sagt,  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler. 
Umgekehrt,  wenn  a\  V,  c',  d!  .  .  .  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  m  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  Zahlen  maf,  mV,  md,  md'  .  .  .  ist. 

Dagegen  bemerken  wir  an  dieser  Stelle  ein-  für  allemal,  dass, 
wenn  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen  genannt  werden, 
darunter  stets  zu  verstehen  ist,  dass  je  zwei  von  ihnen  relative 
Primzahlen  sind;  solche  Zahlen  sind  daher  stets  zugleich  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler;  aber  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sind  nicht  nothwendig  relative  Primzahlen. 


§•7. 


Gewissermaassen  das  Umgekehrte  der  vorhergehenden  ist  die 
folgende  Aufgabe:  Wenn  eine  Beihe  von  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  ge- 
geben ist,  so  sollen  alle  gemeinschaftlichen  Multipla  derselben,  d.  h. 
alle  Zahlen  gefunden  werden,  welche  durch  jede  einzelne  der  ge- 
gebenen Zahlen  theilbar  sind.  Da  von  den  gesuchten  Zahlen  zu- 
erst gefordert  wird,  dass  sie  durch  a  theilbar  sein  sollen,  so  sind 
sie  jedenfalls  in  cfer  Form  sa  enthalten,  wo  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Ist  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
der  beiden  Zahlen  a  =  8  a'  und  b  =  db' ,  so  sind  a'  und  V  re- 
lative Primzahlen;  soll  daher  sa  =  sa'd  theilbar  sein  durch 
b=Vö,  so  muss  sa'  durch  V,  und  folglich  (§.  5,  2.)  auch  s  durch  V 
theilbar,  also  von  der  Form  s'V  sein,  wo  s'  wieder  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Sämmtliche  sowohl  durch  a  als  durch  b  theilbare 
Zahlen  sind  daher  von  der  Form  sa  =  s'  .a'Vd,  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass  alle  in  dieser  Form  enthaltenen  Zahlen  sowohl 
durch  a  =  a'8  als  durch  b  =  b'd  theilbar  sind. 
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Es  zeigt  sich  also,  dass  die  sämmtlichen  gemeinschaftlichen 
Multipla  der  beiden  Zahlen  a,  b  übereinstimmen  mit  den  sämmt- 
lichen Vielfachen  einer  bestimmten  Zahl 

ab'ö  =  y  =  fi, 

welche  man  deshalb  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der 
beiden  Zahlen  a,  b  nennt. 

Um  diesen  Satz  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Zahlen 
a,  6,  c,  d  .  .  .  zu  verallgemeinern,  braucht  man  nur  zu  bemerken, 
dass  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

a,  6,  c,  d  .  .  . 
nothwendig  auch  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  der  Zahlen 

ft,  c,  d  .  .  . 
ist  und  umgekehrt.  Man  wird  daher  zunächst  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Multiplum  v  der  beiden  Zahlen  ji  und  c  suchen, 
dann  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  q  von  v  und  d  u.  s.  f. 
Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  sämmtliche  gemeinschaftliche 
Multipla  der  gegebenen  Zahlen  a,  6,  c,  d  .  .  .  übereinstimmen  mit 
den  sämmtlichen  Vielfachen  einer  einzigen  vollständig  bestimmten 
Zahl  o,  welche  man  deshalb  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  gegebenen  Zahlen  nennt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  in  welchem  die 
Zahlen  a,  6,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen  sind.  In  diesem  Falle  ist 
zunächst  d  =  1 ,  also  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  beiden  relativen  Primzahlen  a  und  b  ihr  Product  ab.  Da  nun 
c  wieder  relative  Primzahl  gegen  a  und  gegen  6,  also  (§.  5, 1.)  auch 
gegen  ab  ist,  so  ist  abc  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  drei  Zahlen  a,  6,  c  u.  s.  f.  Kurz,  man  erhält  das  Resultat: 
Sind  a,  b,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen,  so  ist  jede  Zahl,  welche 
dwrch  jede  einzelne  derselben  theilbar  ist,  auch  $urch  ihr  Product 
ab  cd  .  .  .  theilbar. 


§.8.    ' 

Da  jede  Zahl  sowohl  durch  die  Einheit,  als  auch  durch  sich 
selbst  theilbar  ist,  so  hat  jede  Zahl  —  die  Einheit  selbst  ausge- 
nommen —  mindestens  zwei  (positive)  Divisoren.  Jede  Zahl  nun, 
welche  keine  anderen  als  diese  beiden  Divisoren  besitzt,  heisst  eine 
Primzahl  (numerus  primus)',  es  ist  zweckmässig,  die  Einheit  nicht 


\ 
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zu  den  Primzahlen  zu  rechnen,  weil  manche  Sätze  über  Primzahlen 
nicht  für  die  Zahl  1  gültig  bleiben. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  p  eine 
Primzahl  und  a  irgend  eine  ganze  Zahl  isty  so  geht  entweder  p  in 
a  auf  oder  p  ist  relative  Primzahl  zu  a.  Denn  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  p  und  a  ist  entweder  p  selbst  oder  die 
Einheit 

Hieraus  folgt  weiter:  Wenn  ein  Product  aus  mehreren  Zahlen 
a,  6,  c,  d  .  .  .  durch  eine  Primzahl  p  theilbar  ist,  so  geht  p  min- 
destens in  einem  der  Faetoren  a,  6,  c,  d  .  .  .  auf.  Denn  wäre  keine 
einzige  dieser  Zahlen  durch  p  theilbar,  so  wäre  p  relative  Prim- 
zahl gegen  jede  einzelne  von  ihnen  und  folglich  auch  gegen  ihr 
Product,  was  gegen  die  Annahme  streitet,  dass  dies  Product  durch 
p  theilbar  ist. 

Jede  Zahl,  welche  ausser  sich  selbst  und  der  Einheit  noch 
ändere  Divisoren  hat,  heisst  zusammengesetzt  (numerus  compositus). 
Diese  Benennung  wird  gerechtfertigt  durch  folgenden 

Fundamentalsatz:  Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets 
twd  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  Product  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Primzahlen  darstellen. 

Beweis.  Da  jede  zusammengesetzte  Zahl  m  ausser  1  und  m 
noch  andere  Divisoren  hat,  so  sei  a  ein  solcher;  ist  nun  a  keine 
Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  besitzt  a  ausser  1 
und  a  noch  andere  Divisoren,  z.  B.  b)  ist  b  noch  keine  Primzahl, 
also  zusammengesetzt,  so  hat  b  wieder  mindestens  einen  Divisor  c, 
der  von  1  und  b  verschieden  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  muss  man 
endlich  einmal  zu  einer  Primzahl  gelangen;  denn  die  Reihe  der 
Zahlen  m,  a,  ft,  c  .  .  .  ist  eine  abnehmende,  sie  kann  also,'  da  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  giebt,  welche  kleiner  als  m  sind, 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten;  das  letzte  Glied 
derselben  muss  aber  eine  Primzahl  sein,  denn  sonst  könnte  man 
ja  die  Reihe  noch  weiter  fortsetzen.  Bezeichnet  man  diese  Prim- 
zahl mit  p,  so  ist,  da  jedes  Glied  der  Reihe  ein  Multiplum  des  fol- 
genden ist,  die  erste  Zahl  m  auch  ein  Multiplum  von  der  letzten  p. 
Man  kann  daher 

m  =  pm* 
setzen.     Nun  ist  m'  entweder  eine  Primzahl  —  dann  ist  m  schon 
als  Product  von  Primzahlen  dargestellt  —  oder  m'  ist  zusammen- 
gesetzt; im  letzteren  Falle  muss  es  wieder  eine  in  m'  aufgehende 
Primzahl  p'  geben,  so  dass 
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m'  =  jp'w",    also    m  =  pp'm" 

wird.  Ist  nun  m"  noch  keine  Primzahl,  so  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  fortfahren,  bis  man  m  als  Product  von  lauter  Primzahlen 
dargestellt  hat.  Dass  dies  wirklich  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  ähnlichen  Zerlegungen  geschehen  muss,  leuchtet  daraus  ein, 
dass  die  Reihe  der  Zahlen  m,  m',m"  .  .  .  ebenfalls  eine  abnehmende 
und  folglich  eine  endliche  ist. 

Hiermit  ist  der  eine  Haupttheil  des  Satzes  erwiesen,  welcher 
die  Möglichkeit  der  Zerlegung  behauptet;  offenbar  ist  aber  diese 
successive  Ablösung  von  Primzahl-Factoren  in  mancher  Beziehung 
willkürlich,  und  es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen  übrig,  dass,  auf 
welche  Weise  dieselbe  auch  ausgeführt  sein  mag,  das  Endresultat 
doch  stets  dasselbe  sein  muss.  Nehmen  wir  daher  an,  man  habe 
durch  zwei  verschiedene  Anordnungen  einmal 

m  =  pp'p"  ... 
ein  anderes  Mal 

m  =  qq*q"  .  .  . 

gefunden,  wo  jp,  p',  p"  .  .  .  und  g,  q\  q"  .  .  .  sämmtlich  Primzahlen 
bedeuten.  Da  nun  das  Product  pp'p"  .  .  .  durch  die  Primzahl  q 
theilbar  ist,  so  muss  mindestens  einer  der  Factoren,  z.  B.  jp,  durch 
q  theilbar  sein;  p  besitzt  aber  als  Primzahl  nur  die  beiden  Di- 
visoren 1  und  p ,  und  folglich  muss  q  =  p  sein ,  da  q  nicht  =  1 
ist.    Hieraus  folgt  nun 

p'p"  .  .  .  =  q'q"  ... 

und  man  kann  auf  dieselbe  Weise  zeigen,  dass  q'  mit  einer  der 
Primzahlen  p\p"  .  .  .,  z.  B.  mit  p\  identisch  sein  muss,  woraus 
dann  wieder 

p"  .  .  .  =  q"  .  .  . 

folgt.  Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich  davon,  dass  jede  Prim- 
zahl, welche  bei  der  zweiten  Art  der  Zerlegung  ein  oder  mehrere 
Male  als  Factor  auftritt,  mindestens  ebenso  oft  auch  bei  der  ersten 
Zerlegung  vorkommt;  da  aber  ferner  auf  dieselbe  Weise  gezeigt 
werden  kann,  dass  sie  bei  der  zweiten  Zerlegung  mindestens  eben- 
so oft  vorkommt  wie  bei  der  ersten,  so  muss  jede  Primzahl  in  bei- 
den Zerlegungen  gleich  oft  als  Factor  vorkommen,  und  folglich 
stimmt  der  Complex  aller  Primzahlen  bei  der  einen  Zerlegung  voll- 
ständig mit  dem  bei  der  anderen  überein. 
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Nachdem  so  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen  ist, 
können  wir  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zahl  m  noch 
daduroh  vereinfachen,  dass  wir  jedesmal  alle  unter  einander  identi- 
schen Primzahl-Factoren  zu  einer  Potenz  vereinigen.  Es  sei  mim- 
lich a  eine  von  den  in  w  aufgehenden  Primzahlen,  und  zwar  mag 
dieselbe  genau  amal  als  Factor  in  der  Zerlegung  vorkommen,  so 
vereinigen  wir  diese  a  Factoren  zu  der  Potenz  o";  sind  hierdurch 
noch  nicht  alle  Factoren  erschöpft,  und  ist  b  eine  der  übrigen  Prim- 
zahlen, so  bilden  wir,  wenn  sie  genau  0mal  vorkommt,  die  Potenz 
bßj  und  in  derselben  Weise  fahren  wir  fort,  wenn  hierdurch  noch 
nicht  alle  Primzahl-Factoren  von  m  erschöpft  sind.  Auf  diese 
Weise  überzeugt  man  sich,  dass  man  jeder  zusammengesetzten 
Zahl  m  die  Form 

m  =  aubßcY  ... 

geben  kann,  in  welcher  a,  6,  c  die  sämmtlichen  unter  einander  ver- 
schiedenen, in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  a,  /J,  y  .  .  .  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten.  Dass  aber  in  dieser  Form  nicht  nur  alle 
zusammengesetzten,  sondern  auch  alle  Primzahlen  enthalten  sind, 
leuchtet  unmittelbar  ein. 

Die  Primzahlen  bilden  daher  gewissermaassen  das  Material, 
aus  welchem  alle  anderen  Zahlen  sich  zusammensetzen  lassen. 
Dass  es  unendlich  viele  Primzahlen  gicbt,  hat  schon  Euclid*)  be- 
wiesen, und  zwar  in  folgender  Art.  Gesetzt  es  gäbe  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Primzahlen,  so  würde  eine  von  ihnen,  die  wir  mit 
p  bezeichnen  wollen,  die  letzte,  d.  h.  die  grösste  sein.  Denken  wir 
uns  nun  alle  diese  Primzahlen  aufgeschrieben 

2,  3,  5,  7,  11  .  .  .  p, 

so  müsste  jede  Zahl,  welche  grösser  als  p  ist,  zusammengesetzt  und 
folglich  durch  mindestens  eine  dieser  Primzahlen  theilbar  sein. 
Allein  es  ist  sehr  leicht,  eine  Zahl  zu  bilden,  welche  erstens  grösser 
als  p  und  zweitens  durch  keine  jener  Primzahlen  theilbar  ist;  dazu 
bilden  wir  das  Product  aller  Primzahlen  von  2  bis  p  und  vergrössern 
dasselbe  um  eine  Einheit.     Diese  Zahl 

z  =  2.  3.  5  .  .  .  p  4-  1 

ist  in  der  That  grösser  als  p,  da  ja  schon  2p  grösser  als  p  ist;  sie 
ist  aber  durch  keine  der  Primzahlen  theilbar,  da  #,  durch  jede 
derselben  dividirt,  immer  den  Rest  1  lässt.     Damit  ist  also  unsere 


*)  Elemente,  Buch  IX,  Satz  20. 
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Annahme  im  Widerspruch,  und  folglich  giebt  es  unendlich  viele 
Primzahlen. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  anderen,  dass  in 
jeder  unbegrenzten  arithmetischen  Progression,  deren  allgemeines 
Glied  lex  +  m  ist,  und  in  welcher  das  Anfangsglied  m  und  die 
Differenz  h  relative  Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthalten  sind;  allein,  so  einfach  der  Beweis  für  den  speciellen 
Fall  war,  in  welchem  h  =  1,  so  schwierig  war  es,  einen  strengen 
Beweis  für  den  allgemeinen  Satz  zu  geben,  und  dies  ist  bis  jetzt 
nur  durch  Zuziehung  von  Principien  gelungen,  welche  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören  *). 


§.9. 

Durch  den  soeben  bewiesenen  Fundamentalsatz  haben  wir  nun 
ein  einfaches  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  stets  beurtheilt 
werden  kann,  ob  eine  Zahl  m  durch  eine  andere  n  theilbar  ist  oder 
nicht,  sobald  wir  voraussetzen  dürfen,  dass  beide  in  ihre  Prim- 
factoren  zerlegt  sind.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  m  durch  n 
theilbar,  dass  also  rn  =  nq  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  jede  in  w  auf- 
gehende Primzahl  auch  in  m  aufgehen  muss;  es  kann  daher  n 
keine  anderen  Primfactoren  enthalten  als  w,  und  ausserdem  kann 
auch  ein  solcher  Primfactor  nicht  öfter  in  n  als  in  m  vorkommen; 
und  umgekehrt,  wenn  jeder  Primfactor  der  Zahl  n  mindestens 
ebenso  oft  in  m  vorkommt  wie  in  w,  so  ist  auch  m  durch  n  theilbar. 

Sind  daher  a,  &,  c  .  .  .  die  sämmtlichen  von  einander  verschie- 
denen, in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  dass 

m  =  a"bßcY  .  .  ., 

so  ist  jeder  Divisor  n  dieser  Zahl  in  der  Form 

n  =  a^bß'c'^  .  .  . 

enthalten,  in  welcher 

a!  irgend  eine  der  a  4-  1  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 

ß'      *         *       *    ß  +  1      ji        0,  1,  2  ...  ß 

y'    »      7)     »  y  +  i     ji     o,  i,  2 ...  y 

u.  s.  w. 


*)  Siehe  die  Supplemente  VI.  §.  132  bis  137. 
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bedeutet;  und  alle  diese  Zahlen  n  sind  wirklich  Divisoren  von  m. 
Hieraus  gehen  sogleich  einige  interessante  Folgerungen  hervor. 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  jede  Combination  eines  Werthes 
von  tut  mit  einem  von  /3',  mit  einem  von  y'  u.  s.  w.  einen  Divisor 
von  m  liefert,  und  da  je  zwei  verschiedenen  solchen  Gombinationen 
(nach  §.  8)  auch  zwei  ungleiche  Divisoren  von  m  entsprechen,  dass 
die  Anzahl  aller  Divisoren  von  m  gleich 

(a+l)(0  +  l)(r+l)..- 
ist;  diese  Anzahl  hängt  daher  nur  von  den  Exponenten  a,  /3,  y  .  .  . 
ab,  nicht  aber  von  der  Natur  der  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
a,  6,  c  u.  s.  w. 

Bildet  man  ferner  das  Schema 

1,  a,  a2  .  .  .  a" 

1,  6,  68  .  .  .  bß 

1,  c,  c2  .  .  .  & 
u.  s.  w. 

und  bildet  alleProducte  a^  b&  cY*  .  .  .,  indem  man  aus  jeder  dieser 
Horizontalreihen  ein  Glied  a"\  J^,  c^  •.  .  .  auswählt,  so  erhält  man 
alle  Divisoren  der  Zahl  m,  und  zwar  jeden  nur  ein  einziges  Mal. 
Die  Summe  aller  dieser  Divisoren  erhält  man  daher  nach  derselben 
Regel,  nach  welcher  man  die  einzelnen  Aggregate 

a«*1  —  1 


1  +  a  +  a2  H 1-  a«  = 


1  +  b  +  b*  H +  bß  = 


1  +  c  +  c2  H +CY  — 


a—  1 

bß+l  —  1 
6  —  1 

CY+1  —  1 


c— 1 

u.  s.  w. 

mit  einander  zu  multipliciren  hat;   folglich  ist  die  Summe  aller 
Divisoren  der  Zahl  m  gleich  dem  Product 
a«+i  _  i      j/s+i  _  i      cy+i  _  i 

a— 1  6  —  1  c— 1 

Nehmen  wir  z.  B.  m  =  00  =  22 . 3 . 5,  so  sind  die  sämmtlichen 
Divisoren  folgende: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60; 

ihre  Anzahl  ist 

(2  +  1)  (1  +  1)  (1  +  1)  =  12 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  <£ 
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und  ihre  Summe 

23  —  1      32— 1      52— 1 
2  —  1    '    3  —  1    *    5  —  1 


=  7.4.6  =  168. 


§.10. 

Wir  kehren  nun  zu  einigen  früheren  Aufgaben  zurück,  zu- 
nächst zu  derjenigen  (§.  6) ,  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor einer  Reihe  von  Zahlen  zu  bilden,  jetzt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ihre  Zerlegungen  in  Primfactoren  gegeben  sind.  Man  be- 
trachte alle  Primzahlen,  welche  in  diesen  Zerlegungen  vorkoipmen, 
und  scheide  zunächst  diejenigen  unter  ihnen  aus,  welche  in  einer 
oder  mehreren  der  gegebenen  Zahlen  gar  nicht  als  Primfactoren 
enthalten  sind.  Bleibt  auf  diese  Weise  gar  keine  Primzahl  übrig, 
so  ist  die  Einheit  der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor. 
Im  entgegengesetzten  Fall  sei  a  eine  Primzahl,  welche  bei  dieser 
vorläufigen  Ausscheidung  zurückgeblieben  ist  und  also  in  jeder  der 
gegebenen  Zahlen  mindestens  einmal  enthalten  ist;  man  zähle,  wie 
oft  a  als  Primfactor  in  jeder  einzelnen  der  gegebenen  Zahlen  vor- 
kommt, und  nehme  die  kleinste  dieser  Anzahlen,  die  wir  mit  a  be- 
zeichnen, so  dass  a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau 
a mal,  in  allen  übrigen  aber  mindestens  ebenso  oft  als  Primfactor 
vorkommt.  Aehnlich  verfahre  man  mit  den  übrigen  Primzahlen 
b;c  .  .  .,  sofern  diese  noch  nicht  erschöpft  sind,  und  bilde  für  jede, 
für  b  die  Anzahl  ß,  für  c  die  Anzahl  y  u.  s.  w.  nach  derselben  Regel, 
nach  welcher  für  die  Primzahl  a  die  Anzahl  cc  gebildet  wurde. 
Dann  ist 

a«bßcY...- 
der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor.  Der  Beweis  für 
diese  Regel  leuchtet  unmittelbar  dadurch  ein,  dass  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  keine  anderen  Primfactoren  enthalten 
kann,  als  solche,  welche  in  jeder  der  gegebenen  Zahlen  enthalten 
sind,  und  dass  er  keinen  Primfactor  öfter  enthalten  kann,  als  irgend 
eine  der  gegebenen  Zahlen. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Lösung  der  anderen  Aufgabe,  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  einer  Reihe  von  gegebenen 
Zahlen  zu  bilden  (§.  7).  Jetzt  betrachte  man  jede  Primzahl,  die 
in  irgend  einer  der  gegebenen  Zahlen  als  Factor  enthalten  ist,  und 
sehe  nach,  in  welcher  sie  am  häufigsten  vorkommt;  ebenso  oft 
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nehme  man  sie  als  Factor  in  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multi- 
plum  auf;  sind  daher  a,  b,  c ...  die  sämmtlichen  Primzahlen,  welche 
in  den  einzelnen  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahlen  vorkommen, 
so  erhält  man  nach  dieser  Regel  das  gesuchte  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  in  der  Form 

a«?bß'  cy' .  .  ., 

wo  z.  B.  der  Exponent  a'  dadurch  bestimmt  ist ,  dass  die  Primzahl 
a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau,  a'mal,  in  allen 
übrigen  aber  nicht  öfter  als  Factor  enthalten  ist.  Der  Beweis  liegt 
hier  darin,  dass  die  gesuchte  Zahl  jeden  Primfactor  enthalten  muss, 
der  in  einer  der  gegebenen  Zahlen  enthalten  ist,  und  zwar  minde- 
stens ebenso  oft,  als  diese. 

Endlich  können  wir  aus  den  vorhergehenden  Principien  noch 
ein  Kriterium  ableiten,  nach  welchem  zu  erkennen  ist,  ob  eine  Zahl 

m  =  aabß  cy  .  .  . 

eine  genaue  rte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  k  ist.  Dazu  ist  offenbar 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  alle  Exponenten  a,  ß,  y  .  . .  durch 
r  theilbar  sind,  wie  man  sogleich  aus  der  Annahme 

m  =  kr 

erkennt. 


§.  11. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  Untersuchung  über,  welche  an  sich 
schon  interessant  und  ausserdem  für  die  Folge  von  der  grössten 
Wichtigkeit  ist     Denken  wir  uns  einmal  alle  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4  ...  m 

bis  zu  einer  beliebigen  letzten  m  aufgeschrieben ,  und  zählen  wir 
ab,  wie  viele  von  ihnen  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m 
sind.  Diese  Anzahl  bezeichnet  man  in  der  Zahlentheorie  durch- 
gängig mit  qp  (m),  wo  der  Buchstabe  qp  die  Rolle  eines  Function  s- 
zeichens  spielt*).  Da  die  Einheit  relative  Primzahl  gegen  sich 
selbst  ist,  so  folgt  zunächst 

9(1)  =1; 

durch  wirkliches  Abzählen  findet  man  ferner 


*)   Gauss:  Disquisitiones  Ariihmeticae  art.  38. 
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9(2)  =  1,  9(3)  =  2,  9(4)  =  2,  9(5)  =  4 

u.  s.  w.  Allein  es  kommt  darauf  an,  einen  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Function  9  (m)  zu  finden,  und  wir  werden  sehen,  dass  man 
zu  diesem  Zweck  nur  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 
Primzahlen  a,  &,  c  .  .  .  zu  kennen  braucht,  welche  in  m  aufgehen. 
Unsere  Aufgabe  ist  nämlich  identisch  mit  dieser:  die  Anzahl  der 
obigen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  durch  keine  dieser  Primzahlen 
o,  6,  c  .  .  .  theilbar  sind;  und  diese  ist  wieder  nur  ein  specieller 
Fall  der  folgenden: 

Wenn  a,  &,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind  und  sämmtlich  in 
einer  Zahl  m  aufgehen,  so  soll  die  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m  (Jf) 

bestimmt  werden,  welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  6,  c  .  .  .  theil- 
bar sind. 

Es  zeigt  sich  nun,  wie  es  häufig  geschieht,  dass  die  allgemei- 
nere Aufgabe  leichter  zu  lösen  ist,  als  der  direct  angegriffene  spe- 
cielle  Fall.  Zu  diesem  Zweck  scheiden  wir  zunächst  aus  dem 
Zahlencomplex  (M)  alle  diejenigen  aus,  welche  durch  die  Zahl  a 
theilbar  sind;  es  sind  dies  offenbar  die  Zahlen 

iw 
(i,  2a,  3a  .  .  .  — a: 

a 

die  Anzahl  derselben  ist  m  :  a;  es  bleiben  daher,  nachdem  die- 
selben aus  dem  Complex  (M)  ausgeschieden  sind,  nur 

Zahlen  übrig,  welche  nicht  durch  a  theilbar  sind,  und  deren  Com- 
plex wir  mit  (A)  bezeichnen  wollen. 

Aus  diesem  Complex  ( Ä)  sind  nun  zunächst  alle  durch  b  theil- 
baren  Zahlen  auszuscheiden;  es  sind  dies  offenbar  alle  diejenigen 
Zahlen  des  Complexes  (Jf),  welche  der  doppelten  Forderung  ge- 
nügen, erstens  dass  sie  nicht  durch  a,  zweitens  dass  sie  durch  b 
theilbar  sind.  Alle  Zahlen  nun,  welche  der  zweiten  Forderung 
genügen,  sind  die  folgenden 

6,  26/3J,  ..  .  ^6; 

"1 

damit  aber  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  r6,  auch  der  ersten  Forderung   « 
genüge,  ist  Erforderlich  und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r  : 


m 
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nicht  durch  a  theilbar  sei;  denn  da  der  Annahme  nach  a  und  b 
relative  Primzahlen  sind,  so  ist  rb  theilbar  oder  nicht  theilbar 
durch  a,  je  nachdem  r  durch  a  theilbar  ist  oder  nicht  (§.  5,  2.). 
Die  Anzahl  der  noch  aus  dem  Complex  (Ä)  auszuscheidenden 
Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

12  3         — 

welche  nicht  durch  a  theilbar  sind.  Da  nun  m  durch  a  und  6, 
folglich  auch  durch  ab  theilbar  ist,  so  ist  die  letzte  dieser  Zahlen 
m  :  b  theilbar  durch  a;  unsere  Frage  ist  also  dieselbe  für  die  Zahl 
m  :  b  wie  diejenige,  welche  wir  durch  den  ersten  Schritt  für  die 
Zahl  m  gelöst  und  durch  die  Formel  (1)  beantwortet  haben.  Die 
Anzahl  der  aus  (Ä)  auszuscheidenden  Zahlen  ist  daher  gleich 


?('-t) 


und  wir  erhalten 
m 


(-iHK'-i)--(-±)('-i)     « 

als  Anzahl  derjenigen  im  Complex  (Ä)  enthaltenen  Zahlen,  welche 
nicht  durch  b  theilbar  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Anzahl  der- 
jenigen in  (M)  enthaltenen  Zahlen,  welche  weder  durch  a  noch 
durch  b  theilbar  sind. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  dieser  Zahlen  mit  (B) ,  so  kann 
man  in  derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  durch  Induction 
zu  dem  Resultat,  dass  die  Anzahl  derjenigen  in  (M)  enthaltenen 
Zahlen  (ÜT),  welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  J,  c  .  .  .  k  theilbar 
sind,  gleich 

(•-i)(-i)(>~ä-0-i)     v 

ist.  Um  die  Allgemeingültigkeit  dieses  Gesetzes  nachzuweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Richtigkeit  desselben  für  die  Zahlen 
a,  J,  c  .  .  .  Je  schon  bewiesen  sei,  und  untersuchen,  was  geschieht, 
wenn  zu  denselben  noch  eine  andere  l  hinzukommt,  wobei  natürlich 
wieder  vorausgesetzt  wird,  erstens  dass  l  in  m  aufgeht,  zweitens 
dass  l  relative  Primzahl  gegen  jede  der  vorhergehenden  Zahlen 
&  fc.  c  .  .  .  ft  ist. 

Um  die  Anzahl  aller  in  ( M )  enthaltenen  Zahlen  zu  bestimmen, 
welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  J,  c  .  .  .  &,  l  theilbar  sind,  haben 


m 
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wir  aus  dem  Complex  (K)  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  keine 
der  Zahlen  o,  &,  c  .  .  .  Je  theilbar  sind,  und  deren  Anzahl  durch 
die  Formel  (3)  gegeben  ist,  nur  noch  die  auszuscheiden,  welche 
durch  l  theilbar  sind;  es  sind  dies  alle  diejenigen  in  (M)  enthal- 
tenen Zahlen,  welche  erstens  nicht  theilbar  durch  a,  6,  c  .  .  .  fc, 
zweitens  theilbar  durch  l  sind.  Alle  durch  l  theilbaren  Zahlen 
des  Complexes  (M)  sind  diese 

und  damit  irgend  eine  derselben,  z.  B.  W,  durch  keine  der  Zahlen 
a,  b  .  .  .  Je  theilbar  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der 
Coefficient  r  dieselbe  Eigenschaft  habe.  Die  Anzahl  der  abzu- 
scheidenden Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  der- 
jenigen unter  den  Zahlen 

1     9  — 

welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  b  .  .  .  Je  theilbar  sind;  diese  ist 
aber  nach  der  als  richtig  vorausgesetzten  Formel  (3)  gleich 

(,_!)(,  _»)...  (,-4), 

nach  Ausscheidung  derselben  aus  dem  Complex  (K)  bleiben  daher 

-^-iX'-ö-O-i) 

=K14)0-l)-('-i)(-4)      ' 

Zahlen  übrig,  nämlich  diejenigen,  welche  durch  keine  der  Zahlen 
a,  6,  c  .  .  .  fc,  Z  theilbar  sind. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  unseres  Satzes  bewiesen; 
kehren  wir  nun  zu  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  zurück,  so  er- 
halten wir  das  Resultat  *) : 


m 
T 


m 


*)  Euler:  Theoremata  arithmetica  nova  methodo  demonstrata,  Comm. 
nov.  Ac.  Petrop.  VIII.  p.  74.  Speculationes  circa  quasdam  insignes  pro- 
prietates  numerorum,  Acta  Petrop.  IV,  2.  p.  18.  —  Eine  höchst  werthvolle 
Sammlung  der  arithmetischen  Abhandlungen  Euler's  ist  von  den  Brüdern 
Fus8  unter  folgendem  Titel  herausgegeben:  Leonhardi  Euleri  Commenta- 
tton€8  Arithmeticae  Cöllectae.    Petropoli  1849.    2  tom. 
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Sind  a,  b  .  .  .  Je, }  die  sämmüichen  von  einander  verschiedenen 
in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist 

,w_„(I_i)(I^)...(I_-)(1_j) 

die  Anzahl  aller  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2  .  .  .  m, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m  sind. 

Denn  damit  irgend  eine  Zahl  relative  Primzahl  gegen  m  sei, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  sie  durch  keine  der  in  m 
aufgehenden  absoluten  Primzahlen  theilbar  sei. 

Wir  können  dem  gefundenen  Ausdruck  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  m  als  Product  von  Primzahl-Potenzen  darstellen; 
da  a,  6,  c  .  .  .  die  sämmüichen  von  einander  verschiedenen  in  m 
aufgehenden  Primzahlen  sind,  so  hat  m  die  Form 

m  =  aubßc?  .  .  ., 
und  es  wird 

<p(m)  =  (a  — 1)  a«"1  .  (6  —  1)  bß-1  .  (c  —  1)  C?-1  ... 

Um  unseren  Satz  an  einem  Beispiel  zu  prüfen,  wählen  wir 
m  =  60;  die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  nicht  grösser  als  60  und 
relative  Primzahlen  gegen  60  sind,  bilden  die  Reihe 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59, 

und  ihre  Anzahl  ist  =  16;  in  derThat  finden  wir  nach  der  obigen 
Formel,  da  2,  3,  5  sämmtliche  in  60  aufgehende  Primzahlen  sind, 

<jp(60)  =  60-  |.  |.|  =  16. 


§.12. 

Aus  der  gefundenen  Form  der  Function  tp  (m)  geht  auch  noch 
folgender  Satz  hervor:  Sind  m  und  m!  zwei  relative  Primzahlen, 
so  ist 

<p  (mm')  =  q>  (m)  <p  (m'). 

Denn  sind  a,  b,  c  .  .  .  sämmtliche  in  w,  und  a',  b\  c'  .  .  .  sämmt- 
liche in  wl  aufgellende  Primzahlen,  so  stimmt,  da  m  und  m'  relative 
Primzahlen  sind,  keine  Primzahl  der  einen  Reihe  mit  einer  der 
anderen  überein,  d.  h.  alle  Primzahlen 

a,  b,  c  .  .  .  a',  b',  c'  .  .  . 


q>  (mm')  =  mm' 
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Bind  von  einander  verschieden.  Sie  gehen  n  ferner  sämmtlich  in 
dem  Product  mm'  auf,  und  umgekehrt  muss  jede  in  mm'  aufge- 
hende Primzahl,  da  sie  in  einem  der  beiden  Factoren  ro,  ml  auf- 
gehen muss,  mit  einer  dieser  Primzahlen  übereinstimmen.  Also 
sind  dies  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  mm!  auf- 
gehenden Primzahlen;  hieraus  folgt 

(*-i)o-i)(-i)- 

l(-ä(-ä('-7)- 

Da  nun  andererseits 
und 

,(«0  =  «'(i_£)(i -£)  (i  _£)... 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  den  unmittelbaren  Anblick  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes. 
So  ist  z.  B. 

^(60)  =  <jp(4  .  15)  =  9>(4)<jp(15)  =  2  .  8  =  16. 

Uebrigens  leuchtet  ein,  dass  der  soeben  bewiesene  Satz  ohne  Wei- 
teres auf  ein  Product  aus  beliebig  vielen  Zahlen  m,  »',  »"  .  .  . 
ausgedehnt  werden  kann,  welche  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind;  denn  es  ist  z.  B. 

q>  {mm'm")  =  q>  (m)  q>  (m'm")  =  q>  (m)  g>  (mf)  tp  (mff) 

und  ähnlich  für  eine  grössere  Anzahl  von  Factoren. 


§.13. 

Die  Aufgabe,  den  Werth  der  Function  qp(m)  zu  bestimmen, 
ist  eigentlich  nur  ein  specieller  Fall  von  der  folgenden: 

Wenn  8  irgend  ein  Divisor  der  Zahl  m  =  nS  ist,  so  soll  die 
Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m 

bestimmt  werden^  welche  mit  m  den  grössteh  gemeinschaftlichen  Di- 
visor d  haben. 
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Wir  können  dieselbe  sogleich  auf  den  früheren  speciellen  Fall 
zurückführen.  Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  Zahlen,  um 
welche  es  sich  handelt,  unter  den  Vielfachen  von  fl,  also  unter  den 
Zahlen 

*,  2*,  3  0,  .  .  .  n* 

zu  suchen  sind.  Damit  nun  ö  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  m  =  nd  und  einer  Zahl  von  der  Form  rS  sei,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r  relative  Primzahl  gegen 
n  sei;  die  gesuchte  Anzahl  ist  daher  zugleich  die  Anzahl  derjenigen 
der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  n, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  n  derselben  sind;  diese 
Anzahl  ist  folglich  =  q>(n).  Offenbar  geht  diese  allgemeinere 
Aufgabe  wieder  in  die  frühere  über,  wenn  der  Divisor  d  =  1  ist. 

Aus  der  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  nun  ein  schöner 
Satz  über  die  Function  <p(m)  ableiten,  der  in  späteren  Unter- 
suchungen eine  grosse  Rolle  spielt.  Schreiben  wir  einmal  alle  Di- 
visoren 

*',  8",  d"'  .  .  . 
der  Zahl 

m  =  wf  d'  =  w"tf"  =  *,'"$'"  =  .  .  . 

au£  und  theilen  wir  alle  m  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m 

in  ebenso  viele  Gruppen  ein,  als  es  Divisoren  d  von  m  giebt,  indem 
wir  alle  die  Zahlen,  welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  d'  haben,  und  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden 
=  <p(w')  ist,  in  die  erste  Gruppe,  ebenso  alle  die  qp(n")  Zahlen, 
welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  ö"  haben, 
in  die  zweite  Gruppe  aufnehmen  u.  s.  f.  So  leuchtet  ein,  dass  jede 
der  m  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche  Gruppe  auf- 
genommen wird,  und  es  muss  daher  das  Aggregat  der  Zahlen 

9  (n'),  «P  (»"),  <p  {n'")... 
welche  angeben,  wie  viele  Zahlen  der  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w. 
Gruppe  angehören,  mit  der  Anzahl  m  der  sämmtlichen  in  diese 
Gruppen  vertheilten  Zahlen  übereinstimmen.  Da  nun  die  Zahlen 
w',  w",  vi"  .  .  .  ebenfalls  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  m  bil- 
den, so  erhalten  wir  folgenden  Satz*): 


*)  Garns:  D.  A.  art.  39. 
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Durchläuft  n  alle  Divisoren  einer  Zahl  tu,   so  ist  die  ent- 
sprechende Summe 

2  <p  (w)  =  m. 

Es  wird  gut  sein,  diesen  Satz  wieder  an  einem  Beispiel  zu 
prüfen.    Nehmen  wir  m  =  60,  so  sind  die  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60 

die  sämmtlichen  Divisoren  n  von  60.    Nun  ist 

<p(l)  =1,  <p(2)  =1,  <jp(3)  =2,  <jp(4)  =2, 
9,(5)  =4,  <jp(6)  =2,  <p(10)  =  4,  <p(12)  =  4, 
fp  (15)  =  8,     q>  (20)  =  8,     <p  (30)  =  8,     <p  (60)  =  16; 

und  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  in  der  That  =  60. 


§.  14. 

Der  soeben  gegebene  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  über 
dio  Function  q>  (m)  ergab  sich  unmittelbar  aus  dem  Begriff  dieser 
Function  ohne  Hülfe  der  vorher  für  dieselbe  gefundenen  Form 
und  ohne  alle  Rechnung*);  es  wird  aber  gut  sein,  noch  einen  zwei- 
ten Beweis  hinzuzufügen,  welcher  mehr  rechnend  zu  Werke  geht 
und  die  früher  abgeleitete  Form  der  Function  und  die  daraus  ge- 
zogenen Folgerungen  voraussetzt. 

Jeder  Divisor  n  der  Zahl 

m  =  a"bßcY  .  .  . 
hat  die  Form 

n  =  aa'  b?  cY*  .  .  . 

wo  wie  früher  a,  6,  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen 
bedeuten.  Da  also  aa\  ft/^,  c?'  .  .  .  unter  einander  relative  Prim- 
zahlen sind,  so  ist 

<p(n)  =  <p(aa')  <p(b&)  (p(c^)  .  .  . 
Um  nun  alle  Divisoren  n  der  Zahl  m  zu  erhalten,  muss  man 


*)  Dieser  Satz  charakterisirt  umgekehrt  die  Function  g)(m)  vollständig, 
so  dass  aus  ihm  auch  die  (in  §.11  gefundene)  Form  derselben  abgeleitet 
werden  kann;  siehe  die  Supplemente  VII,  §.  138. 
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«'  die  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 
ff-n         „       0,  1,  2...0 

7     r>         r>       0,  1,  2  ...  y 
u.  s.  w. 

durchlaufen  lassen.  Bildet  man  nun  das  Aggregat  aller  entsprechen- 
den Werthe  qp(n),  so  leuchtet  ein,  dass  dasselbe  mit  dem  Product 
aus  den  folgenden  Summen 

<p(l)  +  <p(a)-\-<p(a*)  +  •  •  •  +?>«> 

<p(l)  +  <p  (b)  +  <jP  (62)  H +  <p(&0 

9(l)  +  9(c) +*(*)  +  ...  +  9(0 
u.  s.  w. 

übereinstimmt.    Die  erste  dieser  Summen  ist  aber  gleich 

l  +  (a  —  l)  +  (a  —  1)  »+..".  +(a  — 1)0«-* 
=  1  +  (a«—  1)  =  a«; 

ebenso  ist  6/^  die  zweite,  cy  die  dritte  Summe  u.  s.  f.  Es  ergiebt 
sich  daher,  dass  das  Aggregat 

2  qp  (n)  =  a"  .  bß  .  c^  .  .  .  =  m 
ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.15. 

Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  einer  Aufgabe,  deren  Lösung 
zu  einem  rein  arithmetischen  Beweise  eines  Satzes  führt,  welcher 
sonst  gewöhnlich  durch  andere  Betrachtungen  erwiesen  wird.  Es 
handelt  sich  darum,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  p  eine 
beliebige  Primzahl  ist,  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von 
p  zu  bestimmen,  welche  in  der  Facultät 

m!  =  1  .  2  .  3  .  .  .  m 

aufgeht.  Bezeichnen  wir  mit  m'  die  grösste  in  dem  Bruch  m  :  p 
enthaltene  ganze  Zahl,  so  sind  unter  den  m  Factoren  von  ml  nur 
die  folgenden  wl  durch  p  theilbar 

jp,  2p,  3p  .  .  .  wlp\ 

und  da  die  übrigen  Factoren  bei  unserer  Frage  keine  Rolle  spielen, 
so  stimmt  der  gesuchte  Exponent  mit  dem  Exponenten  der  höch- 
sten Potenz  von  p  überein,  welche  in  dem  Product 

1  .  2  .  .  .  m' .  pm' 
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dieser  Multipla  von  p  aufgeht ,  und  ist  daher  gleich  der  Summe 
aus  tri  und  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  p,  welche  in 
der  Facultät 

m7  =  1  .  2  .  .  .  m' 

aufgeht.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  der  gesuchte  Ex- 
ponent gleich 

tri  4-  m"  +  tri"  H 

ist,  wo  w",  tri"  ...  die  grössten  in  den  Brüchen  tri  :  p,  tri'  :  p  .  . 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Offenbar  ist  die  Reihe  der 
Zahlen  tri  ^m",  tri"  .  .  .  eine  abnehmende  und  folglich  eine  endliche; 
der  gesuchte  Exponent  wird  =  0  sein,  wenn  p>tn  ist;  denn  dann 
ist  schon  tri  =  0.  Es  mag  beiläufig  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Zahlen  rri,  m",  wl"  .  .  ,  auch  die  grössten  resp.  in  den  Brüchen 
m  :  p,  m  :  p2,  m  :  p*  .  .  .  enthaltenen  ganzen  Zahlen  sind;  ist  näm- 
lich r  die  grösste  in  m  :  a,  und  s  die  grösste  in  r  :  b  enthaltene 
ganze  Zahl,  so  ist  s  auch  stets  die  grösste  in  m  :  ab  enthaltene 
ganze  Zahl. 

Ist  z.  B.  m  =  60  und  p  =  7,  so  ist  die  grösste  in 

-=-  enthaltene  ganze  Zahl  tri  =  8 

und  die  grösste  in 

-=-  oder  in  —  enthaltene  ganze  Zahl  m"  =  1 
und  die  grösste  in 

1  fiO 

-=■  oder  in  — -  enthaltene  ganze  Zahl  tri"  =  0; 

also  ist 

78+1  _  79 

die  höchste  Potenz  von  7,  welche  in  der  Facultät  60/  aufgeht. 

Durch  das  so  gewonnene  Resultat  sind  wir  in  den  Stand  ge- 
setzt, folgenden  Satz  zu  beweisen:    Ist 

m  =f+g  +  h+  •  •  ., 
so  ist 

in! 

ff  9!  h!  .  .  . 
eine  ganze  Zahl. 

Denn  wenn  p  irgend  eine  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  ist, 
und  wenn  wir  eine  der  früheren  analoge  Bezeichnung  beibehalten, 
>  sind 
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/'  +r  +/"  +  •  •  • 

</+?  +  </"+  ■•• 

h'  +  h"  +  h'"+  ••• 

U.  8.  W. 

die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  p,  welche  resp.  in//, 
in  g!,  in  %/  u.  s.  w.  aufgehen,  und  folglich  ist 

(r+y+*f+--o  +  cr+*,+*,i+---) 

+  (/"  +  </" +  h'"+  ...)+••• 
der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  p ,  welche  in  dem  ganzen 
Nenner  aufgeht.    Andererseits  ist 

m'  +  m"  +  tri"  + 
der  Exponent  der  höchsten  im  Zähler  aufgehenden  Potenz  von  p\ 
es  ist  daher  nur  zu  zeigen,  dass  die  letztere  Summe  nicht  kleiner 
ist  als  die  erstere.    Da  nun 

*  =  /+£+*  +  .... 
p    p   p   p 

ist,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 

m'^f  +  g'  +  h'+-- 
sein  muss;  hieraus  folgt  aber  wieder 

p  —  p      p      p 

also  a  fortiori 

ri'^:f"  +  gr  +  h"+  ... 

u.  s.  f.,  woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  erhellt.  Da 
nun  jede  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  mindestens  ebenso  oft 
im  Zähler  aufgeht,  so  ist  der  Zähler  theilbar  durch  den  Nenner, 
der  Bruch  selbst  also  wirklich  eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  jedes  Product  von  m  successiven 
ganzen  Zahlen 

(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  m  —  1)  (a  +  m) 
stets  durch  das  Product  der  ersten  m  ganzen  Zahlen 

ml  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (m —  l)m 
theilbar  ist;  denn  der  Quotient 

(q  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (q  +  w  —  1)  (a  +  f») 
1      .      2       ...      (m  —  1)  m 

ist  gleich 

(q  +  w)/ 
a!  m! 
und  folglich  eine  ganze  Zahl. 
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§.16. 

Hiermit  beschliessen  wir  die  Reihe  der  Sätze  über  die  Theil- 
barkeit  der  Zahlen;  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth,  an  dieser 
Stelle  noch  einen  Rückblick  auf  den  Entwicklungsgang  dieser  un- 
serer bisherigen  Untersuchungen  zu  werfen.  Da  beobachten  wir  nun 
vor  allen  Dingen,  dass  das  ganze  Gebäude  auf  einem  Fundament 
ruht,  nämlich  auf  dem  Algorithmus,  welcher  dazu  dient,  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  aufzufinden.  Dass 
alle  nachfolgenden  Sätze ,  wenn  sie  sich  auch  zum  Theil  auf  erst 
später  eingeführte  Begriffe,  wie  die  der  relativen  und  absoluten 
Primzahlen,  beziehen,  doch  nur  einfache  Consequenzen  aus  dem 
Resultat  jener  ersten  Untersuchung  sind,  ist  so  evident,  dass  man 
unmittelbar  zu  der  Behauptung  berechtigt  wird:  in  jeder  analogen 
Theorie,  in  welcher  ein  dem  Algorithmus  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisors  ähnlicher  Algorithmus  existirt,  muss  auch  ein 
System  von  Folgerungen  Statt  finden,  welches  dem  in  unserer 
Theorie  entwickelten  ganz  analog  ist.  In  der  That  giebt  es  solche 
Theorieen;  betrachtet  man  z.  B.  alle  in  der  Form 

enthaltenen  Zahlen,  in  welcher  a  eine  bestimmte  positive,  t  und  u 
dagegen  unbestimmte  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  nennt 
dieselben  ganze  complexe  Zahlen  oder  kurz  ganze  Zahlen,  so  kann 
man  den  Begriff  des  Vielfachen  so  fassen ,  dass  eine  solche  Zahl 
ein  Vielfaches  von  einer  zweiten  heisst,  wenn  die  erste  ein  Pro- 
duct  aus  der  zweiten  und  irgend  einer  dritten  solchen  Zahl  ist. 
Aber  nur  für  gewisse  besondere  Werthe  von  a,  z.  B.  für  a  =  1, 
lässt  sich  die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  durch  einen  endlich  abschliessenden  Algorithmus  beant- 
worten, der  dem  in  unserer  reellen  Theorie  ganz  ähnlich  ist;  es 
findet  daher  in  der  Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t  -f  u  V —  1 
auch  durchgängige  Analogie  mit  unserer  Theorie  der  reellen  Zahlen 
Statt.  Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  z.  B.  a  =  11  ist;  in  der 
Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t-\-u  V —  1 1  findet  unter  anderen 
der  Satz  nicht  mehr  Statt,  dass  eine  Zahl  nur  auf  eine  einzige 
Veise  als  Product  von  nicht  weiter  zerlegbaren  Zahlen  dargestellt 
erden  kann;  so  z.  B.  lässt  sich  die  Zahl  15  einmal  als  3  .  5,  ein 
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anderes  Mal  als  (2  +  V  —  ll)  {2  —  \  —  ll)  darstellen*  obgleich 
jede  der  Tier  Zahlen 


3,  .5.    2  +  V—  11,    2  — V  —  11 


nicht  weiter  in  Factoren  xon  der  Form  #  +  m  V  —  11  zerlegbar  ist 
Der  Grund  dieser  interessanten  Erscheinung  hegt  allein  darin* 
das  es  bei  den  Zahlen  dieser  Form  nicht  mehr  gelingt «  einen 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  abschliessenden  Al- 
gorithmus znr  Auffindung  der  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  zu  bilden  *). 


*)  Die  Einführung  der  ganzen  complexen  Zahlen  von  der  Form 
f-j-vY — 1  röhrt  von  Gauss  her;  eine  kurze  Darstellung  der  Elemente 
dieser  neoen  Zahlentheorie  findet  man  in  seiner  Abhandlung  Tkeorin  rest- 
duorum  biquudraticorum  n,  oder  in  einer  Abhandlung  von  DirieMet: 
Beckerckes  sur  les  formes  quadratiques  ä  coefficients  et  «i  imdetermimets 
complexes  (CreUVs  Journal,  Bd.  24).  Das  oben  erwähnte  abweichende  Ver- 
halten anderer  Zahlformen  hat  Kummer  zur  Einfuhrung  der  idealem  Zahlen 
veranlasst  (CreuVs  Journal,  Bd.  35).  —  Im  letzten  Supplemente  dieses  Werkes 
werden  die  Principien  einer  allgemeinen  Theorie  entwickelt,  welche  alle 
ganzen  algebraischen  Zahlen  umfasst. 


Zweiter    Abschnitt. 


Von  der  Congruenz  der  Zahlen. 


§.  17. 

Bedeutet  Je  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  jede 
beliebige  ganze  Zahl  a  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die 
Form 

a  =  sie  +  r 

bringen,  in  welcher  s  eine  ganze  Zahl  und  r  eine  der  h  Zahlen 

0,  1,  2  .  ..  (&  —  1) 

bedeutet.  Denn  lässt  man  zunächst  s  alle  ganzen  Zahlwerthe  von 
—  oo  bis  +  oo  durchlaufen,  so  bilden  die  Zahlen  sie  die  sämmt- 
lichen  Multipla  von  &,  und  von  einem  solchen  Multiplum  sie  bis 
zum  nächst  grösseren  (s  +  1)  h  excl.  giebt  es  immer  nur  1e  Zahlen, 
nämlich 

sä,  sie  +  1,  sie  +  2  .  .  .  sh  +  (fc—  1); 

giebt  man  daher  dem  s  alle  denkbaren  ganzen  Zahlwerthe,  und 
dem  r  jedesmal  alle  jene  bestimmten  h  Werthe,  so  durchläuft  der 
Ausdruck  sle-\-r  wirklich  alle  ganzen  Zahlwerthe  a;  dass  ferner 
jede  Zahl  a  auf  diese  Weise  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird, 
leuchtet  auf  folgende  Weise  ein.    Wenn 

s'le  -\-  rf  =  sie  +  r 

ist,  so  folgt  daraus 

/ — r  =  (s  — s')fc; 
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wenn  nun  /  ebenfalls  eine  der  k  Zahlen  0,  1,  2  ...  (k  —  1)  ist,  so 
ist  der  absolute  Werth  von  r'  —  r  ebenfalls  eine  dieser  Zahlen, 
also  kleiner  als  fc;  da  aber  r*  —  r  ein  Multiplum  von  k  ist,  so  kann 
r*  —  r  nur  =  0  sein,  woraus  r'  =  r  und  s'  =  s  folgt 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  sagen,  dass  die  Zahl  r  der 

Rest  der  Zahl  a  in  Bezug  auf  den  Modulus  k  ist;  sobald  ferner 

zwei  Zahlen  a  und  b  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  k  denselben 

Rest  r  lassen,  sollen  sie  gleichrestig  oder  (nach  Gauss)  congruent 

in  Bezug  auf  den  Modulus  k  heissen;  da  in  diesem  Fall  a  =  sk-\-r 

und  b  =  s'k  +  r  ist,  so  folgt,  dass  die  Differenz  a  —  b  =  (s  —  s')  k 

durch  den  Modulus  k  theilbar  ist;  und  umgekehrt,  ist  a  —  b  durch 

k  theilbar,  so  sind  die  Zahlen  a  und  b  auch  congruent  in  Bezug 

auf  den  Modul  k;  denn  ist  r  der  Rest  von  a,  /  der  von  6,  also 

a  =  sk-\-r,    b  =  s'k-\-  r', 
so  ist 

a  —  b  =  (s  —  s')k  +  (r  —  r'); 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  a  —  6  ein  Multiplum  von  k  ist,  so 
muss  auch  /  —  r  ein  solches  sein,  was,  wie  wir  vorher  gesehen 
haben,  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  r'  =  r  ist.  Man  könnte 
daher  congruente  Zahlen  auch  als  solche  definiren,  deren  Differenz 
durch  den  Modul  theilbar  ist.  (Aus  diesem  Grunde  hat  man  die 
Bedeutung  des  Wortes  Rest  in  der  Weise  erweitert,  dass  jede  von 
zwei  einander  nach  dem  Modul  k  congruenten  Zahlen  a  und  b  ein 
Rest  der  anderen  heisst.) 

Da  man  sehr  häufig  die  Congruenz  zweier  Zahlen  a  und  b  in 
Bezug  auf  eine  dritte  k  als  Modul  auszudrücken  hat,  so  ist  von 
Gauss*)  für  dieselbe  folgende  Bezeichnung  eingeführt: 

a  =  b  (mod.  k). 
So  ist  z.  B. 

3  =  —  25  (mod.  4),    65  =  16  (mod.  7). 

Da  die  beiden  Zahlen  a  und  b  in  dem  Begriffe  der  Congruenz 
dieselbe  Rolle  spielen,  so  darf  man  offenbar  die  zur  Linken  und 
Rechten  des  Zeichens  =  stehenden  Zahlen  mit  einander  vertauschen. 
Ferner  leuchten  aus  dem  Begriffe  der  Congruenz  leicht  die  folgen- 
den Sätze  ein: 

1.  Sind  a  und  k  zwei  beliebige  Zahlen,  so  ist  stets 

a  =  a  (mod.  k). 


*)  D.  A.  art.  2. 
Diriehlet,  Zahlentheorie.  $ 


V 
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2.  Ist  in  Bezug  auf*  denselben  Modulus  k  eine  erste  Zahl  a 
einer  zweiten  &,  diese  wieder  einer  dritten  c  congruent,  so  ist  auch 
die  erste  a  der  dritten  c  in  Bezug  auf  k  congruent;  in  Zeichen:  ist 

a  =  b  (mod.  fc),    b  =  c  (mod.fc), 
so  ist  auch 

a  =  c  (mod.i). 

Denn  die  Reste  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  sind  einander  gleich;  oder 
auch,  da  a  —  b  und  b  —  c  Multipla  von  k  sind,  so  ist  auch  (a  —  b) 
+  (b  —  c)  =  a  —  c  Multiplum  von  k. 

3.  Ist 

a  =  b  (mod.  k)  und  m  =  n  (mod.  fc), 
so  ist  auch 

a  +  m  ^  b  4-  w  (mod.  ä)  und  a  —  m  ^  6  —  n  (mod.  fc). 

Denn  da  a  —  b  und  m  —  n  Multipla  von  k  sind,  so  sind  auch 
(a  —  b)  +  (m  —  n)  =  (a  +  m)  —  (b  +  w)  und  (a  —  6)  —  (mt — n) 
=  (a  —  m)  —  (ft  —  n)  Multipla  von  k. 

Dies  lässt  sich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Congruenzen 
erweitern,  die  sich  auf  denselben  Modulus  beziehen;  man  kann  sie 
addiren  und  subtrahiren  wie  Gleichungen. 

4.  Ist  wieder 

a  =  b  (mod.Ä)  und  m  =  n  (mod.Ä), 
so  ist  auch 

aw  =  k  (mod.fc). 

Denn  da  a  —  b  ein  Vielfaches  von  k  ist,  so  ist  zunächst  auch 
(a  —  b)  m  =  am  —  bm  ein  solches,  also 

am  =  bm  (mod.it); 

da  ferner  m  —  n  ein  Vielfaches  von  k  ist,  so  ist  auch  b(m  —  n) 
=  bm  —  bn  ein  solches,  also 

bm  =  bn  (mod.fc); 

die  beiden  Zahlen  am  und  bn  sind  daher  derselben  Zahl  bm  con- 
gruent, folglich  sind  sie  auch  unter  einander  congruent. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass  man 
eine  ganze  Reihe  von  Congruenzen,  die  sich  auf  denselben  Modul 
beziehen,  mit  einander  multipliciren  kann  wie  Gleichungen;  und 
hieraus  folgt  wieder,  dass  gleich  hohe  Potenzen  zweier  congruenten 
Zahlen  wieder  congruent  sind  in  Bezug  auf  denselben  Modulus. 

5.  Die  bisherigen  Sätze  kann  man  folgendermaassen  zusam- 
menfassen.    Ist /(#,«/,#  .  .  .)  eine  ganze  rationale  Function  der 
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Unbestimmten  x.  y.  z  . . .,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind* 
und  ist  in  Bezmg  anf  einen  und  denselben  Modulus  fr 

a  =  «'.    b  =  b\    c  =  cf  .  .  .. 
so  ist  auch 

/(o,6-c )  =  f(a\b\c'  .  .  .1  <mod.H 

6.  Etwas  anders  verhält  es  sieh  bei  der  Division.    Ist  nämlich 

am  =  bm  (mod.  fr). 

so  kann  man  hieraus  im  Allgemeinen  nicht  mit  Sicherheit  schlicsson, 
dass  auch  a  =  b  (mod.  fr)  sein  muss;  bezeichnen  wir  mit  $  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  im  =  m'S 
und  k  =  V  ä,  so  folgt  aus  der  obigen  Congruenz  nur,  dass 

fr 


a  =  b  ( mod.-jj 


sein  muss.  Denn  da  m(a  —  6)  durch  fr,  also  m'(a  —  b)  durch  fr# 
theilbar,  und  m'  relative  Primzahl  gegen  k'  ist,  so  muss  (a  —  b) 
durch  V  theilbar  sein. 

7.  Ist 

a  =  b  (mod.  fr) 

und  m  irgend  ein  Divisor  von  fr,  so  ist  auch 

a  =  b  (mod.  w). 

Denn  a  —  b  ist  ein  Multiplum  von  fr,  und  fr  ein  Multiplum  von  m; 
also  ist  a — b  auch  ein  Multiplum  von  w. 

8.  Ist 

a  =  6  (mod.  fr)  und  a  =  b  (mod.  /)  und  a  =  6  (mod.  m)  u.  h.  w., 
so  ist  auch 

a  =  b  (mod.  ä), 

wo  h  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  von  fr,  /,  m  .  .  .  be- 
zeichnet. Denn  a  —  b  ist  ein  gemeinschaftliches  Multiplum  aller 
dieser  Zahlen,  also  auch  Multiplum  von  h. 

Hieraus  folgt  auch  noch  als  ein  besonders  bcmerkeiiHwertber 
specieller  Fall,  dass,  wenn  eine  Congruenz  richtig  ist  in  Itozug  auf 
eine  Reihe  von  Moduln,  diesämmtlich  unter  einander  relative  Prim- 
zahlen sind,  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  einen  Modul  gilt,  welcher 
das  Product  aus  allen  jenen  Moduln  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  auch  vn'.yutive  Modulr 
gelassen  werden;  das  Zeichen  a  =  b  (mod. fr;  bedeutet  au 


'.',* 
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dass  die  Differenz  a —  b  durch  Je  theilbar  ist;  offenbar  behalten  die 
vorstehenden  Sätze  auch  nach  dieser  Erweiterung  ihre  volle  Gül- 
tigkeit. 


§.  18. 

Da  jede  beliebige  Zahl  a  ihrem  Reste  r  in  Bezug  auf  den 
(positiven)  Modul  Je  congruent  ist,  so  ist  jede  Zahl  a  einer  der 
Je  Zahlen 

0,  1,  2  ...  (Je  —  1) 

congruent;  sie  kann  aber  auch  nur  einer  dieser  Zahlen  congruent 
sein,  denn  sonst  müssten  ja  auch  unter  diesen  Je  Resten  minde- 
stens zwei  einander  congruent  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall 
ist.  Theilen  wir  daher  sämmtliche  Zahlen  in  Classen  *)  ein  nach 
dem  Princip,  dass  wir  jedesmal  zwei  Zahlen  in  dieselbe  oder  in 
verschiedene  Classen  werfen,  je  nachdem  sie  in  Bezug  auf  den 
Modulus  Je  congruent  sind  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Classen  offenbar  =  fc;  die  eine  enthält  sämmtliche  Zahlen,  welche 
=  0  (mod.jfc),  d.  h.  durch  Je  theilbar  sind;  die  folgende  Classe  ent- 
hält alle  Zahlen,  welche  =  1  (mod.ft)  sind,  u.  s.  f. 

Greift  man  nun  aus  jeder  dieser  Classen  nach  Belieben  ein 
Individuum  heraus,  so  hat  das  so  gebildete  System  von  Je  Zahlen 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  ganze  Zahl 
stets  einer  und  auch  nur  einer  von  diesen  Je  Zahlen  congruent  ist; 
ein  solches  System,  wie  es  z.  B.  auch  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (Je  —  1) 

bilden,  nennt  man  ein  vollständiges  System  nicJti  congruenter  (oder1 
incongruenter)  Zahlen  oder  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug 
auf  den  Modul  Je;  offenbar  bilden  auch  die  Zahlen 

und  ebenso  je  Je  successive  ganze  Zahlen  ein  solches  System. 

Alle  Zahlen,  welche  einer  und  derselben  Classe  angehören, 
haben  nun  mehrere  allen  gemeinschaftliche  Eigenschaften,  so  dass 
sie  in  Bezug  auf  den  Modul  fast  die  Rolle  einer  einzigen  Zahl 
spielen.    Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  jede  Zahl,  welche 


*)  In  dieser  Bedeutung  scheint  das  Wort  Classe  zuerst  von  Gauss  ge- 
braucht zu  sein  in  der  Abhandlung  Theoria  residuorum  biquadraticorum. 
IL  art.  42. 
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in  einer  Congruenz  als  Summand  oder  als  Factor  auftritt,  unbe- 
schadet der  Richtigkeit  der  Congruenz  durch  jede  andere  ihr  con- 
gruente,  d.  h.  derselben  Ciasse  angehörige  Zahl  ersetzt  werden 
darf  Ein  anderes  Element,  welches  allen  in  einer  Classe  enthal- 
tenen Individuen  gemeinschaftlich  ist,  bildet  der  grösste  Divisor, 
den  sie  mit  dem  Modul  k  gemeinschaftlich  haben;  denn  sind  a 
und  b  zwei  congruente  Zahlen,  so  ist 

• 

a  =  b  +  $k, 

folglich  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  a  und  k  auch  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  b  und  &,  und  umgekehrt.  Man  kann 
daher  nach  diesem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  die  Classen 
wieder  in  Gruppen  eintheilen,  und  da  die  Zahlen 

1,  1  ...  fc 

ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  bilden,  so  ist  (nach 
§.13),  wenn  S  irgend  einen  Divisor  von  Jc  =  nd  bezeichnet,  q>(n)  die 
Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  solche  Zahlen  enthalten,  die  d 
zum  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  mit  dem  Modul  k  haben. 
Speciell  ist  also  q>(k)  die  Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  nur 
Zahlen  enthalten,  die  relative  Primzahlen  gegen  den  Modulus  Je  sind. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  spätere  Untersuchungen  ist 
auch  noch  folgender  Satz: 

Ist  a  relative  Primzahl  gegen  den  Modulus  £,  und  setzt  man  in 
dem  linearen  Ausdruck  ax  ~\-b  für  x  der  Reihe  nach  alle  k  Glieder 
eines  vollständigen  Systems  incongruenter  Zahlen  ein,  so  bilden  die 
so  entstehenden  Werthe  dieses  Ausdrucks  wieder  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen. 

Da  nämlich  aus 

ax  -)-  &  =  aV  +  b  (mod.  k) 
auch 

ax  =  ay  (mod.  Ä') 

und,  da  a  relative  Primzahl  gegen  k  ist,  nach  §.  17,  6.  auch 

x  =  y  (mod.  k) 

• 

folgt,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  Werthe  des  Ausdrucks  ax  +  6, 
welche  incongruenten  Werthen  von  x  entsprechen,  ebenfalls  incon- 
gruent  sind;  setzt  man  daher  für  x  alle  k  incongruenten  Zahl 
ein,  so  erhält  der  Ausdruck  ax^-b  auch  k  incongruente  Wert 
welche,  da  es  überhaupt  nur  k  Classen  giebt,     '        Uständi 
System  incongruenter  Zahlen  bilden. 


38  Zweiter  Abschnitt. 

§.19. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck  ax,  in  welchem  a  wieder 
relative  Primzahl  gegen  den  Modul  Je  ist,  und  setzen  wir  wieder 
für  x  der  Reihe  nach  die  Glieder  eines  vollständigen  Systems  in- 
congruenter  Zahlen  ein,  aber  nicht  alle,  sondern  nur  diejenigen 

welche  relative  Primzahlen  gegen  den  Modul  Je  sind,  und  deren 
Anzahl  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich  q>  (Je)  ist,  so  leuchtet 
erstens  ein,  dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  ax,  d.  h.  die  Producte 

aax,    aa2,    aa3  .  .  . 

sämmtlich  incongruent  sind,  ferner,  dass  dieselben  sämmtlich  wie- 
der relative  Primzahlen  gegen  Je  sind;  es  wird  daher  jedes  dieser 
Producte  einem  und  nur  einem  Gliede  der  Reihe 

congruent  sein.    Wir  können  daher  setzen 

ae*i  =  &! 

aa2  =  b2     (mod.fe), 
aa3  =  63  J 

u.  s.  w. 
wo  nun  die  Zahlen 

"li  V21  63  •  •  • 
vollständig,  wenn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit  den  Zahlen 

#1 »   #2  j   #3    •   •   • 

übereinstimmen,  so  dass  namentlich 

d\  Cl<2  #3   •   •   .  ^^  U\  0>2  O3   .   .   . 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  dieses  Product  mit  P, 
und  multipliciren  wir  die  vorstehenden  q>  (Je)  Congruenzen  mit  ein- 
ander, so  erhalten  wir  daher 

a<PW  .  P  =  P(mod./c). 

Nun  ist  aber  P  ein  Product  von  lauter  Zahlen,  die  relative  Prim- 
zahlen gegen  den  Modul  sind,  also  selbst  relative  Primzahl  gegen 
den  Modul  Je;  es  ist  daher  nach  §.  17,  6.  gestattet,  die  vorstehende 
Congruenz  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  P  beider  Seiten 
ohne  Weiteres  zu  dividiren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
Congruenz 
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aV<*>  =  1  (niud.Äj; 

in  Worten  kann  man  diesen  höchst  wichtigen  Satz  folgendermaassen 
aussprechen: 

Ist  a  relative  Primzahl  gegen  die  positive  Zahl  k,  und  erhebt 
man  a  zu  einer  Potenz,  deren  Exponent  <p  (k)  angiebt,  wie  viele  der 
Zahlen 

relative  Primzahlen  gegen  k  sind,  so  lässt  diese  Potenz,  durch  k 
dividirt,  stets  den  Best  1. 

Nehmen  wir  z.  B.  k  =  15,  a  =  2,  so  ist  a  wirklich  relative 
Primzahl  gegen  jfc;  nun  ist  <p(k)  =  g>(15)  =  g>(3)  g>(5)  =  8;  es 
muss  daher  28,  durch  15  dividirt,  den  Rest  1  lassen;  in  der  That  ist 

28  =  256  ==  17  .  15  +  1. 

Es  kann  übrigens  vorkommen ,  dass  auch  Potenzen  von  a  mit 
niedrigerem  Exponenten  als  q>  (k)  denselben  Rest  1  geben.  Dies  tritt 
wirklich  in  dem  eben  gewählten  Beispiel  ein,  denn  es  ist  auch 

2*=  16  =  1  .  15  +  1. 

Specialisiren  wir  unseren  Satz  für  den  Fall,  dass  k  nur  durch 
eine  einzige  Primzahl  p  theilbar,  also 

k  =  pn,  q>  (k)  =  (p  —  l)^71-1 

ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  p  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 
Zahl,  so  ist 

aCp-Dp71-1  =  l  (mod.pn). 

Nehmen  wir  ferner  hierin  n  =  1,  so  erhalten  wir  einen  be- 
rühmten Satz,  der  zuerst  von  Fermat  aufgestellt  ist  und  daher  der 
Fermat'sche  Satz  heisst: 

Ist  p  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 

Zahl,  so  ist 

aP"1  =  1  (mod.p). 

Man  kann  diesen  Satz  so  umformen,  dass  er  auch  für  den 
Fall  gültig  bleibt,  wenn  a  durchs  theilbar  ist;  zu  diesem  Zweck 
braucht  man  nur  die  vorstehende  Congruenz  mit  a  zu  multipli- 
ciren,  wodurch  sie  in  die  folgende 

ap  =  a  (mod.jp) 

übergeht.    Ist  nämlich  a  theilbar  durch  p,  so  sind  beide  Seiten 
dieser  Congruenz  =  0  (mod.|>),  also  ist  sie  auch  dann  n'  '«£. 

Umgekehrt  kann  man  aus  dieser  Form  des  Satzes  auo1 
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frühere  ableiten;  denn  sobald  a  nicht  theilbar  durch  p,  also  rela-; 
tive  Primzahl  gegen  p  ist,  darf  man  beide  Seiten  dieser  Congruenz 
auch  wieder  durch  a  dividiren,  ohne  den  Modul  zu  ändern. 

Kehren  wir  zu  dem  allgemeinen  Satz  zurück,  der  zuerst  von 
Euler*)  bewiesen  ist  und  den  Namen  des  verallgemeinerten  Fer- 
mat'schen  Satzes  führt,  so  können  wir  denselben  auch  in  folgender 
Weise  aussprechen:  Sind  ß,  r,  s  .  .  .  von  einander  verschiedene  ab- 
solute Primzahlen,  und  ist  a  durch  keine  dieser  Primzahlen  theil- 
bar, so  ist  stets 

aip-Dpn-i.ir-vrQ-1.«-»»«-1  .  .  .  =  1  (mod.p* rQ s°  .  .  .), 
wo  »,  9,  6  .  .  .  irgend  welche  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 

§.  20. 

Es  ist  wohl  nicht  überflüssig,  dem  vorhergehenden  Beweise 
dieses  wichtigen  Satzes  einen  zweiten  hinzuzufügen,  der  gradatim 
zu  Werke  geht  und  sich  zunächst  auf  den  binomischen  Satz  stützt 
Ist  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl ,  so  ist  zufolge  dieses  Satzes 

bekanntlich 

(a  +  b)p  = 

aP  +  jLa*-i&  +  . ..  +  r!(*'_r\!aP~rbr+  •••  +**; 

hierin  sind  (nach  §.  15)  alle  Coefficienten  ganze  Zahlen.  Ist  aber 
p  eine  Primzahl,  so  können  wir  hinzufügen,  dass  alle  Coefficienten 
mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  welche  =  1  sind,  durch  p 
theilbar  sind;  denn  der  Zähler  des  Bruches  , 

Pt 
r!(p  —  r)!' 

in  welchem  r  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  (p  —  1)  bedeutet,  enthält 
den  Factor  p,  der  Nenner  dagegen  nicht;  der  Bruch  ist  also  von 
der  Form  pm  :  n,  wo  n  nicht  theilbar  durch  j>,  also  auch  relative 
Primzahl  gegen  p  ist;  da  wir  aber  ferner  wissen,  dass  dieser  Bruch 
eine  ganze  Zahl,  dass  also  pm  durch  n  theilbar  ist,  so  muss  m  durch 
n  theilbar  sein;  der  Bruch  hat  daher  die  Form  ps,  wo  der  zweite 
Factor  s  eine  ganze  Zahl  ist;  und  folglich  ist  jeder  dieser  (p  —  1) 
Coefficienten  =  0  (mod.  p).  Sind  daher  a  und  b  irgend  welche 
ganze  Zahlen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Congruenz 

(a  +  by  =  up  4*  *p  (mod.|>), 

*)  Theoremata  arithm.  nova  meth.  demonstr.,  Comm.  nov.  Ac.  Petrop. 
VIII.  p.  74. 
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wobei  also  vorausgesetzt  ist,  dass  p  eine  Primzahl  ist.  Offenbar 
folgt  hieraus  weiter 

(o  +  b  +  c)p  =  (tt  +  b)p  +  cp  =  up  +  bP  +  cp  (mod.i>) 

und  allgemein  für  eine  beliebige  Reihe  von  n  ganzen  Zahlen  er,  6 ...  A: 

(a  +  b  +  •  •  •  +  h)p  =  up  +  bP  +  •  •  •  -f  h*  (mod.jp). 

Setzen  wir  hierin  a=l,6  =  l...A=l,so  erhalten  wir  für 
jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  n  den  Satz: 

nP  =  n  (moi|)). 

Da  ferner  für  jede  ungerade  Primzahl  (—  1)*  =  —  1 ,  und  für  die 
einzige  gerade  Primzahl  p  =  2  ebenfalls  (—  1)*  =  1  =  —  1  (mod.  p) 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  der  vorstehenden  Con- 
gruenz mit  der  anderen 

(-l)p  =  -l(mod.i)) 
die  neue 

(—  n)P  =  —  n  (mod.j>). 

Also  ist  der  Fermat'sche  Satz 

aP  =  a  (mod.  p) 

für  jede  positive  und  negative  Zahl  a  bewiesen,  während  er  für 
a  =  0  unmittelbar  evident  ist.  Wenn  nun  a  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  was  wir  von  jetzt  annehmen  wollen,  so  folgt  hieraus,  dass 

aP-1  =  1  (moijp),  d.  h.  o,p~1  =  1  +&p 

ist,  wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Erheben  wir  diese  Gleichung 
.zur  pien  Potenz  und  entwickeln  die  rechte  Seite  wieder  nach  dem 
binomischen  Satze,  so  zeigt  sich,  dass  alle  Glieder  mit  Ausnahme 
des  ersten  Multipla  von  p*  sind;  wir  erhalten  daher 

a(p-i>*  =14-  h'p*  oder  o,(p-»p  =  1  (mod.#a), 

wo  wieder  h'  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  So  kann  man  fortfahren, 
indem  man  jedesmal  wieder  zuraten  Potenz  erhebt,  und  gelangt 
auf  diese  Weise  zu  der  Congruenz 

deren  Allgemeingültigkeit  sich  in  derselben  Weise  durch  den  Schluss 
von  %  auf  it  +  1  nachweisen  lässt. 

Sind  nun  r,  s  .  .  .  ebenfalls  Primzahlen,  welche  nicht  in  a  auf- 
gehen, so  ist  nach  demselben  Satze 

a(r-i)r?-i  =  1  (mod.r?),    a<'-1>*ir""1  =  1  (mof 
Setzen  wir  nun  ferner  zur  Abkürzung 
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h  =  (p  —  l)^71-1  .  (r  —  ljr?-1  .  (s  —  ^s«-1  .  .  . 

und  berücksichtigen  wir,  dass  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form 

aa  =  1  (mod.  m) 
auch  die  Congruenz 

ah  =  1  (mod.*w) 

folgt,  sobald  h  ein  Multiplum  von  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
Congruenz 

ah  =  1 

für  jeden  der  Moduln  pn,  rQ,  s*  .  .  .  und  folglich,   da  dieselben 
relative  Primzahlen  sind,  auch  für  den  Modul 

Je  =  pnrQs*  .  .  . 

gilt.    Hiermit  ist  also  von  Neuem  der  verallgemeinerte  Fermat'sche 
Satz  erwiesen. 


§.21. 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  eine  oder  beide  Seiten  einer  Con- 
gruenz eine  oder  mehrere  unbestimmte  Zahlen  #,  y  .  .  .  enthalten, 
und  es  wird  dann  die  Aufgabe  gestellt,  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  x,  y  .  .  .  zu  suchen ,  durch  welche  die  beiden  Seiten  der  Con- 
gruenz wirklich  einander  congruent  werden.  Je  nach  der  Anzahl 
der  Unbestimmten  #,  y  .  .  .  heisst  dann  eine  solche  Congruenz  eine 
Congruenz  mit  einer,  zwei  oder  mehreren  Unbekannten,  ähnlich  wie 
dies  bei  Gleichungen  zu  geschehen  pflegt.  Auch  hier  nennt  man 
dann  solche  specielle  Werthe  von  x,  y  .  .  .,  welche  die  Congruenz 
zu  einer  identischen  machen,  Wurzeln  der  Congruenz,  und  das 
Problem  der  Auflösung  einer  Congruenz  besteht  in  der  Auffindung 
ihrer  sämmtlichen  Wurzeln.  Wir  werden  im  Folgenden  nur  solche 
Congruenzen  betrachten,  welche  eine  einzige  Unbekannte  x  ent- 
halten und  ausserdem  sich  auf  die  Form 

axm  +  bxm-1  +  -  •  -  +  gx  +  h  =  0  (mod.&) 

bringen  lassen,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  a,b...g,h 
ebenfalls  gegebene  ganze  Zahlen  bedeuten.  Jeder  Werth  von  x, 
der,  in  die  linke  Seite  eingesetzt,  dieselbe  durch  den  Modul  Je  theil- 
bar  macht,  heisst  also  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Kennt  man 
irgend  eine  solche  Wurzel  #,  so  sind  offenbar  nach  §.  17,  5.  alle 
ihr  nach  dem  Modul  Je  congruenten  Zahlen ,  d.  h.  alle  Individuen 
der  Classe,  welcher  diese  Zahl  x  angehört,  ebenfalls  Wurzeln  der- 
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selben  Congruenz;  man  sieht  alle  solche  einander  congruenten 
Wurzeln  daher  nur  wie  eine  einzige  Wurzel  an ,  und  das  Problem 
der  vollständigen  Auflösung  der  Congruenz  kommt  daher  darauf 
zurück,  alle  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  derselben  auf- 
zufinden. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  der  obigen  Congruenz. 
sobald 

a  =  ct^    b  =  V  .  .  .  g  =  </,    h  =  h'  (mod. I) 

ist,  auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

a'xm  +  b'xm~ l  +  —.  +  g*x  +  h'  =  0  (mod.  ]t) 

sein  wird,  und  umgekehrt.  Beide  Congruenzen  sind  daher  auch 
nur  wie  eine  und  dieselbe  anzusehen ;  denn  beide  stellen  an  die  Un- 
bekannte x  genau  dieselbe  Forderung.  Hieraus  erhellt  unmittel- 
bar, dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  obigen  Form  ohne 
Weiteres  alle  diejenigen  Glieder  fortstreichen  darf,  deren  Coeffi- 
cienten  durch  den  Modul  theilbar  sind;  der  Exponent  der  höchsten 
Potenz  von  x,  welche  nach  dieser  vorläufigen  Ausscheidung  zurück- 
bleibt, heisst  dann  der  Grad  dieser  Congruenz;  ist  z.  B.  in  der 
obigen  Congruenz  der  erste  Coefficient  a  nicht  durch  den  Modul  k 
theilbar,  so  heisst  dieselbe  eine  Congruenz  wten  Grades. 

Wenden  wir  diese  Benennungen  z.  B.  auf  die  Congruenz 

X9*(k)  =  i  (mod.&) 

an,  so  müssen  wir  sagen,  dass  dieselbe  genau  ebenso  viele  (incon- 
gruente)  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  (jp(Ä-)  Einheiten  enthält; 
denn  erstens  genügen  alle  relativen  Primzahlen  gegen  den  Modul 
der  Congruenz,  .und  diese  zerfallen  in  qp(fc)  Classen;  und  zweitens 
kann  die  Congruenz  keine  anderen  Wurzeln  haben  als  diese;  denn 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  ö  einer  Wurzel  x  und  des 
Modul  h  ist  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der  Zahlen  x#(k)  und 
fc,  folglich  auch  (§.  18)  der  Zahlen  1  und  fc;  folglich  kann  ö  nur 
=  1  sein. 


§.  22. 

Wir  wenden  uns  nun  nach  den  vorhergehenden  allgemeinen 
Erörterungen  zu  dem  einfachsten  speciellen  Fall,  nämlich  zu  der 
Congruenz  ersten  Grades,  welcher  man  offenbar  durch  Trans- 
position des  bekannten  Gliedes  stets  die  Form 


\ 
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ax  =  b  (inod.&)  (1) 

geben  kann.  Betrachten  wir  auch  hier  zunächst  nur  den  speciellen 
Fall,  in  welchem  der  Coefficient  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modul  k  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Congruenz  stets 
eine,  aber  auch  nur  eine  Wurzel  hat.  Denn  wir  haben  früher 
(§.  18)  gesehen,  dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  ax,  welche  man 
erhält,  wenn  man  für  x  sämmtliche  k  Individuen  eines  vollständi- 
gen Systems  incongruenter  Zahlen  einsetzt,  wieder  ein  solches 
System  bilden;  unter  den  Werthen  dieses  Ausdruckes  wird  sich 
daher  auch  einer  und  nur  einer  finden,  welcher  derselben  Glasse 
angehört  wie  J,  d.  h.  welcher  =  b  ist.  Der  verallgemeinerte  Fer- 
mat'sche  Satz  giebt  nun  auch  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Wurzel 
dieser  Congruenz  unmittelbar  zu  bestimmen ;  offenbar  genügt  jede 

Zahl 

x  =  b  .  a^w-1  (mod.&) 

der  obigen  Congruenz.    So  findet  man  z.  B.,  dass  alle  Wurzeln  der 

Congruenz 

2x  =  —  3  (mod.  15) 

durch  die  Formel 

x  =  —  3  .  27  =  6  (mod.  15) 

gegeben  werden. 

Wenden  wir  uns  nun  dem  allgemeinen  Fall  zu  und  nehmen 
wir  an,  es  sei  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coeffi- 
cienten  a  und  des  Modul  fc,  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass,  wenn 
die  Congruenz  überhaupt  eine  Wurzel  x  besitzt,  auch  b  durch  ä 
theilbar  sein  muss;  denn  da  ax  mit  dem  Modul  k  den  gemein- 
schaftlichen Divisor  d  hat,  so  muss  auch  b  =  ax  durch  d  theilbar 
sein.  Dies  ist  also  eine  unerlässlicho  Bedingung  für  die  Möglich- 
keit der  Congruenz;  dass  sie  auch  hinreichend  für  dieselbe  ist, 
wird  sich  sogleich  zeigen. 

Gesetzt  nun,  es  sei  x  eine  Wurzel  der  Congruenz,  also 

ax  =  b  +  m&, 

wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  so  folgt  hieraus,  wenn  a  =  a'd, 
b  =  &'ä,  k  =  k'ä  gesetzt  wird,  a!x  =  V  +  mk\  d.  h.  jede  Wurzel 
der  ursprünglichen  Congruenz  ist  auch  Wurzel  der  Congruenz 

a'x  =5  V  (mod.  k')  (2) 

und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  sogleich,  dass  jede  Wurzel 
dieser  letzteren  Congruenz  auch  eine  Wurzel  der  ersteren  sein  wird. 
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Die  beiden  Congruenzen  (1)  und  (2)  stimmen  daher  hinsichtlich 
ihrer  Wurzeln  vollständig  mit  einander  überein;  da  nun  in  der 
letzteren  der  Coefficient  a'  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  Ji 
ist,  so  haben  wir  wieder  den  früheren  Fall:  diese  Congruenz  ist 
stets  lösbar,  und  alle  ihr  genügenden  Zahlen  bilden  in  Bezug  auf 
ihren  Modul  Jd  nur  eine  einzige  Classe,  in  der  Weise,  dass,  wenn  « 
eine  bestimmte  derselben  ist,  alle  anderen  in  der  Form 

x  =  a  +  zJc*  (3) 

enthalten  sind,  wo  z  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  nun 
alle  diese  Zahlen  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
(1)  bilden ,  so  fragt  es  sich  nur  noch ,  wie  viele  in  Bezug  auf  den 
Modul  Je  incongruente  Zahlen  unter  ihnen  sich  vorfinden.  Irgend 
zwei  in  der  Reihe  (3)  enthaltene  Zahlen  a  +  zJef  und  a  -\-  z'Jc'  wer- 
den offenbar  stets  und  auch  nur  dann  congruent  in  Bezug  auf  den 
Modulus  Je  sein,  sobald  (zf — z)V  durch  k-=W8,  und  also  zf  —  z 
durch  8  theilbärist;  diese  beiden  Zahlen  werden  also  einer  und  der- 
selben Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den  Modul  Je 
angehören,  je  nachdem  die  beiden  Zahlen  z  und  z'  einer  und  dem- 
selben Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den  Modulus 
8  angehören;  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  Reihe  (3)  sämmt- 
liche  Individuen  von  8  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den 
Modul  Je  enthält,  und  es  leuchtet  ein,  dass  die  folgenden  8  Zahlen 

a,  «  +  #,  a  +  2#  .  .  .  «  +  («  —  \)Jd 

aus  jeder  dieser  8  Classen  einen  Repräsentanten  enthalten.     Wir 
haben  mithin  folgendes  allgemeine  Resultat  gewonnen: 
Damit  die  Congruenz 

ax  =  b  (mod.  Je) 

überhaupt  Wurzeln  besitze,  ist  erforderlich,  dass  b  durch  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  8  der  beiden  Zahlen  a  und  Je  tJieilbar 
sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  genau  8  in- 
congruente Wurzeln. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  früher  behandelten  Fall,  in 
welchem  8  =  1  ist,  die  erforderliche  Bedingung  stets  erfüllt  ist, 
ferner,  dass  dieser  Satz  auch  noch  für  den  Fall  8  =  fc,  in  welchem 
also  a  =  0  (mod.jfc)  ist,  seine  Gültigkeit  behält,  indem,  sobald  b 
ebenfalls  =  0  (mod.  Je)  ist,  jede  beliebige  Zahl  x  dieser  identischen 
Congruenz  Genüge  leistet. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln, 
nehmen  wir  die  Congruenz 
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Sx  =  —  12  (mod.  60); 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coefficienten  8  und  des 
Modul  60  ist  liier  =  4;  da  die  rechte  Seite  —  12  durch  denselben 
theilbar  ist,  so  ist  sie  möglich  und  wird  4  nach  dem  Modul  60  in- 
congruente  Wurzeln  haben.  Wir  finden  dieselben,  indem  wir  zu- 
nächst die  Wurzeln  der  entsprechenden  Congruenz 

2x  =  —  3  (mod.  15) 
suchen;  wir  haben  oben  gesehen,  dass  dieselben  in  der  Form 

x  =  6  (mod.  15) 
enthalten  sind,  und  schliessen  daraus,  dass 

x  =  6,  =  21,  =  36,  =  51  (mod.  60) 
die  vier  Wurzeln  der  ursprünglichen  Congruenz  sind. 

§.23. 

Obgleich  im  Vorhergehenden  das  Problem,  zu  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  Congruenz  ersten  Grades  Wurzeln  hat  oder  nicht, 
und  im  ersteren  Fall  dieselben  aufzufinden,  eine  vollständige  Lösung 
gefunden  hat,  so  ist  dieselbe,  sobald  der  Modul  k  eine  grosse  Zahl 
ist,  wegen  der  erforderlichen  Potenzirung  für  praktische  Zwecke 
nicht  wohl  anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  eine  ein- 
fachere Methode  angeben.  Offenbar  können  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  in  welchem  der  Coefficient  der  Unbekannten  relative 
Primzahl  gegen  den  Modul  ist;  ausserdem  können  wir  annehmen, 
dass  die  rechte  Seite  =  1  ist;  denn  um  aus  der  Wurzel  einer 
solchen  Congruenz  diejenige  einer  anderen  zu  finden,  in  welcher 
die  rechte  Seite  eine  andere  Zahl  ist,  genügt  es  offenbar,  dieselbe 
mit  dieser  Zahl  zu  multipliciren.  Nennen  wir  der  Bequemlichkeit 
halber  den  Modul  nicht  &,  sondern  ft,  so  reducirt  sich  also  unsere 
Aufgabe  auf  die  Auflösung  der  Congruenz 

ax=\  (mod.  b) 

oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung ersten  Grades*) 

ax  —  by  =  1. 


*)  Die  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  findet  sich  bei  Backet  de  Meziriac: 
Problemes  plaisants  et  delectables  qui  se  fönt  par  les  nombres.   2«  ed.  1624. 
Dies  interessante  Werk  ist  vor  Kurzem  von  Labosne  neu  herausgegeben. 
Paris,  1874). 
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Wir  schicken  derselben  einige  Sätze  über  einen  Algorithmus 
voraus,  der  zuerst  von  Euler*)  behandelt  und  für  die  Theorie  der 
Kettenbrüche,  sowie  auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  von 
Wichtigkeit  ist    Es  seien 

«,  h  (1) 

irgend  zwei  unbestimmte  Grössen,  und  ebenso 

y,  Ä,  s  .  .  .  A,  p,  v  (2) 

eine  Reihe  von  beliebig  vielen  unbestimmten  Grössen.    Aus  diesen 

bilden  wir  nun  successive  eine  neue  Reihe  e,  cZ,  e  .  .  .  7,  m,  n  nach 

folgendem  Gesetz: 

c  =  yb  +  a 

d  =  öc  +b 

e  =  sd  +  c  j  (3) 


n  =  vm  -\-l  . 

Suhstituirt  man  den  Ausdruck  für  c  in  den  für  d,  so  wird  der 
letztere  eine  ähnliche  Form  annehmen  wie  der  erstere,  nämlich 

d  =  da  +  (yd  +  1)6; 

er  besteht  also  aus  einem  Gliede ,  welches  den  Factor  u ,  und  aus 
einem  zweiten,  welches  den  Factor  b  enthält.  Substituirt  man 
nun  diesen  Ausdruck  für  d,  und  den  ersten  für  c  in  den  Ausdruck 
für  e ,  so  nimmt  auch  dieser  letztere  dieselbe  Form  an.  So  kann 
man  fortfahren,  und  aus  dem  Ausdruck  für  n  erkennt  man,  dass 
dieses  Gesetz  allgemein  ist;  denn  sobald  l  und  m  schon  diese  Form 
erhalten  haben,  so  nimmt  auch  n  dieselbe  an.     Wir  können  daher 

n=Ga  +  Hb 

setzen,  wo  nun  G  und  H  unabhängig  von  a  und  b  sein  werden. 
Man  bezeichnet  den  Coefficienten  H,  der  nur  von  den  in  der  Reihe 
(2)  befindlichen  Grössen  abhängt,  durch  das  Zeichen**) 

[y,  «,  6  .  .  .  A,  ff,  v],  (4) 

und  wir  werden  im  Folgenden  einige  interessante  Sätze  beweisen, 
die  sich  auf  dasselbe  beziehen. 


*)  Solutio  problematis  arithmetici  de  inveniendo  numero,  qaiperdatos 
numeros  divisus,  relinquat  data  residua,  Comm.  Ac.  Petrop.  VII,  p.  46.  — 
De  usu  novi  algorithmi  in  problemate  Pelliano  solvendo,  Nov.    Comm. 
Petrop.  XI,  p.  28.  —  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  27. 
**)  Gauss:  D.  A.  art*  27. 
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Zunächst  leuchtet  ein,  dass,  wenn  man  mit  den  Anfangsgliedern 

6,  c  =  yb  +  a  (V) 

und  der  Reihe 

$,£...  A,  p,  v  (2') 

in  derselben  Weise  verfährt  wie  oben,  man  genau  dieselben  Glieder 
d,  e  .  .  .  /,  m,  n  erhalten  wird.    Wir  können  daher  gleichzeitig 

n  =  Ga  +  [y,  ä,  s  .  .  .  p,  v]  b 
und 

n  =  G'b  -\-[d,  e  .  .  .  fa  v\c 

setzen;  ersetzen  wir  hierin  c  durch  yb  +  a,  so  erhalten  wir 

n  =  [4,  «...ft,  v]c  +  (y  [4,  c  ...(*,  v]  +  6r')  6, 

woraus,  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  a  in  den  beiden 
Formen  für  w,  zunächst 

G  =  [ä,  e  .  .  .  fi,  v] 

folgt.  Der  Coefficient  6r  lässt  sich  daher  durch  dasselbe  Zeichen 
ausdrücken  wie  Ä    Wir  können  also  von  jetzt  an  schreiben 

n  =  [tf  .  .  .  fi,  v]  a  +  [y,  4  .  .  .  p,  v]  6; 
da  nun  auch 

G'  =  [«...  ß,  v] 

sein  muss,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
von  b  in  den  beiden  Formen  für  n  den  Satz 

[y,  ä,  s  ...  i/]  ==  y  [Ä,  «...  v]  +  |>  ...  v],  (5) 

in  welchem  das  Gesetz  ausgedrückt  ist,  nach  welchem  die  Fort- 
bildung der  Ausdrücke  von  der  Form  (4)  nach  links  hin  geschieht. 
Einen  ganz  analogen  Satz  für  die  Fortbildung  nach  rechts  hin 
erhält  man  durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  durch  die  Annahme 
a  =  0,  b  =  1  die  drei  Grössen  ?,  m,  n  resp.  in 

[y  .  .  .  A],     [y  .  .  .  A,  ji],     [y  .  .  .  A,  f*,  v] 

übergehen,  so  dass  zwischen  diesen  drei  consecutiven  Ausdrücken 
die  Relation 

[y  .  .  .  A,  ß,  v]  =  [y  .  .  .  A,  ß]  v  +  [y  .  .  .  A]  (6) 

besteht. 

Verbindet  man  diese  beiden  Sätze  mit  einander,  so  überzeugt 
man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden : 

[v,  (i  .  .  .  Ä,  y]  =  [y,  *  .  .  .  ß,  v].  (7) 

Nimmt  man  nämlich  an,  dieser  Satz  sei  für  alle  Ausdrücke  dieser 
Art  bewiesen ,  welche  eine  kleinere  Anzahl  von  Grössen  enthalten, 
so  dass  also  z.  B. 


\ 
\ 
\ 
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[d,  e  .  .  .  v]  =  [v  .  .  .  £,  8]  und  [s  .  .  .  v]  =  \v  .  .  .  «], 
so  folgt  aus  (5): 

[y,  *,  £  .  .  .  v]  =  [v  .  .  .  e,  8]  y  +  [v  .  .  .  «]; 

verbindet  man  dies  mit  dem  Satz  (6),  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  (7).  In  der  That  gilt  aber  der  Satz 
wirklich  für  die  ersten  Fälle;  enthält  nämlich  der  Ausdruck  nur 
eine  einzige  Grösse  y,  so  versteht  sich  dies  von  selbst;  und  ausser- 
dem ist 

[y,  8]  =  y8  +  1  =  [*,  y]. 

Hieraus  folgt  also,  dass  der  Satz  auch  für  jede  beliebige  Anzahl 
der  Grössen  y,  8  .  .  .  ft,  v  gilt. 

Wir  können  die  Gleichungen  (3),  durch  welche  das  Bildungs- 
gesetz der  Grössen  c,  d  .  .  .  n  ausgedrückt  wird,  auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

—  c  =  (—  y)  b  +  (—  a) 
+  d  =  (-8)(-c)  +  b 
-e  =(-*)d  +  (-c) 


+  n  =  (-i/)(+m)  +  (±J) 

wo  in  der  letzten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Anzahl,  der  Grössen  y,  8  .  .  .  ji,  v 
gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  geht  hervor,  dass  aus  den  An- 
fangsgliedern 

-  a,  b  '  (1") 

und  der  Reihe 

-  y,  -  Ä,  -  s  .  .  .  -  A,  -  ji,  -  v  (2") 

durch  dasselbe  frühere  Verfahren  die  Reihe 

—  c,  +  d,  —  e  .  .  .  +  n 
entsteht.    Es  wird  daher  auch 

+  n  =  [—  d,  —  b  .  .  .  —  v]  (—  a)  +  [—  y,  —  5,  —  e  .  .  .  —  v]  b 
und  folglich 

[-y,-*...-V]  =  ±[y,a...t/]  (8) 

sein,  worin  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y,  8  .  .  .  v  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Endlich  kann  man  die  Gleichungen  (3)  auch  in  umgekehrter 

Folge  so  schreiben: 

Dirichlet»  Zahlentheorie.  4 
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I  =  ( —  v)  m  -\-  n 
h  =  ( —  ft)  l  +  m 


b  =  (—d)c+d 

a  =  (—  y)b  +  c 
Es  wird  daher 

a  =  [—  fi  .  .  .  —  y]  n  +  [—  v,  —  (i  .  .  .  —  y]  w 

oder  mit  Hülfe  des  Satzes  (8): 

+  a  =  —  [(*  .  •  .  y]  n  +  |>,  fi  .  .  .  y]  m 
oder  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (7): 

+  a  =  —  [y,  ä  .  .  .  fij  n  +  [y,  #  .  .  .  ft,  v]  m. 
Wenn  man  nun  «  =  1,  6  =  0  setzt,  so  gehen  m,  w  resp.  in 

[*  .  .  .  fij,     [d  ...  ii,  v] 

über,  und  man  erhält  das  Resultat: 

[*  .  •  .  p]  [y,  *  .  .  .  f*,  v]  —  [d  .  .  .  fr  v]  [y,  *  .  .  .  fi]  =  + 1,     (9) 

wo  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  y,  8  .  .  .  fr  v  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zum  Schluss  wollen  wir  bemerken ,  dass  diese  Ausdrücke  in 
der  Theorie  der  Kettenbrüche  von  der  grössten  Wichtigkeit  sind; 
bezeichnen  wir  nämlich  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch,  in  wel- 
chem die  Zähler  sämmtlich  =  1,  und  dessen  sogenannte  Quotienten 
y,  8  . . .  fr  v  sind,  kurz  durch  das  Symbol  (y,  8  . . .  fr  v),  so  dass  also 

ist,  so  ergiebt  sich  allgemein  durch  Reduction  desselben 

Denn  gesetzt,  dieser  Satz  sei  schon  für  jede  kleinere  Anzahl  der 
Grössen  y,  ö,  s  .  .  .  fi,  v  bewiesen,  so  dass  also  namentlich 

[«  .  .  .  fi,  v] 

ist,  so  folgt  hieraus 


(y,  «,  e  .  .  .  fr  v)  =  y  -f 


(«,£...  fi,  v) 


—  y\    fr  •  *  -  ft  y3    _  r  [*»  «  -  •  ■  p,  y]  +  1>  -  -  -  f*,  »] 

[d,  £  .  .  .  fi,  v]  [5,  a  ♦  .  .  fi,  v] 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (5)  die 
Gleichung  (10).    In  der  That  ist  aber 

W,°)-y+  8  —       8       —     [d]    , 

da  also  der  Satz  für  zwei  Grössen  y,  d  richtig  ist,  so  ist  er  auch 
für  jede  beliebige  Anzahl  der  Grössen  y,  ö  .  .  .  fi.  v  richtig. 

Sind  die  Elemente  y,  ä  .  .  .  p ,  v  ganze  Zahlen,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Zählern  und  Nennern  der  Brüche 

M    l>,  *]         [y,  d  .  .  .  fi,  v] . 
1  '     [*]    '  '  '    [*...**]    ' 
ferner  ist  jeder  dieser  Brüche  irreductibel,  d.  h.  durch  die  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückt;  denn  es  folgt  z.  B.  aus  der  Relation  (9), 
dass  Zähler  und  Nenner  des  letzten  der  obigen  Brüche  ohne  ge- 
meinschaftlichen Divisor  sind. 

§.  24. 

Die  vorstehenden  Sätze,  welche  eigentlich  in  die  Theorie  der 
Differenzen-Gleichungen  zweiter  Ordnung*)  gehören,  sind  deshalb 
gleich  in  solcher  Vollständigkeit  aufgestellt,  damit  wir  bei  einer 
späteren  Untersuchung  nicht  nöthig  haben,  von  Neuem  auf  den- 
selben Algorithmus  zurückzukommen;  für  unseren  nächsten  Bedarf, 
nämlich  für  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  by  =  1, 

in  welcher  wir  nun  wieder  a  und  b  als  zwei  gegebene  relative  Prim- 
zahlen ansehen,  genügt  schon  ein  kleiner  Theil  der  vorhergehenden 
Resultate.  Zu  dem  Zweck  verfahren  wir  nun,  wie  es  bei  der  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  der  beiden  Zahlen 
(oder  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  a :  b  in  einen  Kettenbruch 
geschieht,  indem  wir  das  System  der  folgenden  Gleichungen  bilden 

a  =  yb  +  c 
b  =  dc  +d 


l  =  vm  +  1 

wobei  zuletzt  der  Rest  1  auftreten  muss  (§.  5);  diese  Gleichungen 
können  wir  auch  so  schreiben 


*)  Vergl.  Jacobi:  Allgemeine  Theorie  der  kettenbruchähnlichen  Algo~ 
rühmen,  in  welchen  jede  Zahl  aus  Drei  vorhergehenden  gebildet  wird, 
Borchardt's  Journal  Bd.  69. 
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c  =  (—  y)b  +a 
d  =  (—d)c  +b 


1  =  (—  v)m  +  l 
und  hieraus  folgt,  dass 

1  =  [ —  d,  —  e  •  •  •  —  p,  —  v\  a  +  [ —  y,  —  d,  —  e  •  •  •  —  p,  —  v]  6 

oder  nach  §.  23,  (8) 

1  =  +  [d,  «  .  .  .  f*,  i>]  a  +  [y,  i,  a  .  .  .  f*,  v]  6 

ist,  worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  y,  d  .  .  .  ja,  v  gerade  oder  ungerade 
ist.  Wir  erhalten  daher  folgende  Lösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung: 

x  =  +  IA  « •  •  •  fr  vL   2/  =  +  [yi  *,*.-•  p,  vj. 

Hiermit  ist  also  auch  eine  Wurzel  x  der  Congruenz 

ax  =  1  (mod.  6) 

gefunden,  und  dies  genügt  vollständig,  da  alle  anderen  Wurzeln  mit 
dieser  einen  nach  dem  Modul  b  congruent  sind. 
Wenden  wir  diese  Methode  auf  unser  Beispiel 

2x  =  1  (mod.  15) 
an,  so  erhalten  wir 

2  =  0  .  15  +  2,     15  =  7  .  2  +  1 
also 

y  =  0,  «  =  7,    x  =  —  [S]  =  —  7  =  8  (mod.  15) 

und  hieraus  folgt,  dass 

x'  =  —  7  .  (—  3)  =  21  ==  6  (mod.  15) 

die  Wurzel  der  Congruenz 

2x'  =  —  3  (mod.  15) 
ist. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Congruenz 

37  s=  1  (mod.  100); 
indem  wir  ebenso  verfahren,  erhalten  wir 

37  =  0  .  100  +  37;    100  =  2/37  +  26;    37  =  1  .  26  +  11; 
26  =  2.11+4;    11=2.4+3;    4  =  1.3  +  1 
und  also 

x  =  —  [2,  1,  2,  2,  1]  (mod.  100). 
Nun  ist,  wenn  wir  von  rechts  nach  links  rechnen, 
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[1]  =  1.  [2.  1]  =  3,  [2.  2.  11  =  7,  fl,  2,  2,  1]  =  10, 

[2,  h  2,  2,  11  =  27, 

also 

x  =  —  27  =  73  (mocL  100). 

Da  9  flOO)  =  <jp  (4)  <p  (25)  =  2  .  20  =  40  ist,  so  hätten  wir  nach 
unserer  froheren  Methode  die  Auflösung 

x  =  37»  (moi  100) 
erhalten;  die  hierin  angedeutete  Rechnung  würde  sich  zwar  durch 
einige  Kunstgriffe  bedeutend  abkürzen   lassen,   allein  doch  viel 
langwieriger  sein  als  die  nach  der  zweiten  Methode  ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt  es  darauf  an,  auch  den  Werth  von 

y  =  +  [y>  *  e  .  .  .  fr  v\ 
zu  berechnen,  so  ist  es  vortheilhaft,  die  Berechnung  des  Werthes 

x  =  +  fö,  e  .  .  .  fr  v\ 

\    von  rechts  nach  links  vorzunehmen;  man  findet  dann  nach  der 
Formel  (5)  des  §.  23  aus 

[s...frv]  und  [d,  e  .  .  .  fr  v] 

unmittelbar  den  Werth  von  y.     So  oft  y  =  0,  also  a  <  b  ist,  re- 
ducirt  sich  y  auf 

y  =  +.[e  .  .  .  fr  v\. 

Dies  ist  in  unseren  Beispielen  der  Fall;  in  dem  zweiten  erhält  man 
auf  diese  Weise 

y  =  -  [0,  2,  1,  2,  2,  1J  =  -  LI,  2,  2,  1J  =  -  10, 
und  in  der  That  ist 

37  .  (—  27)  —  100  .  (—  10)  =  1. 

Bei  dieser  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  ax  —  by=l 
in  ganzen  Zahlen  #,  y  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die 
beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen  a,  b  positive  Zahlen  sind; 
doch  erkennt  man  leicht,  dass  hierdurch  die  Allgemeinheit  der 
Methode  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Sobald  nun  eine  bestimmte  Lösung,  d.h.  ein  bestimmtes  Zahlen- 
paar x,  y  gefunden  ist,  welches  der  Gleichung  ax  —  by  =  l  genügt, 
so  ist  es  leicht,  daraus  die  allgemeine  Form  aller  Lösungen  x?}  y1 
derselben  unbestimmten  Gleichung  abzuleiten.    Ist  nämlich 

aod  —  byf  =  1, 
so  folgt  durch  Subtraction 

a(x'  —  x)  =  6(y  —  y)\ 
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da  nun  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  so  muss  (nach  §.  5,  2.) 
die  Zahl  b  in  (x'  —  x)  aufgehen,  es  muss  daher 

x1  =  x  -+-  bz,    y'  z=  y  -\-  az 

sein,  wo  z  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  umgekehrt  entspricht 
jeder  willkürlich  gewählten  ganzen  Zahl  z  eine  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  herzustellende  Lösung  ocf,  \j  unserer  unbestimm- 
ten Gleichung;  jede  Lösung  #',  y'  wird,  wenn  z  alle  ganzen  Zahlen 
von  —  od  bis  +  od  durchläuft,  einmal  und  nur  einmal  erzeugt. 
Man  erkennt  auch  leicht,  dass  dieses  Resultat  selbst  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  eine  der  beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen 
a,  b  gleich  Null,  und  die  andere  folglich  =  4  1  ist. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  durch  wiederholte  Anwendung  des 
obigen  Verfahrens  folgende  allgemeinere  Aufgabe  gelöst  werden 
kann:  Sind  a,  b,  c  .  .  .  gegebene  ganze  Zahlen,  deren  grösster  ge- 
meinschaftlicher Divisor  m  ist,  so  sollen  ebensoviele  ganze  Zahlen 
x,  y,  z  .  .  .  gefunden  werden,  welche  der  Gleichung 

ax  +  by  +  cz  +  •  •  •  =  m 

genügen.  Denn  gesetzt,  man  habe  für  die  Zahlen  b,  c  .  .  .,  deren 
grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  m1  nothwendig  ein  Multiplum 
von  m  ist,  schon  ganze  Zahlen  y1,  z'  .  .  .  gefunden,  welche  der  Be- 
dingung 

by'  +  C0f  +  •  •  •  =  m! 

genügen,  so  löse  man,  da  m  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  a  und  m'  ist,  nach  der  obigen  Methode  die  Gleichung 

ax  4  wV  =  m 
in  ganzen  Zahlen  x,  od,  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  durch  die 
Zahlen  x,  y  =  xfy',  z  =  sV  .  .  .  befriedigt. 

§.  25. 

Auf  das  im  Vorhergehenden  behandelte  Problem  der  Auf- 
lösung der  Congruenzen  ersten  Grades  lässt  sich  das  folgende 
zurückführen: 

Alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  in  Bezug  auf  zwei  gegebene 
Moduln  a,  b  gegebenen  Zahlen  resp.  a,  ß  congruent  sind,  d,  h.  welche 
den  beiden  Forderungen 

X  =  a  (mod,  a),    x  =  ß  (mod.  b) 
genügen, 
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Da  nämlich  alle  Zahlen  x,  welche  die  erste  dieser  beiden  For- 
derungen erfüllen,  in  der  Form  x  =  cc  -f  at  enthalten  sind,  wo  t 
jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  dieses  t  näher  so  zu  bestimmen,  dass 

at  =  ß — a  (mod.  b)  (1) 

wird.  Bezeichnet  man  nun  mit  8  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  der  beiden  Moduln  a  und  i,  so  muss,  wenn  diese  Congruenz 
möglich  sein  soll,  ß  —  «  durch  d  theilbar,  d.  h.  es  muss 

a  =  ß  (mod.  6)  (2) 

sein  (§.  22).  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  existirt  keine 
Zahl,  welche  der  Aufgabe  genügt;  ist  sie  aber  erfüllt,  so  sind 
sämmtliche  der  Congruenz  (1)  genügende  Zahlen  t  in  der  Form 

t  =  t o (mod.  -j )  oder  X  =  t0  +  -*- u 

enthalten,  wo  t0  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  u  jede  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  die  gesuchten  Zahlen 
durch  die  Formel 

x  =  a  +  ato  +  -r-u  oder  x  =  x0  (mod.  -^- j 

gegeben  werden,  wo  x0  =  a  -f-  at0  selbst  eine  der  gesuchten  Zahlen, 

und  der  Modulus  offenbar  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 

der  beiden  gegebenen  Moduln  a,  b  ist. 

Werden  z.  B.  die  Zahlen  gesucht,  welche  durch  12  dividirt 

den  Rest  7,  durch  15  dividirt  den  Rest  4  lassen,  so  hat  man  die 

Congruenzen 

x  =  7  (mod.  12),     x  =  4  (mod.  15). 

Man  setzt  also  x  =  7  -f- 12  f,  und  erhält  für  t  die  Congruenz 

12t  =  —  3  (mod.  15), 

welche  (da  hier  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist)  sich  auf 

4*=e  —  1  (mod.  5) 
reducirt.    Hieraus  folgt 

t  =  1  (mod.  5) 
und  also 

x  =  7  +  12*  ez-  19  (mod.  60). 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  besondere  Fall,  in  welchem 
die  beiden  gegebenen  Moduln  a,  b  relative  Primzahlen  sind;  da 
gleichzeitig  d  =  1  wird,  so  fällt  die  Bedingung  (2)  ganz  fort;  die 
Auflösung  ist  stets  möglich  und  liefert  ein  Resultat  von  der  Form 

x  =  x0  (mod.  ab). 
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• 

Die  ursprüngliche  Aufgabe  lässt  sich  auch  leicht  für  den  Fall 
verallgemeinern,  in  welchem  eine  Reihe  von  beliebig  vielen  Moduln 
und  eine  Reihe  ihnen  entsprechender  Reste  gegeben  ist;  für  uns 
ist  indessen  nur  der  Fall  von  Wichtigkeit,  in  welchem  die  ge- 
gebenen Moduln  a,  6,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind;  wir  beschrän- 
ken uns  daher  auf  denselben,  und  stellen  uns  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Aufgabe,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  System 
von  Congruenzen 

x  =  cc  (mod.  a),  x  =  ß  (mod.  ft),  x  =  y  (mod.  c)  .  .  .  - 
genügen.  Da  wir  nun  schon  wissen,  dass  alle  Zahlen,  welche  die 
beiden  ersten  dieser  Forderungen  erfüllen,  in  der  Form  x  =  ßi 
(mod.  ab)  enthalten  sind,  wo  die  Zahl  ßY  nach  dem  Vorhergehenden 
gefunden  werden  kann,  so  kommt  unsere  Aufgabe  offenbar  auf  die 
einfachere  zurück,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  folgenden 
System  von  Congruenzen  genügen: 

x  =  ßx  (mod.aft),    x  =  y  (mod.c)  .  .  . 
Da  nun  der  Modul  ab  der  ersten  dieser  Congruenzen  wieder  relative 
Primzahl  gegen  jeden  folgenden  Modul  c  ...  ist,  so  kann  man  in 
derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  zu  dem  Resultat,  dass 
sämmtliche  Zahlen  x  in  der  Form 

x  =  x0  (mod.w) 
enthalten  sind,  wo  x0  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  m  das  Pro- 
duct  abc  .  .  .  aus  allen  gegebenen  Moduln  bedeutet. 

Statt  eine  solche  Zahl  #0  in  der  eben  angegebenen  Weise  durch 
successive  Auflösung  einer  Reihe  von  Congruenzen  ersten  Grades    •■* 
in  Bezug  auf  die  Moduln  6,  c  .  .  .  zu  suchen,  kann  man  auch  auf    \ 
folgende  Art  symmetrisch  verfahren. 

Man  setze  m  =  aA  =  bB  =  cC  .  .  .  und  bestimme  (nach 
§.  24)  zunächst  Zahlen  a\  b\  d  .  .  .,  welche  den  Congruenzen 

Aa'  =  1  (mod.a),    BV  =  1  (mod. 6),     Ccf  =  1  (mod.c)  .  .  . 
genügen;  so  wird 

x  =  Aa'a  +  Bb'ß+  Cc'y+  •  •  -  (mod.w); 
denn  da  JB,  C  .  .  .  durch  a  theilbar  sind,  so  ist  x  =  Aa'  a  =  a 
(mod.  a),  und  ebenso  =  ß  (mod.  ft),  =  y  (mod.  c)  u.  s.  w. 

Ein  besonderer  Vortheil  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
die  Hülfszahlen  a\  b\  d  .  .  .  ganz  unabhängig  von  a,  ß,  y  .  .  .  sind, 
und  daher  stets  dieselben  bleiben,  wie  auch  die  letzteren  variiren 
flögen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  das  System  der  Moduln«,  6,  c... 

Unverändert  bleibt, 
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Es  folgt  ferner  hieraus,  dass  x  ein  vollständiges  Restsysteni 
nidi  dm  Modul  m  durchlauft,  sobald  die  Reste  «*  £  y  .  .  .  voll- 
ständige  Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  «,  b.  c  .  .  . 
durchlaufen;  denn  wenn  «\  /I\  y  . . .  irgend  ein  zweites  System 
gegebener  Reste  ist  so  wird 

A<t*  +  Bb'ß'  +  Cc'Y+    • 
stets  und  nur  dann 

=  Ja'a  +  Bi'0  4-Cc'yJ-  -  •  • 
nach  dem  Modulus  m  sein,  wenn  gleichzeitig 

et  =  a  (mod.a).  ft  =  (l  (mod.ft),  /  =  y  imoilc) 
u.  s.  w.  ist;  da  ferner  a,  ß.  y  .  .  .  resp.  <i,  6,  c  .  .  .  verschiedene 
Werthe  durchlaufen,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Rest- 
Systeme,  also  auch  die  Anzahl  der  resultirenden  nach  dem  Modul  im 
incongruenten  Werthe  von  x  gleich  abc  .  .  .  =  im;  d.  h.  x  durch- 
lauft ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  m. 

Ist  ferner  a  relative  Primzahl  zua,  j)  zu  b  u.  s.  f..  so  ist  j* 
auch  relative  Primzahl  zu  in.  und  umgekehrt;  hieraus  folgt  leicht 
ein  neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  <p  (ab)  =  <p  (u)  <p  (b)  ist. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass.  wenn  x  irgend  eine  ganze  Zahl 

bedeutet,  stets 

x        ,        u         o        w 

m  ab         c 

gesetzt  werden  kann,  wo  ä,  u,  »,  <#  .  .  .  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Denn  lässt  x  in  Bezug  auf  die  Moduln  «,  6,  c  .  .  .  resp.  die  Reste 

b,  ft  y  .  .  .,  so  ist  nach  dem  Obigen 

x±=hm  +  Aa'a  +  BV  ß  +  Cd y  +  •  •  •, 
wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  folglich 

m  a  6  c 

§•  26. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruenzcn 
höherer  Grade,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  den  einfachsten 
Fall,  in  welchem  der  Modul  p  eine  Primzahl  ist.  Die  allgemeinste 
Form  einer  Congruenz  nten  Grades  ist  die  folgende: 

axn  +  bx"-1  +  cxn~2  -f  •  •  •  +  h  =  0  (mod.  p), 
in  welcher  der  höchste  Coefficient  a  als  nicht  theilb  ~  J*"'ch  d 
Primzahl  p  vorausgesetzt  wird.    Ebenso  wie  man  iui 
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leicht  auf  den  Fall  zurückführen  kann,  in  welchem  der  höchste 
Coefficient  =  1  ist,  so  erreicht  man  auch  hier  dasselbe,  wenn  man 
die  Gongruenz  mit  einer  Zahl  a!  multiplicirt,  welche  der  Bedingung 
ad  =  1  (mod.  p)  genügt  und  also  eine  Wurzel  der  stets  lösbaren 
Congruenz  ax  =  1  (mod.p)  ist.  Doch  hängt  hiervon  die  Gültig- 
keit der  folgenden  Sätze  nicht  im  Mindesten  ab. 

Wir  bezeichnen  der  Einfachheit  halber  das  auf  der  linken 
Seite  der  obigen  Congruenz  befindliche  Polynom  nten  Grades  kurz 
mit/(#).    Hat  nun  eine  solche  Congruenz 

f(x)  =  0(moA.p)  (1) 

eine  Wurzel  x  =  cc  und  dividirt  mm  f(x)  durch  x  —  et,  so  wird 
der  Divisionsrest  rx  eine  durch  p  theilbare  Zahl  sein;  denn  be- 
zeichnet man  den  Quotienten  der  Division,  welcher  eine  ganze 
Function  vom  (w —  l)ten  Grade  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist, 
mit  yi  (x),  so  ist 

f(x)  =  (x-a)fl(x)  +  r1  (2) 

und  hierin  ist  rx  =/(«)  der  Voraussetzung  nach  =  0  (mod.p). 

Hat  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  zweite  von  a  verschiedene, 
d.  h.  nicht  mit  a  congruente  Wurzel  0,  so  folgt  aus  (2),  dass 

(ß  -  «)/i  (ß)  =  °  (mod.  p) 
und  also,  da  ß —  cc  nicht  durch  p  theilbar  ist,  dass/i(/9)  =  0, 
d.  h.  dass  ß  eine  Wurzel  der  Congruenz  fx  (x)  =  0  (mod.  p)  sein 
muss.    Man  kann  daher  wieder 

/i  (x)  =  (x  —  ß)  /2  (x)  +  r2 
setzen,  wo  der  Rest  r2  wieder  eine  durch  p  theilbare  Zahl,  und  der 
Quotient  /2  (x)  eine  ganze  Function  (w  —  2)  ten  Grades  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  ist.     Setzt  man  aber  diesen  Ausdruck  für 
fx  (x)  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Form 

/  (x)  =  (x  —  a)  (x  —  ß)  /2  (x)  +  r2  (x  —  a)  +  rx 

oder,  da  rY  und  r2  durch  p  theilbar  sind,  die  Form 

f(x)  =  (x  —  a)  (x  —  ß)f2 {x)  +  p(lx  +  m) 

an,  in  welcher  l  und  m  ganze  Zahlen  sind. 

Besitzt  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  dritte  von  a  und  ß 
verschiedene  Wurzel  y,  so  ergiebt  sich,  da  weder  (y  —  a)  noch 
(y  —  ß)  durch  p  theilbar  ist,  dass  y  eine  Wurzel  der  Congruenz 
/2(#)  =  0  ist;  verfährt  man  daher  wie  früher,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 

f(x)  =  (x-a)(x-ß)(x-y)fs(x)+p(rx*  +  sx  +  t)J 
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wo  r,  s,  t  ganze  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man  diese  Schlussweise 
fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu  folgendem  Satze:  Besitzt  die  Con- 
gruenz nten  Grades 

f(x)  =  0  (mod.p), 

deren  Modulus  p  eine  Primzahl  ist,  n  incongruente  Wurzeln 
a,  ß,  y  .  ,  .  A,  so  ist  ihre  linke  Seite  von  der  Form 

f(x)  =  ä(#-a)  (x-ß)  (x  —  y)  .  .  .  (x-k)+p4>(x),        (3) 

wo  a  den  höchsten  Coefficienten  vonf(x),  und  tl>(x)  ein  Polynom 
bedeutet,  dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

Und  aus  diesem  ersten  Satze  folgt  sogleich  der  zweite*):  Eine 
Congruenz  vom  Grade  n,  deren  Modulus  eine  Primzahl  ist,  kann 
niemals  mehr  als  n  incotigruente  Wurzeln  haben.  Denn  hätte  die 
Congruenz  (1)  ausser  den  n  Wurzeln  a,  ß  .  .  .  A  noch  mindestens 
eine  solche  p,  die  mit  keiner  der  vorhergehenden  congruent  ist,  so 
würde  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  dass  das  Product 

«O  —  «)(>  —  0)0  —  y) .. .  O  —  *) 

durch  p  theilbar  wäre,  was  unmöglich  ist,  da  der  Voraussetzung 
nach  keiner  der  Factoren  durch  p  theilbar  ist. 

Man  hätte  diese  beiden  Sätze,  welche  für  die  Folge  von  der 
grössten  Wichtigkeit  sind,  auch  in  umgekehrter  Ordnung  aus  dem 
in  der  Gleichung  (2)  ausgesprochenen  Resultat  schliessen  können. 
Da  nämlich  jede  von  a  verschiedene  Wurzel  ß  der  Congruenz  (1) 
eine  Wurzel  der  Congruenz  nächst  niedrigeren  Grades 

f1(x)  =  0(mod.p) 

ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  die  erstere  Congruenz  höch- 
stens eine  Wurzel  mehr  besitzt,  als  die  letztere;  da  nun  eine  Con- 
gruenz ersten  Grades  (sobald  der  Modulus  eine  Primzahl  ist)  nur 
eine  Wurzel  besitzt,  so  kann  eine  Congruenz  vom  zweiten  Grade 
höchstens  2,  folglich  eine  Congruenz  dritten  Grades  höchstens  3 
u.  s.  f.,  allgemein  eine  Congruenz  nten  Grades  höchstens  n  incon- 
gruente Wurzeln  besitzen.  Und  nachdem  so  der  zweite  Satz  be- 
wiesen ist,  ergiebt  sich  auch  der  erste  leicht  auf  folgende  Weise. 
Gesetzt,  die  Congruenz  (1)  vom  nten  Grade  hat  wirklich  n  incon- 
gruente Wurzeln  «,  0,  y  .  .  .  A,  so  bilde  man  die  Differenz 

f(x)  —  a  (x  —  a)  (x  —  ß)  (x  —  y)  .  .  .  (x  —  A)  =  q>  (x) 

wo  a  den  höchsten  Coefficienten  inf(x)  bezeichnet,  und  denke  sich 

*)  Lagrange:  Nouvelle  methode  pour  resoudre  les  problemes  indSter- 
tninis  en  nombres  entiers,  Mem.  de  PAc.  de  Berlin.    T.  XXIV. 
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dieselbe  nach  Potenzen  von  x  geordnet;  dann  ist  zu  zeigen,  dass 
alle  Coefficienten  dieses  Polynoms  q>(x),  dessen  Grad  höchstens 
—  n  —  l,  also  jedenfalls  kleiner  als  n  ist,  durch  p  theilbar  sind. 
Gesetzt,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  und  es  wäre  xr  die  höchste  in 
(p(x)  vorkommende  Potenz  von  x,  deren  Coefficient  nicht  durch  p 
theilbar  wäre,  so  wäre 

9  (x)  =  0  (mod.  p) 

eine  Congruenz  vom  rten  Grade,  welche,  wie  man  unmittelbar 
einsieht,  die  n  incongruenten  Zahlen  a,  ß  .  .  .  k  zu  Wurzeln  hätte, 
also,  da  r<n  ist,  mehr  Wurzeln  besässe,  als  ihr  Grad  Einheiten 
enthält.  Da  dies  gegen  den  schon  bewiesenen  Satz  streitet,  so 
müssen  wirklich  alle  Coefficienten  von  qp  (x)  durch  p  theilbar  sein, 
d.  h.  es  muss 

9  0)  =  pil>(%) 

sein,  wo  sämmtliche  Coefficienten  des  Polynoms  ^  (x)  ganze  Zahlen 
sind.    Dies  war  aber  der  Inhalt  des  ersten  Satzes. 

Wir  können  zu  diesen  beiden  Sätzen  noch  den  folgenden  dritten 
hinzufügen:  Wenn 

f(x)  =  (p  (x)  t  (x) 

ist,  wo  die  Coefficienten  der  Polynome  <p(x)  und  ty(x)  sämrntlich 
ganze  Zahlen  sind,  und  wenn  die  Congruenz 

f(x)  =  0(mod.p),  (4) 

(wo  p  wieder  eine  Primzahl  bedeutet)  ebenso  viele  incongruente 
Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so  gilt  dasselbe 
von  jeder  der  beiden  Congruenzen 

g> (x)  =  0  (mod. p),    <;(a;)  =  0  (mod. p).  (5) 

Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  jede  Wurzel  a  der  Congruenz 

(4)  auch  eine  Wurzel  von  mindestens  einer  der  beiden  Congruenzen 

(5)  sein  muss;  denn  aus 

<p(a)  il*(a)  =/(«)  =  0  (mod.jp) 

folgt,  dass  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  <p  (a) ,  ty  (a)  durch  p 
theilbar  sein  muss.  Hätte  nun  eine  der  beiden  Congruenzen  (5) 
weniger  incongruente  Wurzeln  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so 
müsste  nothwendig  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  anderen  Congruenz 
d.  h.  der  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4)  ihren  Grad  über- 
steigen, da  die  Summe  der  Grade  der  beiden  Polynome  <p(x)  und 
^  (x)  genau  dem  Grade  des  Polynoms  /  (x)  gleich  ist.  Da  dies 
gegen  den  zweiten  Satz  Verstössen  würde,  so  muss  die  Anzahl  der 
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inoongniaiteii  Wnrueln  einer  jeden  der  bedien  Congruenren  ^M 
gemw  ihrem  Grade  gleich  sein  * ». 


$  27 


Von  diesen  wichtigen  Sätzen  machen  wir  sogleich  eine  An- 
wendung. Zufolge  des  Fennat  "sehen  Satzes  genügt  jede  der  ^>  —  1) 
anter  einander  nach  dem  Modul  p  incongruenten  Zahlen 

1.  2.  3  ...</>  —  1 ) 
der  Congruenz 

j'-1  —  1=0  (mod. pu 

und  diese  Zahlen  bilden  auch  ihre  sänimtlichen  incongruenten 
Wurzeln.  Es  ist  daher  nach  dem  ersten  der  vorhergehenden  drei 
Sätze 

xp~l  —  1  =  (x—  l)  (x  —  2)  (x  — 3)  .  .  .  (.r  —  p+  l)  +  pif(x)y 
worin  i>  (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficientcn  bezeichnet  Knt* 
wickelt  man  daher  das  rechter  Hand  befindliche  Product  nach  Po- 
tenzen von  a*,  so  niuss  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  x  dem 
entsprechenden  linker  Hand  in  Bezug  auf  den  Modul  p  congruent 
sein.  Wir  wollen  hier  nur  den  interessantesten  Fall  betrachten,  der 
sich  durch  die  Vergleichung  der  Glieder  ergiebt,  welche  von  x 
unabhängig  sind.  Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl ,  so  ist 
dieses  Glied  rechter  Hand,  da  die  Anzahl  p  —  1  der  negativen 
Factoren  gerade  ist 

=  1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1), 

linker  Hand  dagegen  =  —  1 ,  und  hieraus  ergiebt  sich  der  nach 
Wilson  benannte  Satz: 

Wenn  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  das  um  eine  Mahnt 
vergrösserte  Product  alle}*  Meineren  Zahlen  als  p  durch  p  (heilbar, 
in  Zeichen 

1  .  2  ...  (p  —  1)  =  —  1  (mod.  p). 

So  ist  z.  B. 

1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  6  +  1  =  721 

theilbar  durch  7. 


*)  Eine  weitere  Entwicklung  dieses  Gegenstandes  findet  man  in  de« 
Herausgebers  Abhandlung:  Abriss  einer  TJieorie  der  höheren  Congrucnzen 
in  Bezug  auf  einen  reellen  Primzahl-Modulus,  Borcliardt'H  Journal  Hd.  54. 
—  Vergl.  die  nachgelassene  Abhandlung  von  Gauss:  Analyst»  Residuorum^ 
Gauss'  Werke  Bd.  II.  1863. 
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Der  Wilson'sche  Satz  gilt  aber  auch  für  die  Primzahl  2,  da  in 
diesem  Fall  +  1  und  —  1  einander  congruent  sind. 

Dieser  Satz  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  sich  um- 
kehren lässt  und  deshalb  ein  charakteristisches  Merkmal  für  eine 
Primzahl  abgiebt.    Denn  nimmt  man  umgekehrt  an,  es  sei 

1.2.3...  (p  — 1)+1 

durch  p  theilbar,  so  muss  p  eine  Primzahl  sein;  wäre  nämlich  p 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  ausser  durch  1  und  durch  sich 
selbst  auch  noch  durch  eine  andere  Zahl  a  theilbar,  so  würde  a 
nothwendig  eine  der  Zahlen  2,  3  .  .  .  (p  —  1)  sein  müssen;  da  nun 
die  obige  Summe  und  ihr  erstes  Glied  durch  a  theilbar  ist,  so 
müsste  auch  das  zweite  Glied  1  durch  a  theilbar  sein,  was  nicht 
möglich  ist. 

Einen  anderen  interessanten  Satz  erhält  man  durch  Anwen- 
dung des  dritten  der  vorhergehenden  Sätze  auf  dasselbe  Beispiel. 
Bezeichnet  nämlich  ö  irgend  einen  Divisor  von  p  —  1 ,  so  ist  be- 
kanntlich 

a?*-1  —  1  =  (x*  —  1)  il>(x), 

wo  i\>  (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coeflicienten  bedeutet.  Hieraus 
folgt  also:  Die  Congruenz 

x#  =  1  (mod.ß), 

deren  Grad  ö  ein  Divisor  von  p  —  1  ist ,  besitzt  stets  d  incongruente 

Wurzeln, 


§.  28. 

Der  zuletzt  abgeleitete  Satz  gehört  seinem  Inhalte  nach  eigent- 
lich in  eine  allgemeinere  Theorie,  nämlich  in  die  Theorie  der  bi- 
nomischen Gongruenzen  von  der  Form 

axn  =  b  (mod.  Je). 

Dieselbe  stützt  sich  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten  Potenz- 
reste, d.  h.  der  Reste  der  successiven  Potenzen  einer  Zahl,  und  wir 
beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  Untersuchung  der  inter- 
essanten Gesetze,  welche  hier  hervortreten. 

Es  sei  also  Je  ein  beliebiger  Modul,  und  a  relative  Primzahl 
gegen  denselben;  bilden  wir  nun  die  Reihe 

1,  a,  a2,  a3  .  .  . 


\ 
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der  successiven  Potenzen  von  a  und  setzen  dieselbe  hinreichend 
weit  fort,  so  muss  es  einmal  geschehen,  dass  zwei  verschiedene 
Glieder  a9  und  a*+*  einander  nach  dem  Modul  k  congruent  wer- 
den ;  denn  es  giebt  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  incongruenter 
Zahlen.    Aus  der  Congruenz 

a*+*  =  a9 .  a*  =  a*  (mod.  k) 

folgt  aber,  da  a9  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  k  ist,  dass 

an  =  1  (mod.  k) 

ist  Es  giebt  daher,  was  wir  auch  schon  durch  den  verallgemei- 
nerten Fermat'schen  Satz  (§.  19)  wussten,  stets  eine  Potenz  von  o, 
welche  durch  k  dividirt  den  Rest  1  lässt.  Unter  allen  Potenzen 
von  a,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben,  ist  aber  besonders  die- 
jenige bemerkenswert]!,  welche  den  kleinsten  Exponenten  hat;  doch 
versteht  sich  von  selbst,  dass  der  Exponent  Null  hier  nicht  in 
Betracht  kommt,  für  welchen  die  entsprechende  Potenz  ja  stets 
=  1  sein  würde.  Bezeichnen  wir  mit  d  diesen  kleinsten  positiven 
Exponenten,  für  welchen 

a*  =  1  (mod.  k) 

wird,  so  wollen  wir  sagen,  die  Zahl  a  gehöre  zu  dem  Exponenten 
6  oder  zu  der  Zahl  d.  Dann  leuchtet  zunächst  ein,  dass  die  ersten 
ö  Glieder  der  obigen  Potenzreihe,  d.  h.  die  Zahlen 

1,    a,    a2  .  .  .  a^-1 

sämmtlich  incongruent  unter  einander  sind;  denn  aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  a*+n  =  a*,  wo  s  und  s  +  n  kleiner  als  d 
sind,  würde  wieder  an  =  1  folgen,  was  mit  der  Voraussetzung  im 
Widerspruch  steht,  dass  keine  niedrigere  Potena  als  a^  den  Rest 
1  lässt. 

Die  folgenden  Glieder  der  Reihe  geben  nun  genau  dieselben 
Reste,  und  auch  in  derselben  Reihenfolge,  denn  es  ist 

a*  =  1,  a<f+l  =  a,  a*+2  =  a2  .  .  .  a**~l  =  a*-1 
a**=  1,  a^^=  a,  a2*+2  =  a2  .  .  .  a3^"1  =  ä*-1 
a3^=  1,    a8rf  +  1=  a,    a3(f  +  2  =  a2  .  .  .  a4^~l  =  a**-1 

u.  s.  w. 

Um  daher  zu  erfahren,  welchen  Rest  eine  beliebige  Potenz  as  lässt, 
dividire  man  den  Exponenten  s  durch  d  und  bringe  dadurch  s  in 
die  Form  s  =  mS  +  r,  wo  r  eine  der  Zahlen  0,  1 ,  2  ...  (d  —  1) 
bezeichnet.    Dann  ist 

a*  =  awd>+r  =  ar  (mod.  k). 
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Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  zwei  solche  Potenzen  wie  a9  und 
u9'  stets,  aber  auch  nur  dann  congruent  sein  werden  in  Bezug  auf 
den  Modul  &,  wenn  s  =  s'  (mod.  8)\  denn  ist  rf  der  bei  der  Divi- 
sion von  s'  durch  8  hervorgehende  Rest,  so  ist  a*f  =  art  (mod.  k)» 

Ist  daher 

a*  =  a*'  (mod.  fc) 
so  muss  auch 

ar  =  ar'  (mod.  fc) 

sein;  da  aber  r  und  r'  kleiner  alsd  sind,  so  ist  dies  nur  dann  mög- 
lich, wenn  r  =  rß  ist,  woraus  s  =  sf  (mod.  8)  folgt;  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass,  sobald  s  =  s'  (mod.  d),  also  r  =  /  ist,  auch 
a*  ='a*'  (mod.  jfc)  sein  muss. 

Ein  specieller  Fall  ist  der,  dass,  sobald  a*  =  1,  also  a*  =  o° 
ist,  nothwendig  s  ^  0  (mod.  d),  d.  h.  dass  s  theilbar  durch  d  sein 
muss.  Nun  wissen  wir  schon  aus  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satz,  dass  stets 

aP<*>  =  1  (mod.&) 

ist;  hieraus  folgt  also,  dass  die  Zahl  d,  zu  welcher  eine  Zahl  a  ge- 
hört, stets  ein  Divisor  von  <p  (fc)  sein  muss  *). 


§.  29. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  wieder  auf  den  Fall,  in  welchem 
der  Modul  eine  Primzahl  p  und  also  a  irgend  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  ist,  so  folgt  aus  der  letzten  Bemerkung,  dass  die 
Zahl  d,  zu  welcher  a  gehört,  jedenfalls  ein  Divisor  von  <p(p)  = 
p  —  1  sein  muss.  Man  kann  nun  umgekehrt  fragen:  wenn  8  irgend 
ein  Divisor  von  p  —  1  ist,  giebt  es  dann  jedesmal  auch  Zahlen  o, 
welche  zu  8  gehören?  und  wie  viele?  Nehmen  wir  zunächst  einmal 
ein  Beispiel,  indem  wir  p  =  1  setzen.  Da  aus  a  =  b  (mod.  p) 
auch  stets  a8  =  bs  (mod.  p)  folgt,  so  gehören  je  zwei  congruente 
Zahlen  auch  stets  zu  demselben  Exponenten,  und  wir  brauchen 
daher  in  unserem  Beispiel  nur  die  Zahlen  a  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu 
betrachten;  durch  wirkliches  Potenziren,  welches  man  dadurch 
abkürzt,  dass  man  statt  jeder  Potenz  immer  ihren  kleinsten  Rest 


*)  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in  den  Supplementen 
V»  §.  127. 
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substituirt,  findet  man  nun  das  in  der  folgenden  Tabelle  ausge- 
drückte Resultat: 

a  |  1  |  2  [  3  |  4  |  5  |  0 
«  |  1  |  3  |  6  |  3  |  6  |  2 

Es  gehört  daher  zu  dem  Divisor  8  =  1  nur  die  einzige  Zahl 
1 ,  zu  d  =  2  nur  die  einzige  Zahl  6 ;  zu  8  =  3  gehören  zwei  Zah- 
len, nämlich  2  und  4,  und  zu  8  =  6  gehören  die  beiden  Zahlen 
3  und  5. 

Nehmen  wir  nun  vorläufig  einmal  an,  dass  mindestens  eine 
Zahl  a  existirt,  welche  zu  dem  Exponenten  8  gehört,  so  sind  die 
8  Zahlen 

1,  a,  a2  .  .  .  a*-1  (Ä) 

nach  dem  Vorhergehenden  sämmtlich  incongruent;  da  ferner 
a*  =  1,  so  ist  auch 

(ar)*  =  (a*)r  =  1  (niocLp), 

d.  h.  die  8  Zahlen  (Ä)  sind  Wurzeln  der  Congruenz 

x^  ^  1  (mod.j>), 

und  da  sie  unter  einander  incongruent  sind,  und  der  Modulus  eine 
Primzahl  ist,  so  bilden  sie  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser 
Congruenz  vom  Grade  8.  Jede  Zahl  aber,  welche  zum  Exponenten 
ö  gehört,  muss  vor  Allem  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  sein,  und 
wir  haben  daher  alle  etwa  existirenden  Zahlen ,  die  zu  ö  gehören, 
unter  den  Zahlen  (.A)  zu  suchen.  Wir  fragen  daher:  zu  welchem 
Exponenten  h  gehört  irgend  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  ar?  d.  h. 
welches  ist  die  kleinste  positive  Zahl  A,  für  welche 

(ar)h  =  arh  =  1  (mod.p) 

ist?  Offenbar  muss  rh  (da  a  zum  Exponenten  d  gehört)  durch  d 
theilbar  sein;  ist  daher  b  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  r  =  er'  und  d  =  ad',  so  muss  h  durch  d'  theilbar  sein;  die 
kleinste  Zahl  ä,  welche  diese  Bedingung  erfüllt,  ist  offenbar  d'  selbst, 
und  es  ist  auch  wirklich 

(ar)*'  =  {a6)r'  =  1  (mod.p); 

also  ist  8f  die  Zahl,  zu  welcher  ar  gehört.  Soll  also  ar  zum  Ex- 
ponenten 8  gehören,  so  muss  s  =  1,  also  r  relative  Primzahl  gegen 
8  sein;  und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall,  also  £  =  1  ist,  gehört 
auch  ar  wirklich  zum  Exponenten  8.    Wir  erhalten  so  das  Resultat, 

Diriofrlet,  Zahlentheorie.  f 


\ 
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dass  unter  den  Zahlen  (A)  genau  ebenso  viele  zu  dem  Exponenten 
8  gehören,  als  es  unter  den  Exponenten 

0,  1,  2  ..  .  (8  —  1) 

relative  Primzahlen  zu  8  giebt;  es  giebt  daher  <p(8)  solche  Zahlen. 
Da  wir  angenommen  hatten,  dass  mindestens  eine  solche  Zahl 
a  existirte,  so  können  wir  das  Bisherige  so  zusammenfassen:  Ist 
p  eine  Primzahl  und  8  ein  Divisor  von  p  —  1 ,  so  ist  die  Anzahl 
der  incongruenten  Zahlen ,  die  zu  8  gehören ,  entweder  =  0,  oder 
=  <p  (8).  Um  nun  über  diese  Alternative  zu  entscheiden,  betrach- 
ten wir  die  Totalität  aller  p  —  1  nach  dem  Modul  p  incongruenten 
und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen;  wir  theilen  dieselben  in 
Gruppen  ein,  indem  wir  je  zwei  incongruente  Zahlen  in  dieselbe 
oder  in  verschiedene  Gruppen  werfen,  je  nachdem  sie  zu  dem- 
selben Divisor  8  von  p  —  1  gehören  oder  zu. verschiedenen.  Be- 
zeichnen wir  mit  il>(d)  die  Anzahl  der  Individuen,  welche  in  die 
dem  Divisor  8  entsprechende  Gruppe  gehören,  so  muss,  da  jede 
der  p  —  1  vertheilten  Zahlen  in  eine,,  aber  auch  nur  in  eine  solche 

Gruppe  gehört, 

24>(«)=i>-l 

sein,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  sämmtliche  Divisoren  8  von 
p — 1  bezieht;  wir  wissen  ferner  schon,  dass 

il>  (8)  entweder  =  0,     oder  =  <p  (8) 

ist.    Da  nun  früher  bewiesen  ist  (§.  13),  dass  auch 

X<p(8)=p-1 

ist,  so  folgt  hieraus  mit  Notwendigkeit,  dass 

V  (8)  niemals  =  0,  sondern  stets  =  q>  (8) 

ist.  Denn  da  jedes  Glied  if>(8)  der  ersteren  Summe  dem  ent- 
sprechenden der  letzteren  höchstens  gleich  sein,  aber  niemals  das- 
selbe übertreffen  kann,  so  würde,  sobald  nur  ein  einziges  Mal  oder 
öfter  tl>  (8)  =  0  wäre ,  die  erstere  Summe  nothwendig  kleiner  aus- 
fallen müssen  als  die  letztere,  während  sie  in  der  That  einander 
gleich  sind.    Wir  haben  so  den  wichtigen  Satz  *)  gewonnen : 

Die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen,  tvelche  zu 
einem  bestimmten  Divisor  8  von  p  —  1  gehören,  ist  stets  =  <p  (8). 

Es  genügt,  einen  Blick  auf  das  obige  Beispiel  zu  werfen,  in 
welchem  p  =  7,  um  diesen  Satz  bestätigt  zu  sehen. 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  54. 
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8-  30. 

Am  interessantesten  und  folgenreichsten  ist  der  in  diesem  Re- 
sultat enthaltene  specielle  Fall,  in  welchem  d  =  p  —  1  ist: 

Es  giebt  stets  q>(p —  1)  incongruente  Zahlen  g,  welclie  zu  dem 
Exponenten  p —  1  gehören,  welche  also  die  charakteristische  Eigen- 
schaft haben,  dass  die p—l  Potenzen 

1,  ft  9\  9Z  •  .  •  9*~*  (ß) 

sämmtlich  incongruent  (mod.  p)  sind. 

Da  es  überhaupt  nur  p  —  1  incongruente  und  durch  p  nicht 
theilbare  Zahlen  c  giebt,  so  folgt,  dass  jede  solche  Zahl  c  einer, 
und  natürlich  auch  nur  einer  der  Potenzen  (G)  congruent  ist. 
Jede  solche  Zahl  g,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  gehört,  heisst 
eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p*),  und  man  kann  daher 
sagen:  wenn  g  eine  primitive  Wurzel  von^  ist,  und  c  irgend  eine 
durch  p  nicht  theilbare  Zahl ,  so  existirt  stets  eine  Zahl  y  in  der 
Reihe  0,  1,  2  ...  p  —  2  und  nur  eine  von  der  Beschaffenheit,  dass 

c=l  gV  (mod.  p) 

ist.  Wenn  man  in  dieser  Weise  alle  incongruenten  und  —  was  im 
Folgenden  immer  hinzuzudenken  ist  —  durch  p  nicht  theilbaren 
Zahlen  als  Potenzen  einer  Basis  g  darstellt,  so  heissen  die  Expo- 
nenten y  die  Indices  der  zugehörigen  Zahlen  c  in  Bezug  auf  die 
Basis  g,  und  man  schreibt  z.  B. 

Ind.  c  —  y, 

indem  man  die  Basis  g,  so  lange  sie  unverändert  bleibt,  in  der  Be- 
zeichnung unterdrückt. 

Nehmen  wir  z.  B.  p  =  13,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
2  eine  primitive  Wurzel  ist;  denn  durch  Potenziren  erhält  man 

20  =  1,     2i  =  2,     22  =  4,    23  =  8,     2*  =  3,     2*  =  6, 
26  =  12,  27  =  11,  28  =  9,    29  =  5,     210=  10,  2»=  7. 

Nehmen  wir  daher  2  zur  Basis  eines  Systems  von  Indices,  so  er- 
halten wir  folgende  Tabellen 


*)  Euler:  Demonstrationes  circa  residna  ex  divisione  potestatum^per 
numerus  primos  resultantia,  Nov.  Comm.  Petrop.  XVIII,  p.  85 
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deren  erstere  dazu  dient,  zu  einer  Zahl  c  den  Index  zu  finden, 
während  die  zweite  den  entgegengesetzten  Zweck  hat*). 

Offenbar  hat  dieses  ganze  Verfahren  die  grösste  Analogie  mit 
der  Construction  von  Logarithmentafeln,  die  ja  auf  dem  ähnlichen 
Gedanken  beruhen,  alle  positiven  Zahlen  als  Potenzen  einer  ein- 
zigen Basis  darzustellen;  und  es  zeigt  sich  nun  auch,  dass  in  der 
Zahlentheorie  die  Indices  ähnliche  Gesetze  befolgen  und  für  prak- 
tische Zwecke  ebenso  brauchbar  sind,  wie  die  Logarithmen.  Zu- 
nächst leuchtet  ein,  dass  zwei  congruente  Zahlen  auch  stets  den- 
selben Index  haben,  in  Zeichen:  wenn  a  =  b  (mod.p),  so  ist  auch 
Ind.  a  =  Ind.  b.  Ist  ferner  c  =  ab  (mod.#),  so  ist  Ind.  c  = 
Ind.  a  +  Ind.  b  (mod.^  —  1),  oder  kürzer,  es  ist  stets 

Ind.  (ab)  =  Ind.  a  -f  Ind.  b  (mod.  p  —  1). 
Denn  es  ist  ja 

a  =  gi*&*  (mod.^);    b  =  g1**-1  (mod.  p), 
also 

ab  =  0*nd«+in<u  (mod.#); 
nun  ist  aber  auch 

ab  =  g***-(*»  (mod.p), 
folglich 

^lnd.(aft)  =  ^Ind.a  +  Ind.6  (mod.  p). 

Da  nun  g  eine  primitive  Wurzel  von  p,  also  eine  zum  Exponenten 
*  =  (p  —  1)  gehörende  Zahl  ist,  so  folgt  aus  §.  28  die  Richtigkeit 
der  zu  beweisenden  Congruenz  nach  dem  Modul  p  —  1.  Nehmen 
wir  unser  obiges  Beispiel,  in  welchem  p  =  13,  so  ist  z.  B. 

Ind.  (7)  =  11,    Ind.  (9)  =  8, 
folglich 

Ind.  (63)  ==  19  (mod.  12)  * 

oder 

Ind.  (63)  =  7. 

*)  Im  Canon  Ärithmeticus  von  Jacobi  (1839)  findet  man  solche  Tabellen 
für  alle  dem  ersten  Tausend  angehörenden  Primzahlen. 
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In  der  That  ist  aber  63  =  11  (mod.  13),  und  Ind.  Ol)  =  7.  Man 
sieht  ans  diesem  Beispiel,  wie  eine  solche  Doppeltafel  der  Indices 
dazu  benutzt  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  die  Glasse  (11)  zu 
finden,  welcher  das  Product  (63)  aus  zwei  Zahlen  (7  und  9)  an- 
gehört. 

Natürlich  lässt  sich  der  vorstehende  Satz  auf  ein  Product  aus 
beliebig  vielen  Factoren  in  folgender  Weise  ausdehnen: 

IncL  (abc  .  .  .)  =  Ind.  a  +  Ind.  b  +  Ind.  c  +  •  •  •  (mod.  p  —  1). 

Nimmt  man  hierin  alle  Factoren  einander  congruent,  so  erhält 
man: 

Ind.  (an)  =  n  Ind.  a  (mod.  p  —  1), 

wo  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  liesse  sich  hieraus  auch  leicht  nachweisen,  dass  der  Ueber- 
gang  von  einem  System  von  Indices  zu  einem  anderen,  dessen  Basis 
eine  andere  der  q>(p —  1)  primitiven  Wurzeln  ist,  ganz  ähnlichen 
Gesetzen  unterliegt,  wie  der  Uebergang  von  einem  Logarithmen- 
system zu  einem  anderen ;  wir  beschränken  uns  indessen  auf  fol- 
gende einfache  Bemerkungen.  Wie  auch  die  Basis  g  gewählt  sein 
mag,  der  Index  von  1  ist  stets  =  0;  denn  es  ist  immer  g<>  =  l. 
Ferner  ist  (den  Fall  p  =  2  ausgenommen)  der  Index  von  —  1  stets 
=  \  (p  —  1);  denn  da  nach  §.  19 

g*-i  -  1  =  (g~—  1)  (g~  +  1)  =  0  (mod.  p) 
ist,  so  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 

g  2  -l,    g  a  +1 

durch  p  theilbar  sein ;  die  erstere  ist  es  aber  nicht,  denn  sonst  wäre 

p-i 
g  *    =  1  (mod.jp), 

was  mit  der  Voraussetzung  im  Widerspruch  ist,  dass  g  zum  Ex- 
ponenten p —  1  gehört;  es  ist  daher  stets 

g  2    =  —  1  (mod.  p)  . 
und  folglich 

Ind.  (- 1)  =  £=i  • 

Es  verdient  endlich  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die 
Indices,  statt  aus  den  Zahlen  0,  1,  2  ...  (p  —  2) ,  ebenso  gut  aus 
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jedem  anderen  vollständigen  System  incongruenter  Zahlen  in  Be- 
zug auf  den  Modul  p  —  1  wählen  kann;  die  so  eben  bewiesenen 
Fundamentalsätze  erleiden  dadurch  nicht  die  geringste  Aenderung. 
Man  kann  nun  die  Indices  benutzen,  um  eine  Congruenz  ersten 

Grades 

ax  =  b  (mod.jp), 

die  hier  die  Stelle  eines  Divisionsproblems  vertritt,  mit  Leichtig- 
keit aufzulösen;  denn  es  muss  offenbar 

Ind.  x  =  Ind.  b  —  Ind.  a  (mod.  p  —  1) 

sein.    Ist  also  z.  B.  die  Congruenz 

6x  =  6  (mod.  13) 

zu  lösen ,  so  wird  man ,  indem  man  wieder  die  primitive  Wurzel  2 
zur  Basis  des  Indexsystems  wählt, 

Ind.  x  =  Ind.  6  —  Ind.  5  =  5  —  9  =  8  (mod.  12) 

und  folglich 

x  =  9  (mod.  13) 
finden. 

Diese  Methode,  Congruenzen  ersten  Grades  aufzulösen,  scheint 

auf  den  ersten  Blick  nur  dann  anwendbar,  wenn  der  Modul  eine 

Primzahl  ist;  allein  man  kann  leicht  zeigen,  dass  jede  beliebige 

Congruenz  ersten  Grades 

ax  =  b  (mod.  fc), 

deren  Modul  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  auf  eine  Kette  von 
Congruenzen  reducirt  werden  kann,  deren  Moduln  Primzahlen  sind. 
Wir  können  uns  hierbei  auf  den  Fall  beschränken ,  in  welchem  a 
relative  Primzahl  gegen  Je  ist.    Man  löse  nun  zuerst  die  Congruenz 

ax  =  b  (mod.jp), 

wo  p  irgend  eine  in  k  =  pkf  aufgehende  Primzahl  ist,  nach  der 
neuen  Methode,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

x  =  a  (mod.  p)    oder    x  =  a  +  jp#', 

wo  od  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  substituirtman  diesen  Ausdruck 
in  die  gegebene  Congruenz,  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an: 

pax'  =  b  —  aoe  (mod.  fc). 

Da  nun  b  —  aa  durch  p  theilbar,  also  von  der  Form  b'p  ist,  so 
stimmen  sämmtliche  Wurzeln  der  vorstehenden  Congruenz  mit  den 
öämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
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aoi  =  V  (mod.  Je') 

überein.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  fortfahren,  indem  man 
diese  Congruenz  zunächst  nur  in  Bezug  auf  eine  in  Je'  aufgehende 
Primzahl  p'  löst,  u.  s.  f.;  man  braucht  dann  zuletzt  nur  noch  von 
der  Wurzel  der  letzten  dieser  Congruenzen  durch  successive  Sub- 
stitution zu  der  der  ursprünglichen  überzugehen. 


§.  31. 

Wir  benutzen  nun  noch  die  Theorie  der  Indices ,  um  auf  sie 
die  Theorie  der  binomischen  Congruenzen  für  einen  Primzahl- 
modulus  p  zu  stützen ;  nach  einer  früheren  Bemerkung  kann  man 
einer  jeden  solchen  binomischen  Congruenz  die  Form 

xn  =  D  (mod.  p)  (1) 

geben,  in  welcher  der  Coefficient  der  Potenz  der  Unbekannten 
=  1  ist;  da  ferner  der  Fall,  in  welchem  D  =  0  (mod.p)  und  folg- 
lich auch  x  =  0  (mod.  p),  ohne  Interesse  ist,  so  schliessen  wir 
denselben  aus. 

Bezeichnen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Indices  von  D  und  x 
resp.  mit  y  und  |  (wenn  irgend  eine  primitive  Wurzel  g  von  p  zur 
Basis  genommen  ist),  so  reducirt  sich  die  Auflösung  der  Congruenz 
(1)  auf  die  Bestimmung  aller  Wurzeln  £  der  Congruenz  ersten 
Grades 

n  |  =  y  (mod.  p  —  1) ;  (2) 

denn  offenbar  entspricht  jeder  Wurzel  der  einen  dieser  beiden 
Congruenzen  (1)  und  (2)  auch  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel  der 
anderen. 

Es  sei  jetzt  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen 
p—  1  und  w,  so  ist  (§.  22)  die  Congruenz  (2)  nur  dann  möglich, 
wenn  die  Bedingung 

y  =  0  (mod.  d)  (3) 

erfüllt  ist,  und  dann  hat  sie  d  nach  dem  Modul  p  —  1  incongruente 
Wurzeln  |.     Wir  schliessen  hieraus  unmittelbar  den  Satz: 

Ist  S  der  grösste  gemeinschaftlicJte  Divisor  des  Grades  n  der 
Congruenz  (1)  und  der  Zahl  jp  —  1 ,  so  ist  diese  Congruenz  nur 
dann  möglich,  wenn  die  Bedingung 

Ind.  D  =  0  (mod.  Ä)  (4\ 
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erfüllt  ist,  und  dann  besitzt  sie  ö  nach  dem  Modul  p  incongruente 
Wurzeln  x. 

Liegt  z.  B.  die-  Congruenz 

xs  ==  3  (mod.  13) 

vor,  so  ist  d  =  4;  nehmen  wir  ferner  die  primitive  Wurzel  2  als 
Öasis  für  die  Indices,  so  ist  Ind.  3  =  4,  also  ist  die  Bedingung  (4) 
erfüllt,  und  die  vorgelegte  Congruenz  hat  4  nach  dem  Modul  13 
incongruente  Wurzeln;  um  diese  zu  finden,  bilden  wir  die  Con- 
gruenz ersten  Grades 

8|  =  4  (mod.  12)    oder    2  £  ==  1  (mod.  3), 

und  erhalten  hieraus 

|  =  2  (mod.  3) 
oder 

£  =  2,    oder  5,    oder  8,    oder  11  (mod.  12), 

folglich,  indem  wir  zu  diesen  Indices  £  die  zugehörigen  Zahlen 
suchen, 

x  =  4,    oder  6,    oder  9,    oder  7  (mod.  13). 

Da  die  Möglichkeit  der  binomischen  Congruenz  von  der  Wahl 
der  primitiven  Wurzel  g,  auf  welche  sich  die  Indices  y  und  |  be- 
ziehen, nothwendig  unabhängig  sein  muss,  so  wird  das  Kriterium, 
dass  der  Index  y  einer  Zahl  D  durch  einen  Divisor  d  der  Zahl 
p  —  1  theilbar  sein  muss ,  in  eine  von  der  Theorie  der  Indices  un- 
abhängige Form  gebracht  werden  können.  Dies  bestätigt  sich  auf 
folgende  Weise.  Sobald  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis  g  der  Index 
y  der  Zahl  D  durch  den  Divisor  ö  von  p  —  1  theilbar,  also  von  der 
Form  hö  ist,  so  haben  wir  die  Congruenz 

D  =  gh#  (mod.  p) 

und  hieraus  durch  Potenzirung 

p— i 
D"^  ==  0Mp-i)  =  i  (mod.  p); 

und  umgekehrt,  sobald  die  Zahl  D  dieser  Bedingung 

P-i 
D'r  ==  1  (mod.  p) 

genügt,  muss  der  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Basis  g  genommene 
Index  y  der  Zahl  D  durch  8  theilbar  sein ;  denn  es  sei     . 

D  =  gy  (mod.  jp), 
so  folgt  hieraus 
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g      cf    =  l  (mod.  p), 

und  da  g  eine  primitive  Wurzel,  d.  h.  eine  zum  Exponenten  p  —  1 
gehörende  Zahl  ist,  so  muss  der  Exponent  durch  p  —  1 ,  und  folg- 
lich der  Index  y  durch  S  theilbar  sein. 

Nachdem  das  ursprüngliche  Kriterium  so  umgeformt  ist,  kön- 
nen wir  unseren  Satz  in  folgender  Weise  unabhängig  von  der 
Theorie  der  Indices  aussprechen: 

Ist  6  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  n  und 
p  —  1,  so  hat  die  Congruenz 

xn  =  D  (mod.  p),  (1) 

genau  8  incongruente  Wurzeln,  oder  gar  keine,  je  nachdem  die  Zahl 

D  der  Bedingung 

p-i 

D  *    =  1  (mod.  p)  (5) 

genügt  oder  nicht  genügt 

Den  speciellen  Fall,  in  welchem  d  =  n  und  D  =  1  ist,  haben 
wir  schon  früher  (§.  27)  auf  anderem  Wege  bewiesen;  es  würde 
nicht  schwer  sein,  aus  den  dort  angewandten  Principien  auch  den 
allgemeinen  Satz  abzuleiten,  ohne  die  Theorie  der  Indices  zu  Hülfe 
zu  rufen;  doch  überlassen  wir  der  Kürze  halber  diese  Untersuchung 
dem  Leser. 

Wir  können  nun  auch  noch  die  Frage  aufstellen:  wenn  der 
Grad  n  der  Congruenz  (1)  gegeben  ist,  wie  viele  incongruente 
Zahlen  D  existiren,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist? 
Hierauf  liefert  der  Satz  selbst  sogleich  die  Antwort,  denn  diese 
Zahlen  D  sind  ja  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  binomischen  Con- 
gruenz 

p-i 
x  &    =  1  (mod.  p)\ 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Exponenten  (p — 1)  :  ö 
und  der  Zahl  p  —  1  ist  in  diesem  Falle  der  Exponent  (p  —  1)  :  d 
selbst,  und  da  das  Kriterium  für  die  Möglichkeit  offenbar  erfüllt 
ist,  so  ist  also  die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  D,  für  welche 
die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  genau  =  (p  —  1)  :  ä.  Man  nennt 
solche  Zahlen  D,  welche  der  wten  Potenz  einer  Zahl  congruent 
sind,  kurz  nte  Potenzreste,  und  wir  können  daher  sagen: 

D%€  Anzahl  aller  nten  Potenzreste  ist  =  (p —  1) :  d,  wo  S  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zahlen  n  und  p  —  1  be- 
zeichnet. 
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Man  findet  dieselben  offenbar,  wenn  man  alle  incongruenten 
Zahlen  zur  wten  Potenz  erhebt  und  deren  Beste  bildet.  Wenn 
n  =  2,  3,  4  ist,  so  nennt  man  diese  Zahlen  resp.  quadratische,  cu- 
bische,  biquadratische  Beste.  Mit  der  Theorie  der  ersteren,  welche 
für  sich  allein  schon  eine  grosse  Ausdehnung  besitzt,  werden  wir 
uns  nun  im  Folgenden  ausführlich  beschäftigen. 


1*        $ 
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Von  den  quadratischen  Resten. 


§•  32. 

Wir  behandeln  im  Folgenden  ausführlich  die  Theorie  der  Con- 
gruenzen  von  der  Form 

x*  =  D  (mod.  &),  (1) 

in  welcher  wir  stets  D  als  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  jfc 
voraussetzen.  Es  würde  sich  leicht  zeigen  lassen,  dass  jede  be- 
liebige Congruenz  zweiten  Grades  auf  diesen  Fall  zurückgeführt 
werden  kann;  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten.  So  oft 
nun  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  so  oft  sie  Wurzeln  hat, 
heisst  die  Zahl  D  quadratischer  Rest  der  Zahl  k;  im  entgegen- 
gesetzten Fall  heisst  D  quadratischer  Nichtrest  der  Zahl  Je.  Man 
lässt  auch  häufig,  wenn  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist, 
das  Beiwort  „quadratisch"  fort  und  nennt  kurz  die  Zahl  D  Best 
oder  Nichtrest  von  jfc,  je  nachdem  die  Congruenz  (1)  möglich  ist 
oder  nicht.  Unmittelbar  leuchtet  hieraus  ein,  dass  zwei  nach  dem 
Modul  Je  congruente  Zahlen  entweder  beide  Reste  von  fr,  oder  beide 
Nichtreste  von  fr  sind;  d.  h.  alle  in  einer  und  derselben  Classe  ent- 
haltenen Zahlen  haben  denselben  Charakter;  je  nachdem  eine  von 
ihnen  Rest  oder  Nichtrest  des  Modul  Je  ist,  sind  sie  alle  Reste  oder 
alle  Nichtreste  von  fr. 
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Die  Theorie  der  quadratischen  Reste  zerfällt  nun  in  zwei 
Haupttheile;  man  kann  nämlich  einmal  die  Frage  aufwerfen: 

Wenn  der  Modul  k  gegeben  ist,  welches  sind  dann  die  sämtnt- 
lichen  incongruenten  quadratischen  Reste  von  k?  und  wie  viele 
Wurzeln  hat  die  einer  jeden  dieser  Zahlen  erdsprechende  Congruenz? 

Bei  weitem  schwieriger  ist  aber  die  Beantwortung  der  folgen- 
den zweiten  Hauptfrage: 

Wenn  die  Zahl  D  gegeben  ist,  welches  sind  dann  die  Moduln 
k,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  welches  sind  die 
Zahlen  k,  von  denen  die  gegebene  Zahl  D  quadratischer  Best  ist? 


§.  33. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  ersten  Frage  und  be- 
ginnen die  Untersuchung  mit  dem  einfachsten  Falle,  mit  dem  näm- 
lich ,  wo  der  Modul  eine  ungerade  Primzahl  p  ist  (der  Fall  p  =  2 
erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemerkung,  dass  jede  ungerade 
Zahl  =  l2,  also  quadratischer  Rest  von  2  ist).  Hier  erhalten  wir 
die  vollständige  Antwort  sogleich  durch  die  vorhergehende  Theorie 
der  binomischen  Congruenzen  (§.  31).  In  unserem  Falle  ist  nämlich 
n  =  2  der  Grad  der  binomischen  Congruenz,  und  da  p  —  1  gerade 
ist,  so  ist  ö  =  2  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und 
p  —  1 ;  die  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  p) 

ist  daher  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn 

p-i 
D  2    =  1  (mod.p), 

und  zwar  hat  sie  jedesmal  zwei  incongruente  Wurzeln;  es  giebt 
\(p  —  1)  quadratische  Reste,  und  folglich,  da  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleich  p  —  1  ist, 
auch  |  (jp  —  1)  Nichtreste  von  p.  Da  ferner  nach  dem  Fermat'- 
schen  Satze 

Dp-1  —  1  =  (D"7"—  1)  (D"r+  1)  s  0  (mod. p) 
ist,  so  folgt,  dass 

D  2    =  —  1  (mod.  p) 
sein  muss,  so  oft  D  ein  Nichtrest  von  p  ist.     Je  nachdem  also 
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D  *  =  +  1  oder  =  —  1  ist,  ist  D  ein  Rest  oder  Nichtrest  von  p. 
Nennt  man  die  Eigenschaft  einer  Zahl  2),  Rest  oder  Nichtrest  von 
p  zu  sein,  ihren  Charakter,  so  ist  derselbe  also  durch  dieses  Kri- 
terium vollständig  bestimmt*). 

Es  lässt  sich  indessen  auch  ganz  elementar  beweisen,  dass 
die  Anzahl  sowohl  der  Reste  als  auch  der  Nichtreste  =  \(p  —  1) 
ist    Quadrirt  man  nämlich  die  \(j>  —  1)  Zahlen 

1     2     3  £— L 

so  sind  die  Quadrate  sämmtlich  incongruent;  denn  sind  r  und  s 
zwei  verschiedene  dieser  Zahlen,  so  ist  die  Differenz  ihrer  Quadrate 

r2  —  s2  =  (r  +  s)  (r  —  s) 

nicht  theilbar  durch  p,  da  die  Factoren  r  -f-  s  und  r  —  s  kleiner  als 
})  sind.  Diese  ±(p  —  1)  Quadrate  geben  also  wirklich  ±(|)  —  1) 
incongruente  quadratische  Reste ;  dagegen  liefern  die  Quadrate  der 
folgenden  Zahlen 

dieselben  Reste  wieder;  denn  es  ist  allgemein 

(p  —  r)2  =  p2  —  2rjp  +  r2  =  r2  (mod.  p). 

Also  ist  |(p  —  1)  die  Anzahl  aller  quadratischen  Reste,  und  folg- 
lich auch  die  der  quadratischen  Nichtreste. 

Da  ein  Product  aus  mehreren  Factoren,  die  nicht  durch  p 
theilbar  sind,  dieselbe  Eigenschaft  hat,  so  kann  man  nach  dem 
Charakter  des  Productes  fragen,  wenn  die  Charaktere  der  Factoren 
gegeben  sind.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  zwei  Factoren, 
so  sind  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Das  Product  aus  zwei  Resten  ist  wieder  ein  Rest;  denn 
sind  a  und  af  Reste,  so  giebt  es  Zahlen  #,  x'  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  a  =  x2  (mod.  j>),  a!  =  x'2  (mod.  p)\  hieraus  folgt  aber 
aaf  =  (xaf)2  (mod.  p\  d.  h.  aa!  ist  Rest  von  p. 

II.  Das  Product  aus  einem  Rest  und  einem  Nichtrest  ist  ein 
Nichtrest    Denn  wenn  wir  ein  vollständiges  System  incongruenter 

*)  Dies  Kriterium  rührt  wesentlich  von  Euler  her;  man  vergl.  z.  B. 
die  Abhandlung  Theoretnata  circa  residua  ex  divisione  potestatum  relicta, 
Nov.  Comm.  Petrop.  VII,  p.  49;  aber  es  ist  mir  nicht  geglückt,  in  seinen  zahl- 
reichen Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  eine  Stelle  aufzufinden,  wo  das- 
selbe in  voller  Schärfe  ausgesprochen  wäre. 
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und  durch  p  nicht  theilbarer  Zahlen  bilden,  so  zerfällt  dasselbe  in 
zwei  Gruppen,  deren  eine  \(p —  1)  Reste  —  wir  wollen  sie  all- 
gemein mit  a  bezeichnen  —  und  deren  zweite  \  (p  —  1)  Nichtreste 
ß  enthält.  Multiplicirt  man  nun  alle  diese  Zahlen  a  und  ß  mit 
einem  Reste  a,  so  bilden  die  Producte  aa  und  aß  wieder  ein  voll- 
ständiges System  incongruenter  (durch  p  nicht  theilbarer)  Zahlen, 
welches  also  wieder  \(p  —  1)  Reste  und  \{p  —  1)  Nichtreste  ent- 
hält. In  der  That  sind  nun  (nach  I.)  die  Producte  aa  sämmtlich 
wieder  Reste;  es  müssen  daher  die  anderen  \{p —  1)  Producte  aß 
sämmtlich  Nichtreste  sein;  also  ist  das  Product  aus  jedem  Rest  a 
und  jedem  Nichtrest  ß  ein  Nichtrest. 

III.  Das  Product  aus  zwei  Nichtresten  ist  ein  Rest.  Denn 
bildet  man  wieder  das  System  der  Reste  a  und  Nichtreste  ß,  und 
multiplicirt  dieselben  mit  einem  Nichtreste  6,  so  sind  die  Producte 
ba  (nach  II.)  sämmtlich  Nichtreste;  folglich  müssen  die  übrigen 
2  (P  —  *)  Producte  bß  sämmtlich  Reste  sein. 

Man  kann  diese  wichtigen  Sätze  offenbar  in  den  folgenden 
einen  zusammenfassen: 

Ein  Product  aus  beliebig  vielen  durch  die  Primzahl  p  nicht 
theilbaren  Zahlen  ist  Rest  oder  Nichtrest  von  j>,  je  nachdem  die  An- 
zahl der  Nichtreste,  welche  sich  unter  den  Factoren  finden,  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  oben  auf- 
gestellten Kriterium  für  den  Charakter  einer  Zahl;  denn  da 

p— i  p— *    p— i    p— i 

(abc  .  .  .)  2    =  a  2    b  2    c  a    ... 

ist,  so  wird 

p-i 

(abc  .  .  .)  a    =  +  1    oder    =  —  1  (mod.  p) 

£— i       p—  i       p  —  1 

sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Factoren  a2  ,  &*,  c2..., 
welche  = — 1  sind,  eine  gerade  oder  ungerade  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  in  Form  einer  Gleichung  ausdrücken, 
wenn  man  sich  eines  von  Legendre*)  in  die  Zahlentheorie  einge- 
führten Zeichens  bedient,  welches  in  allen  folgenden  Untersuchungen 
eine  grosse  Rolle  spielt.  Legendre  bezeichnet  nämlich  durch  das 
Symbol 


/  m\ 
\P/ 


*)  Theorie  des  Nombres,  3me  ed.    Tom.  I.  p.  197. 
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die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem  die  durch  die  Prim- 
zahl p  nicht  theilbare  Zahl  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
von  p  ist;  es  ist  daher  stets 

(=)  (=)  =  +!     «.d    »'-?  ^  (=)  (mod.  „,. 

Den  Satz  über  den  Charakter  eines  Productes  kann  man  dann 
offenbar  durch  die  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

~T~)  =  \p)  \p)  \p)  " ' 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  sobald  m  =  n  (mod.  p),  auch 


sein  wird. 


© = (?) 


§.34. 


Es  ist  nun  interessant  zu  sehen ,  dass  die  soeben  gewonnenen 
Sätze,  welche  zum  Theil  als  Resultate  einer  ausgedehnten  Theorie, 
wie  der  der  binomischen  Congruenzen,  erscheinen,  sich  aus  den 
ersten  Principien  auf  einem  ganz  elementaren  Wege  ableiten  lassen, 
der  zugleich  einen  neuen  Beweis  des  Wilson'schen  und  Fermat'schen 
Satzes  liefern  wird. 

Es  sei  D  irgend  eine  durch  die  (ungerade)  Primzahl  p  nicht 
theilbare  Zahl,  und  r  irgend  eine  der  Zahlen 

l,2,3...(p-l);  (1) 

dann  existirt  in  derselben  Reihe  stets  eine  und  nur  eine  Zahl  s 
von  der  Beschaffenheit,  dass 

rs  =  D  (mod.  p) 

ist;  denn  diese  Zahl  s  ist  ja  die  Wurzel  der  Congruenz  ersten 
Grades  rx  =  D  (mod.  jp);  je  zwei  solche  Zahlen  r  und  s  der  Reihe 
(1),  deren  Product  =  D  ist,  wollen  wir  zusammengehörige  Zahlen 
nennen;  offenbar  ist  durch  eine  dieser  beiden  Zahlen  die  andere 
ebenfalls  bestimmt.  Identisch  können  diese  beiden  Zahlen  nur  dann 
werden,  wenn  die  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  p)  ($\ 
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möglich  ist.  Danach  theilen  wir  unsere  Untersuchung  in  zwei 
Fälle  ein. 

Erstens:  Die  Congruenz  (2)  ist  unmöglich.  —  Dann  sind  also 
je  zwei  zusammengehörige  Zahlen  von  einander  verschieden,  und 
da  zwei  solche  Paare  stets  identisch  sind,  sobald  sie  nur  eine  ge- 
meinschaftliche Zahl  haben,  so  zerfallen  die  sämmtlichen  p  —  1 
Zahlen  (1)  in  \{p —  1)  solche  Paare  zusammengehöriger  Zahlen, 
und  folglich  ist  ihr  ProduCt 

p-i 
1.2.3...  (p—l)  =  D    2    (mod.  p).  (3) 

Zweitens:  Die  Congruenz  (2)  ist  möglich.  —  Dann  existirt  also 
auch  in  der  Reihe  (1)  mindestens  eine  Zahl  q  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  q2  =  D;  sehen  wir  zu,  ob  ausser  q  in  der  Reihe  (1) 
noch  eine  solche  Zahl  6  existirt;  dann  muss  62  =  p2,  folglich 
(6  —  q)  (ö  -f-  q)  durch  p  theilbar  sein;  da  wir  6  verschieden  von  q 
voraussetzen,  so  ist  ö  —  q  nicht  theilbar  durch p,  folglich  muss 
6  +  q  theilbar  durch  #,  also  ö  =  p  —  q  sein;  und  in  der  That  ist 
wirklich  (p  —  q)2  =  D.  Trennen  wir  nun  diese  beiden  (wirklich 
ungleichen)  Zahlen  q  und  ö  =  p  —  p,  deren  Product  qö  =  —  q* 
=  —  D  ist,  von  den  übrigen  der  Reihe  (1),  so  zerfallen  die  letzteren 
iß  i  (P  —  3)  Paare  zusammengehöriger  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  jedes  Paar  aus  zwei  verschiedenen  Zahlen  besteht.  Dem- 
nach ist  in  diesem  Fall  das  Product  aller  Zahlen  der  Reihe  (1): 

1  .  2  .  3  .  .  .  ( p  —  1)  =  —  D   2    (mod.  p).  (4) 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  in  welchem  die  Congruenz  (2) 
stets  möglich  ist,  nämlich  den,  in  welchem  D  =  1  =  l2;  wir  er- 
halten daher  zunächst  aus  (4)  den  Satz  von  Wilson: 

1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1)  =  —  1  (mod.  p),  (5) 

und  substituiren  wir  dies  in  die  Congruenzen  (3)  und  (4),  so  er- 
halten wir  das  Resultat,  dass 

D  2    =  +  1     oder    =  —  1  (mod.  p) 

ist,  je  nachdem  die  Congruenz  (2)  möglich  oder  nicht  möglich  ist. 
Da  endlich  ein  dritter  Fall  nicht  existiren  kann,  so  erhalten  wir 
allgemein 

Dp-1  =  (d^)  =  (±  l)a  =  +  1  (mod. p), 
also  den  Satz  von  Fermat. 
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Durch  diese  einfache  Betrachtung  sind  wir  also  sogleich  bis 
zu  denselben  Sätzen  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  ge- 
langt, welche  vorher  ans  der  allgemeinen  Theorie  der  binomischen 
Congrnenzen  abgeleitet  waren. 


§.  35. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Untersuchung  des  Falls,  in  wel- 
chem der  Modul  t  der  quadratischen  Congruenz 

x2  =  D  (niod.  I) 

die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist;  dabei  müssen  wir  den  Fall,  in 
welchem  p  =  2,  gesondert  von  den  übrigen  behandeln,  in  welchen 
p  eine  ungerade  Primzahl  ist  *). 

Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  A*  =p7?,  wo  % 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  nehmen  wir  an,  die 
Congruenz 

x*  =  D(mod.p7')  (1) 

sei  möglich,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  im  Ganzen  zwei 
incongruente  Wurzeln  hat;  denn  ista  eine  bestimmte,  undd*  irgend 
eine  Wurzel,  so  muss 

x2  —  a2  =  (x  —  a)  (x  +  a)  =  0  (mod.  p71) 

sein;  von  den  beiden  Factoren  x  —  a  und  x  +  a  ist  aber  nur  einer 
durch  p  theilbar;  denn  wären  beide  durch  p  theilbar,  so  wäre  auch 
ihre  Differenz  2  a,  und  folglich  auch  a  durch  p  theilbar,  was  nicht 
der  Fall  ist,  da  wir  D  =  a2  als  nicht  theilbar  durch  p  vorausge- 
setzt haben.  Da  also  einer  der  beiden  Factoren  relative  Primzahl 
gegen  pn  ist,  so  muss  der  andere  für  sich  allein  durch  pn  theilbar 
sein.    Es  ist  daher  entweder 

x  =  a  (mod.  pn),    oder    x  =  —  a  (mod.  pn)\ 

also  hat  die  Congruenz  (1)  entweder  gar  keine  Wurzel,  oder  sie 
hat  zwei  incongruente  Wurzeln  a  und  —  a. 

Es  ist  nun  noch  zu  entscheiden,  wann  das  Eine,  wann  das  An- 
dere Statt  finden  wird.  Da  nun  jede  Wurzel  a  der  Congruenz  (1) 
auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 


*)  Die  nachfolgenden  Resultate  lassen  sich  auch  aus  dein  in  §.  145  be- 
wiesenen Satze  ableiten.  *  j  "_■ 

Diriohlet,  Zahlentheorie. 


82  Dritter  Abschnitt. 

x2  =  D  (mod.  p)  (2) 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Congruenz  (1)  nur  dann  möglich  ist, 
wenn  D  quadratischer  Rest  von  p  ist;  es  fragt  sich  daher  nur,  ob 
auch  umgekehrt,  wenn  D  quadratischer  Rest  von  p  ist,  hieraus  die 
Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  folgt.  Um  dies  zu  zeigen,  brauchen 
wir  nur  nachzuweisen,  dass,  sobald  die  Congruenz  (2)  eine  Wurzel 
a  besitzt  (also  D  quadratischer  Rest  von  p  ist) ,  hieraus  sich  eine 
Wurzel  der  Congruenz  (1)  ableiten  lässt,  welche  =  a  (mod.  p)  ist; 
und  da  Aehnliches  von  jeder  Congruenz  x2  =  D  (mod.  Je)  gilt,  wo 
D  stets  dieselbe  Zahl,  Je  aber  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl  p 
ist,  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  aus  einer  Wurzel  a  der 
Congruenz  (1)  sich  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x2  =  D  (mod.p7»  +  1)  (3) 

ableiten  lässt,  welche  =  a  (mod.  pn)  ist.    Es  sei  daher 

a2  ^  D  (mod.  pn)    oder    a2  —  D  =  hpn, 

so  setzen  wir 

x  =  a  +  pny, 
woraus 

x2  —  D  =  hpn  +  2 apn y  -f  p2n y2  =  p"(h  +  2ay)  (mod.]»**1) 

folgt;  damit  nun  x2  =  D  (mod.  pn  +  i)  werde,  braucht  y  nur  so 
bestimmt  zu  werden,  dass 

2  ay  =  —  h  (mod.  p) 

werde;  da  nun  Z),  folglich  auch  a,  und  also,  da  p  ungerade  ist, 
auch  2  a  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  so  lässt  sich  y  stets 
so  wählen ,  dass  es  dieser  Congruenz  ersten  Grades  genügt  Wir 
sehen  also,  dass  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  auch  stets 
.die  Möglichkeit  der  Congruenz  (3)  folgt;  durch  dieselbe  wiederholt 
angewendete  Schlussweise  ergiebt  sich  also  auch,  dass  aus  der 
Möglichkeit  der  Congruenz  (2)  stets  die  der  Congruenz  (1)  folgt, 
und  wir  haben  auch  eine  Methode  gefunden ,  um  aus  einer  Wurzel 
der  Congruenz  x2  =  D  für  den  Modul  p  successive  eine  Wurzel 
derselben  Congruenz  für  die  Moduln  p2,  p*  .  .  .  pn  zu  gewinnen. 
Wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Ist  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  D  eine  durch  p  nicht  theil- 
bare Zahl,  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  pn) 

erforderlich  und  hinreichend,  dass 


Quadratische  Reste.  83 


(£)= 


1, 
P  / 

d.  h.  dass  D  quadratischer  Best  von  p  sei;  sobald  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  zwei  incongruente  Wur- 
zeln a  und  —  a,  ivelciie  gefunden  werden  können,  sobald  man  eine 
Wurzel  der  Congruenz 

x*  =  D  (mod.  p) 

gefunden  hat. 


§.  36. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  besonderen  Fall  über,  in  welchem  der 
Modul  k  eine  Potenz  der  Primzahl  2  ist,  so  dass  also  D  irgend 
eine  ungerade  Zahl  bedeutet.  Betrachten  wir  zunächst  die  Con- 
gruenz 

x*  =  D  (mod.  4), 

so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  stets  und  nur  dann  möglich 
ist,  wenn 

D  =  1  (mod.  4) 

ist    Denn  ist  die  Congruenz  möglich,  so  ist  x  jedenfalls  ungerade, 
und  das  Quadrat  von  x  =  2n  +  1  ist  4w2  +  4n  +  1  =1  (mod.  4); 
umgekehrt,  ist  D  =  1  (mod.  4),  so  hat  die  Congruenz  offenbar  die 
beiden  incongruenten  Wurzeln  x  =  1  und  x  =  —  1  (mod.  4). 
Gehen  wir  nun  zu  der  Congruenz 

x*  =  D  (mod.  8) 

über,  so  leuchtet  ein,  da  das  Quadrat  einer  jeden  ungeraden  Zahl 
4n+l  gleich  16n2  +  8w-fl  =  l  (mod.  8)  ist,  dass  diese  Con- 
gruenz nur  dann  möglich  ist,  wenn 

D  =  1  (mod.  8) 

ist;  und  umgekehrt,  sobald  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  hat  die 
Congruenz  die  vier  incongruenten  Wurzeln  #  =  1,  #  =  3,  x  =  5, 
x  =  7. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Congruenz 

x*  =  D  (mod.  271), 

woä^3  ist,  so  kann  diese  Congruenz  nur  dann  möglich  i 
wenn  die  Congruenz 
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x2  =  D  (mod.  8) 
möglich  ist;  es  ist  daher  erforderlich,  dass 

D  =  1  (mod.  8) 

sei.  Wir  wollen  nun  umgekehrt  zeigen,  dass  diese  Bedingung 
auch  hinreicht,  und  dass  dann  die  Congruenz  stets  vier  incongruente 
Wurzeln  hat.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dies  sei  für  den  Modul 
2n  schon  bewiesen,  so  können  wir  zeigen,  dass  dasselbe  auch  für 
den  Modul  27l  +  1  gilt.  Es  sei  nämlich  a  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz 

x2  =  D  (mod.  271) 
also 

k2  —  D  =  Ä.2", 
so  setzen  wir 

x  =  «  +  2n~l  .y\ 
dann  wird 

x*  —  D  =  h.2n  +  2n.ay  +  227*~*y*. 

Da  nun  n  2^  3,  so  ist  2  %  —  2  2>  it  -f  1,  folglich 

x2  —  D  =  2n(h  +  ay)  (mod.  27t  +  1). 

Damit  also  x2 —  D  durch  27*+1  theilbar  werde,  braucht  man  nur  y 
so  zu  wählen,  dass 

ay  =  —  h  (mod.  2) 

werde.  Dies  ist  aber  stets  möglich,  da  a  eine  ungerade  Zahl  ist; 
also  folgt  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  2n), 

wo  %  ^>  3  ist,  stets  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  27r  +  1). 

Wir  schliessen  hieraus  zunächst  das  folgende  Resultat: 
Damit  die  Congruenz 

x2  =  D  (mod.  2*), 

in  welcher  it  2>  3  ist,  Wurzeln  habe,  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass 

D  =  1  (mod.  8) 
sei. 

Ist  nun  a  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  —  und  eine  solche 
kann  immer  nach  der  obigen  Methode  gefunden  werden  — ,   so 
muss,  wenn  x  irgend  eine  Wurzel  derselben  Congruenz  bezeichnet, 
x2  —  a2  =  (x  —  a)  (x  -f  a)  =  0  (mod.  2n) 
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sein.  Da  ferner  a  sowohl  wie  x  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  so 
sind  die  beiden  Factoren  x  —  a  und  x-\-a  gerade  Zahlen,  und 
dann  muss 

-2 j-  =  0  (mod.  2*-') 

sein.  Da  nun  die  Differenz  der  beiden  Factoren  \(x  —  a)  und  \  (x  +  a) 
eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  einer  von  ihnen  ungerade,  und 
der  andere  folglich  theilbar  durch  2*-*  sein.  Dies  giebt  folgende 
Fälle: 

x  =  a  (mod.  271-1)    oder    x  =  —  a  (mod.  271"1) 

und  diese  liefern  wieder  folgende  vier  Fälle: 

x  =  a  (mod.  271);        x  =  a  +  2*-1  (mod.  271); 
x  =  —  a  (mod.  2*);    x  =  —  «  —  2*-1  (mod.  2n). 

Und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  dieser  vier 
in  Bezug  auf  den  Modul  2n  incongruenten  Zahlen  der  Congruenz 
genügt. 

Wir  fassen  die  ganze  Untersuchung  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen: 

Die  Congruenz 

x*  =  D  (mod.  2n) 

ist  stets  möglich,  wenn  x  =  1,  und  hat  dann  eine  Wurzel;  sie  ist, 
wenn  u  =  2,  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn  D  =  1  (mod,  4), 
und  sie  hat  dann  zwei  Wurzeln;  sie  ist,  wenn  %  ^>  3,  stets  und  nur 
dann  möglich,  wenn  D  =  1  (mod.  8)  ist,  und  zwar  hat  sie  dann 
vier  Wurzeln. 


§.  37. 

Es  ist  jetzt  leicht,  die  Möglichkeit  und  die  Anzahl  der  Wur- 
zeln der  Congruenz  x*  =  D  für  einen  beliebigen  Modulus  zu  be- 
urtheilen,  der  relative  Primzahl  zu  D  ist.  Wir  führen  diese  Unter- 
suchung ganz  allgemein  in  folgender  Weise. 

Es  seien  a,  b,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander,  und 

f(x)  =  0  (mod.  abc  .  .  .)  (1) 

eine  beliebige  zur  Auflösung  vorgelegte  Congruenz ,  so  lässt  die- 
selbe sich  stets  auf  die  vollständige  Auflösung  der  CougtuesiTÄTX 


V 
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f(x)  =  0  (mod.  a) 

f(x)  =  0  (mod.  b)  ,  (2) 

f(x)  =  0  (mod.  c) 
u.  s.  w. 

zurückführen.  Zunächst  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  x  der  Con- 
gruenz  (1)  auch  allen  Congruenzen  (2)  genügen  muss;  es  wird  da- 
her die  Congruenz  (1)  unmöglich  sein,  wenn  dies  mit  irgend  einer 
der  Congruenzen  (2)  der  Fall  ist.  Umgekehrt,  ist  cc  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f(x)  =  0  (mod.  a) ,  ebenso  ß  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f(x)  =  0  (mod.  6),  y  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz f(x)  =  0  (mod.  c)  u.  s.  w.,  so  bestimme  man  (nach  §.  25) 
eine  Zahl  x  durch  das  System  von  Congruenzen 

x  =  a  (mod.  a) 

x  =  ß  (mod.  b)  (3) 

x  =  y  (mod.  c) 

u.  s.  w., 
so  wird 

f{x)  =f(cc)  =  0  (mod.  a) 
f(x)=f(ß)  =  0(moä.b) 
f(x)=f(y)  =  0(mod.c) 
u.  s.  w., 

und  folglich,  da  o,  6,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander  sind, 
auch 

f(x)  =  0  (mod.  abc  .  .  .), 

d.  h.  jede  dem  System  (3)  genügende  Zahl  x  ist  eine  Wurzel  der 
vorgelegten  Congruenz  (1).  Da  nun  (nach  §.  25)  dem  System  (3) 
unendlich  viele  Zahlen  x  genügen,  welche  aber  alle  nach  dem  Modul 
abc  .  .  .  einander  congruent  sind,  so  liefert  das  System  (3)  eine 
und  nur  eine  Wurzel  x  der  Congruenz  (1).     Ist  nun 

A  die  Anzahl  aller  incongruenten  Wurzeln  a  (mod.  a) 
f*    »         »  „  »  »         ß  (mod.  b) 

v   n        »         n  n  „        y  (mod.  C) 

u.  s.  w.,    v 

so  kann  man  im  Ganzen  kpv  .  .  .  verschiedene  Systeme  (3)  bilden, 
welchen  (nach  §.  25)  ebensoviele  verschiedene  Wurzeln  x  der  Con- 
gruenz (1)  entsprechen;  und  andere  Wurzeln  kann  diese  letztere 
nicht  besitzen,  weil,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  jede  bestimmte 
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Wurzel  x  der  Congruenz  (l)  auch  Wurzel  aller  Congruenzen  (2) 
und  folglich  einem,  bestimmten  a  (mod.  a),  einem  bestimmten  ß 
(mod.  6),  einem  bestimmten  y  (mod.  c )  u.  s.  f.  congruent  sein  muss. 
Mithin  ist  die  Anzahl  aller  nach  dem  Modul  abc  .  .  .  incongruenten 
Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  =  Aftv  .  .  . 

Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Resultates  sind  wir  im  Stande 
zu  beurtheilen,  ob  die  Congruenz 

z*  =  D  (mod.  A), 

in  welcher  D  und  k  relative  Primzahlen  sind,  möglich,  und  wie 
gross  die  Anzahl  6  ihrer  incongruenten  Wurzeln  ist.  Bedeutet  p 
jede  beliebige  in  dem  Modul  k  (also  nicht  in  D)  aufgehende  unge- 
rade Primzahl,  so  ist  erforderlich,  dass 


(f)= 


sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  x*  =  D  in 
Bezug  auf  jeden  Modulus  von  der  Form  pn  genau  zwei  incon- 
gruente  Wurzeln.  Ist  daher  der  Modul  k  ungerade,  und  ft  die  An- 
zahl der  von  einander  verschiedenen  in  k  aufgehenden  Primzahlen 
j),  so  ist 

6  =  2f. 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  der  Modulus  k  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist;  denn  die  Congruenz  x2  =  D  (mod.  2)  hat 
stets  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Ist  aber  k  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ausser 
den  früheren  jt  Bedingungen  noch  erforderlich,  dass  D  =  1  (mod.  4) 
sei;  da  alsdann  die  Congruenz  x2  =  D  (mod.  4)  zwei  Wurzeln  be- 
sitzt, so  ist 

6  =  2i"  +  1. 

Ist  endlich  k  =  0  (mod.  8) ,  so  ist  ausser  den  früheren  (i  Be- 
dingungen noch  erforderlich,  dass  D  =  1  (mod.  8)  sei;  da  dann 
die  Congruenz  x2  =  D  (mod.  271),  wo  %  2>  3,  stets  vier  Wurzeln 
hat,  so  ist  in  diesem  Fall 

6  =  2<"  +  a. 
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§•  38. 


Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  eine 
Anwendung  von  dem  soeben  gewonnenen  Resultate  auf  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27)  machen.  Setzen 
wir  D  =  1,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Congruenz 

x2  =  1  (mod.  k)  .  (1) 

•  • 

für  jeden  Modul  k  möglich  ist;  die  Anzahl  6  ihrer  Wurzeln  ist 
=  1,  wenn  fc  =  1  oder  k  =  2;  sie  ist  =  2,  wenn  k  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz 
oder  =  4  ist;  in  allen  übrigen  Fällen  ist  ö  durch  4  theilbar. 
Schliessen  wir  die  Fälle  k  =  1  und  k  =  2  aus,  so  zerfallen  die 
6  Wurzeln  in  \6  Paare  von  Wurzeln  q  und  —  q\  denn  mit  q  ist 
gleichzeitig  auch  —  q  eine  Wurzel,  und  da  q  relative  Primzahl  zu 
fc,  und  folglich  2  q  nicht  =  0  (mod.  lc)  sein  kann,  so  sind  je  zwei 
solche  Wurzeln  q  und  —  q  auch  incongruent.  Das  Product 
q  x  ( —  q)  =  —  q2  zweier  solcher  Wurzeln  ist  =  —  1 ,  und  folg- 
lich ist  das  Product  aller  a  Wurzeln  =  -|-  1  oder  —  1,  je  nach- 
dem 6  durch  4  theilbar  ist  oder  nicht. 

Unter  den  q>(k)  Zahlen  #,  welche  nicht  grösser  als  k  und  re- 
lative Primzahlen  zu  k  sind,  finden  sich  zunächst  die  6  Wurzeln 
der  Congruenz  (1);  die  übrigen  q>  (k)  —  G  dieser  Zahlen  z  (wenn 
noch  solche  vorhanden  sind)  lassen  sich  in  Paare  von  je  zwei 
solchen  Zahlen  r  und  s  zerlegen,  deren  Product  rs  =  1  ist;  denn 
zu  jeder  Zahl  r  gehört  (nach  §.22)  eine  solche  Zahl  s  und  nur  eine, 
und  ausserdem  kann  s  nicht  =  r  sein ,  weil  sonst  r2  =  1 ,  und 
folglich  r  eine  der  6  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  wäre.  Mithin  ist 
auch  das  Product  aller  dieser  <p  (k)  —  6  Zahlen  =1. 

Multiplicirt  man  daher  alle  q>(k)  Zahlen  z  mit  einander,  so 
wird  das  Product  =  —  1 ,  wenn  k  Potenz  einer  ungeraden  Prim- 
zahl oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  oder  =  4  ist,  in  allen 
übrigen  Fällen  aber  =  -f  1.  (In  den  beiden  ausgeschlossenen 
Fällen  k  =  1  und  k  =  2  ist  <p  (k)  =  1 ,  und  die  einzige  Zahl 

#  =  +  1.)    Dies  ist  der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz*). 


*)  Gauss;  D,  A.  art.  78. 
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§.39. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  erste  der 
beiden  in  §.  32  aufgeworfenen  Fragen  ihre  vollständige  Beant- 
wortung gefunden  hat,  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  zweiten  un- 
gleich interessanteren,  aber  auch  schwierigeren  Aufgabe: 

Alle  Moduln  Je  zu  finden,  von  welchen  eine  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Best  ist. 

Bevor  wir  zu  der  Lösung  derselben  übergehen,  wollen  wir  er- 
wähnen, dass  man  häufig,  namentlich  in  den  älteren  Schriften,  eine 
andere  Ausdrucksweise  vorfindet.  Die  Moduln  Je,  für  welche  eine 
Congruenz  f(x)  =  0  (mod.  Je)  möglich  ist,  nennt  man  auch  Divi- 
soren der  Form  f(x),  weil  es  Zahlen  x  giebt,  für  welche  die  Form 
f(x)  durch  einen  solchen  Modul  Je  theilbar  wird;  die  von  uns  ge- 
suchten Zahlen  Je  sind  daher  die  Divisoren  der  Form  x2  —  D\  sie 
stimmen  vollständig  überein  mit  den  Divisoren  der  Form  t2  —  Du2, 
in  welcher  t,  u  zwei  unbestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  aber 
immer  relative  Primzahlen  zu  einander  sein  sollen.  Dass  wirk- 
lich jeder  Divisor  der  Form  x2  —  D  auch  ein  Divisor  der  Form 
t2  —  Du2  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein,  da  die  letztere  in  die  er- 
stere  übergeht,  wenn  man  t  =  x,  u  =  1  setzt.  Umgekehrt,  ist 
h  Divisor  der  Form  t2  —  Du2,  so  ist  u  jedenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  Je  (denn  ginge  irgend  eine  Primzahl  gleichzeitig  in  Je  und 
u  auf,  so  müsste  sie  auch  in  t2  und  folglich  auch  in  t  aufgehen, 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  t,  u  relative  Primzahlen  sind),  und 
man  kann  folglich  eine  Zahl  x  finden,  welche  der  Congruenz 
ux  =  t  (mod.  Je)  genügt;  da  nun  P  —  Du2  =  0  (mod.  Je),  so  ist 
auch  u2  (x2  —  D)  =  0  (mod.  Je)  und  folglich ,  da  u2  relative  Prim- 
zahl zu  Je  ist,  auch  x2  —  D  =  0  (mod.  Je),  d.  h.  jeder  Divisor  Je  der 
Form  t2  —  Du2,  in  welcher  t  und  u  relative  Primzahlen  zu  ein- 
ander sind,  ist  auch  Divisor  der  Form  x2  —  7). 

Das  allgemeine  Problem  wird  daher  häufig  auch  so  ausge- 
drückt: es  sollen  alle  Divisoren  der  Form  P  —  Du2  gefunden  wer- 
den, in  welcher  D  eine  gegebene,  t  und  u  dagegen  zwei  unbe- 
stimmte ganze  Zahlen  bedeuten,  die  relative  Primzahlen  zu  ein- 
ander sind. 

Wir  beschränken  uns  auch  hier  auf  solche  (immer  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  genommene)  Moduln  Je,  die  relative  ^nm^a^svi 
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zu  D  sind;  da  ferner  nach  den  vorhergehenden  Untersuchungen 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  x2  =  D  (mod.  jfc)  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  in  k  aufgehenden  Primzahlen  abhängt  und  für 
einen  Modul  von  der  Form  2n  immer  leicht  beurtheilt  werden 
kann,  so  kommt  es  nur  darauf  ,an,  alle  ungeraden  (in  D  nicht  auf- 
gehenden) Primzahlen  #  zu  finden,  von  welchen  D  quadratischer 
Rest  ist.  Bedenken  wir  ferner,  dass  (nach  §.  33)  der  quadratische 
Charakter  einer  Zahl  D  in  Bezug  auf  einen  solchen  Modulus  p 
nur  von  den  in  D  enthaltenen  Factoren  abhängt,  so  werden  wir 
in  letzter  Instanz  auf  folgendes  Problem  geführt: 

Alle  ungeraden  Primzahlen  p  zu  finden,  für  welche  irgend  eine 
der  drei  Congruenzen 

x*  =  — 1,    #2  =  2,    x 2  =  q  (mod.  p) 

möglich  ist,  wo  q  irgend  eine  gegebene  positive  ungerade  Primzahl 
bedeutet     . 


§.  40. 

Die  Auffindung  aller  ungeraden  Primzahlen  p,  für  welche  die 
Congruenz 

x2  =  —  1  (mod.  p) 

möglich  ist,  bietet  keine  Schwierigkeit  mehr  dar.    Denn  da  (nach 
§.  33)  allgemein 

[f)  =  n  *    (mod.ii) 
ist,  so  erhält  man  speciell 

(=i)  =  (-  1)V  (mod.  p) 
und  folglich  auch 

(r) = <-  "" 

In  Worten  lautet  dieser  wichtige  Satz*)  folgendermaassen: 


*)  Euler:  Demonstratio  theorematis  Fermatiani,  omnem  numerum 
vrimum  formae  4n  +  l  esse  summam  duorum  quadratorum ,  Nov.  Comm. 
tetrop.  V,  p.  3, 
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Die  Zahl  —  1  igt  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  der 
Form  4n  -f  1,  .dagegen  quadratischer  Nichtrest  aller  Primzahlen 
w*  der  Farm  4n  +  3. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege.  Ist 
die  Gongraenz  x*  =  —  1  (mod.  p)  möglich,  und  x  eine  Wurzel 
derselben,  so  folgt  hieraus  durch  Potenzirung 

£-1 

xp-\  =  (—  1)  *    (mod.  p) 

<  tzl 
und  hieraus  (nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  (—  1)  a    =1 

also  p  =  4n+l;4h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Nichtrest 

von  allen  Primzahlen  von  der  Form  4n-|-3.     Ist  umgekehrt  p 

von  der  Form  4n  +  1,  so  ist  x*~l  —  1  algebraisch  theilbar  durch 

z*  —  1,  also  auch  durch  x%  -f- 1 ;  es  ist  folglich 

a?'-1  —  1  =(x*  +  l)4>(x), 

wo  1>(x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet;  da  nun 
(nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung für  p  —  1  incongruente  Werthe  von  x  congruent  Null  wird, 
so  wird  (nach  §.  26)  auch  x2  +  1  für  zwei  incongruente  Werthe 
von  x  congruent  Null*),  d.  h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Rest 
von  allen  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1.  Der  Satz  ist  also  von 
Neuem  bewiesen. 


Wir  gehen  nun  zu  der  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  über, 
welche  sich  auf  die  Congruenz 

x2  =  2  (mod.  p) 

bezieht.    Fermat  hat,  wahrscheinlich  durch  Induction,  folgendes, 
zuerst  von  Lagrange**)  bewiesenes,  Resultat  gefunden: 

Die  Zahl  2  ist  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen  von  einer 
der  beiden  Formen  8  n  -f- 1  oder  8  n  -f  7,  dagegen  Nichtrest  aller 
Primzahlen  von  einer  der  beiden  Formen  8n  +  3  oder  Sn-\-  b. 


*)  Man   findet  auch   leicht  mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27), 
dass  diese  Wurzeln  =  +  1.2.3  .  .  .  \(p  —  1)  sind. 

**)  Becherches  d'Arithmetique,  Nouv.  Mem.  de  PAcad.  de  "75 

p.  349,  351. 
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Wir  beweisen  zuerst  den  zweiten  Theil  des  Satzes,  dass  näm- 
lich 2  Nichtrest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  8m  +  3  ist. 
Offenbar  ist  derselbe  für  p  =  3  richtig ,  denn  nur  die  Zahl  1  ist 
Rest  von  3.  Gesetzt  nun,  der  Satz  wäre  nicht  allgemein  gültig,  so 
müsste  es  doch  eine  kleinste  Primzahl  p  von  der  Form  8  m  +  3 
geben,  für  welche  er  unrichtig  würde,  für  welche  also  die  Con- 
gruenz 

x2  =  2  (mod.  p) 

möglich  würde.  Hierin  kann  man  immer  die  Wurzel  x  kleiner  als 
p  und  ungerade  voraussetzen,  denn  wenn  x  gerade  ist,  so  ist  die 
andere  Wurzel  x'  =  p  —  x  ungerade.    Wir  können  daher 

x2  —  2=pf 

setzen,  wo/  positiv  und  kleiner  als  p  ist;  da  ferner  x2  von  der 
Form  8  m  -+-  1 ,  also  pf  von  der  Form  8  m  —  1 ,  und  folglich  /  von 
der  Form  8  m +3  ist,  so  hat  die  Zahl  /  mindestens  einen  Prim- 
factor  p'  von  einer  der  Formen  8  m -f- 3  oder  8  m —  3;  denn  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  der  Form  8ni  1  würde  wieder 
dieselbe  Form  8m +1  haben.  Für  diese  Primzahl  p\  die  jedenfalls 
<  p  ist,  würde  dann  ebenfalls  x2  =  2  (mod.  p')  sein;  allein  dies 
streitet  mit  unserer  Voraussetzung,  dass  p  die  kleinste  in  der  Form 
8m +  3  enthaltene  Primzahl  ist,  von  welcher  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  ist.  Mithin  ist  diese  Voraussetzung  überhaupt  unzu- 
lässig, und  es  folgt,  dass  stets 

[—)  =  —  1  ist,  wenn  p  =  Sn  +  3. 

Wir  wollen  jetzt  zweitens  beweisen,  dass  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  Sn  +  7  ist;  da  nun 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Nichtrest  aller  dieser  Primzahlen 
ist,  so  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  die  Zahl  —  2  ebenfalls  Nicht- 
rest aller  dieser  Primzahlen  ist;  statt  dessen  stellen  wir  uns  die 
allgemeinere  Aufgabe  zu  beweisen,  dass  —  2  Nichtrest  von  allen 
in  den  beiden  Formen  8  m  +  5,  Sn  +  7  enthaltenen  Primzahlen  ist, 
obgleich  dies  für  die  Primzahlen  der  Form  8  m -+-5,  von  welchen 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Rest  ist,  schon  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist.  Zunächst  bemerken  wir  wieder,  dass  der  Satz  für 
die  kleinste  in  einer  dieser  Formen  enthaltene  Primzahl  5  in  der 
That  richtig  ist.  Wenn  nun  der  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist, 
so  sei  p  die  kleinste  ihm  nicht  gehorchende  Primzahl,  so  dass  also 
eine  Zahl  x  existirt,  für  welche 
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x*  +  2  =  0  (mod.  p) 

ist;  auch  hier  können  wir  wieder  annehmen,  dass  x  kleiner  als  p 
und  ungerade  ist,  so  dass,  wenn  wir 

x*  +  2=pf 

setzen,  die  Zahl  /  positiv,  ungerade  und  kleiner  als  p  ausfällt.  Da 
ferner  x%  +  2  =  3  (mod.  8)  und  p  =  5  oder  =  7  (mod.  8)  ist,  so 
muss  /  entsprechend  =  7  oder  =  5  (mod.  8)  sein;  und  da  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  den  Formen  8n  +- 1,  oder  8w  +  3 
stets  wieder  eine  dieser  Formen,  niemals  eine  der  Formen  8n  +  5 
oder  8»  +  7  hat,  so  muss  die  Zahl  /  mindestens  einen  Primfactor 
p'  von  einer  der  Formen  8w+-7,  8w  +  5  haben,  für  welchen  der 
Satz  ebenfalls  unrichtig  ist,  da  x2  -f  2  =  0  (mod.  p')  ist;  allein,  da 
P'  <  Pi  so  streitet  dies  mit  der  Annahme,  dass  p  die  kleinste  dem 
Satze  nicht  gehorchende  Primzahl  ist.  Also  ist  die  Annahme  über- 
haupt nicht  zulässig  und  folglich  der  Satz  allgemeingültig,  dass 

(—)  =  —  1  für  p  =  Sn  -f  5  oder  =  8w  +  7, 
i  h.  dass 

1  für  p  =  8w  +  5 


(})=■ 

(!)=+lfüri>  =  8w+7 


ist 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  2  quadra- 
tischer Rest  von  allen  Primzahlen  p  von  der  Form  Sn-\-  1  ist; 
hierauf  ist  die  vorhergehende  Methode  aus  dem  Grunde  nicht  an- 
wendbar, weil  die  Annahme  des  Gegentheils  sich  nicht  in  Form 
einer  Congruenz  darstellen  lässt,  die  dann  zur  Auffindung  des 
Widerspruchs  benutzt  werden  könnte.  Allein  in  diesem  Falle 
kann  man  direct,  wie  folgt,  verfahren;  da  p  =  Sn  -\-  1  ist,  so  hat 
die  Function  x^~l  —  1  den  Divisor  xs  —  1,  also  auch  den  Factor 
x* -\-  1,  und  hieraus  folgt  nach  einem  früheren  Satze  (§.  26),  dass 
die  Congruenz 

#4  +  1  =  0  (mod.  p) 

Wurzeln  hat;  ist  nun  x  eine  solche,  so  ist 

x*  -f  1  =  (s*+  l)2q=2o;2  =  0  (mod.  jo), 
also 


V 
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02+1)2  =  -j-2^2  (mod.  _p); 

es  ist  daher  ±;2#2  und  folglich  auch +  2  quadratischer  Rest  vonjo; 
in  Zeichen 

+  2 


(=—  J  =  1,  wenn  p  =  Sn  +-  1. 


Hiermit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen;  wir 
können  denselben  in  der  einen  Gleichung 

(f)=<->^ 

zusammenfassen;  denn  je  nachdem  p  =  8wi;l,  oderp  =  8w+3 
ist,  wird  |(p2  —  1)  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl. 


§.  42. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Untersuchung  der  dritten  Frage: 
von  welchen  ungeraden  Primzahlen  p  ist  die  gegebene  ungerade 
Primzahl  q  quadratischer  Best?  Die  vollständige  Antwort  hierauf 
wird  durch  einen  der  wichtigsten  und  interessantesten  Sätze  der 
Zahlentheorie  gegeben,  welcher  seines  eigenthümlichen  Charakters 
wegen  den  Namen  des  Reciprocitäts- Satzes  erhalten  hat.  Man 
kann  ihn  folgendermaassen  aussprechen: 

Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen,  von  denen 
mindestens  eine  die  Form  4w  +  1  hat ,  so  ist  q  quadratischer  Rest 
oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  q  ist;  haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form  ' 
4w  +-  3,  so  ist  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nach- 
dem  p  quadratischer  Nichtrest  oder  quadratischer  Rest  von  q  ist. 

Offenbar  lässt  sich  dieser  Satz  durch  die  für  beide  Fälle  gültige 
Gleichung 

(f)(j)=c-.,^ 

ausdrücken;  denn  sobald  mindestens  eine  der  beiden  Primzahlen 
p  oder  q  die  Form  4w  +  1  hat,  so  ist  die  entsprechende  der  beiden 
Zahlen  |  (p  —  1)  oder  \  (q  —  1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
2  (P  —  1)  •  5  (9  "■"  1)  e*ne  gera(le  Zahl,  so  dass 

(f)(f)=''"(f)=(f) 
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ist,  worin  der  erste  Fall  seinen  Ausdruck  findet;  sind  dagegen 
beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4*1  +  3,  so  sind  auch 
beide  Zahlen  \(p —  1)  und  |(g  —  1),  und  folglich  auch  ihrProduct 
a  (P  —  1)  *  i  (l  —  1)  ungerade,  so  dass 

(?)(!)=->•  "(f)=-(i) 

wird,  worin  der  zweite  Theil  des  Satzes  ausgedrückt  ist 

Ist  z.  B.  p  =  3 ,  q  =  5 ,  so  ist  p  quadratischer  Nichtrest  von 
q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Nichtrest  von  p,  in  Zeichen 


(!)=(!)=-'■ 


Ist  ferner  j>  =  3,  g  =  13,  so  ist  p  quadratischer  Rest  von  q 
und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  j>,  in  Zeichen 


©=(¥)=+'• 


Ist  dagegen  p  =  3,  q  =  7,  so  ist  p  quadratischer  Nichtrest 
Ton  q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  jp,  in  Zeichen 


(t)=-(I)  =  -- 


Hinsichtlich  der  Entdeckung  und  Begründung  dieses  berühm- 
ten Satzes  ist  jetzt  festgestellt*),  dass  derselbe  seinem  vollständigen 
Inhalte  nach,  wenn  auch  in  anderer  Form,  zuerst  von  Euler**) 
ausgesprochen,  aber  nicht  bewiesen  ist;  sodann  hat  Legendre***) 
offenbar  unabhängig  von  Euler,  den  Satz  abermals  aufgestellt,  und 
ihm  gebührt  das  Verdienst,  wenigstens  einen  Theil  desselben  auf 
sehr  scharfsinnige  Weise  bewiesen  zu  haben;  endlich  hat  Gauss 
zuerst  nicht  nur  einen,  sondern  nach  und  nach  sechs  vollständige, 
strenge,  auf  ganz  verschiedenen  Grundgedanken  beruhende  Be- 


*)  Vergl.  Kummer:  Ueber  die  allgemeinen  Reciprocitätsgesetze  unter 
den  Besten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist 
(Abh.  d.  Berliner  Akademie.  1859)  und  Kronecker:  Bemerkungen  zur  Ge- 
schichte des  Beciprocitätsgesetzes  (Monatsber.  d.  Berliner  Akademie  vom 
22.  April  1875). 

**)  Observationes  circa  divisionem  quadratorum  per  numeros  primos 
im  Bd.  I.  der  Opuscula  Analytica  (Petersburg  1783)  oder  in  den  schon 
erwähnten  Commentationes  Arithmeticae,  Tom.  I.  p.  477. 

***)  Becherches  d'analyse  inditerminie  (Hist.  de  PAc.  d.  So. 
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weise  *)  von  diesem  Satze  gegeben,  den  er  seiner  Wichtigkeit  wegen 
das  Theorema  fundamentale  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste 
nannte.  Wir  folgen  hier  zunächst  dem  dritten  dieser  sechs  Beweise, 
der  sich  auf  ein  Lemma  stützt,  durch  welches  das  Euler'sche 
Kriterium  (§.  33)  über  den  Charakter  einer  Zahl  D  in  Bezug  auf 
die  Primzahl  p  in  ein  anderes  umgeformt  wird. 


§•  43. 

Wir  haben  früher  (§.  33)  gesehen,  dass  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  D  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist,  je 
nachdem 

£-1 

D   2    =  -f  1   oder  =  —  1  (mod.  p) 

ist;  betrachten  wir  nun  die  Producte 

2),    22),    3D  .  .  .  \(p—  \)D 

aus  dieser  Zahl  D  und  aus  den  ersten  \{p  —  1)  ganzen  positiven 
Zahlen,  so  werden  die  kleinsten  positiven  Reste 

ru    r2,    r3  .  .  .  rp-x 

derselben,  nach  dem  Modulus  p  genommen,  erstens  sämmtlich  ver- 
schieden von  einander  und  kleiner  als  p  sein,  und  keiner  von  ihnen 

*)  D.  A.  artt.  125  bis  145  (vergl.  §§.  48  bis  51  dieser  Vorlesungen).  — 
D.  A.  art.  262  (vergl.  §§.  152  bis  154).  —  Theorematis  arithmetici  demon- 
stratio nova.  1808.  —  Stimmati o  quarumdam  serierum  singularium.  1808 
(vcrgl.  §.  115).  —  Theorematis  fundamentales  in  doctrina  de  residuis 
quadraticis  demonstrationes  et  ampliationes  novae.  1817.  —  In  der  nach- 
gelassenen Analysis  Besiduorum  art.  365  (Gauss*  Werke  Bd.  II.)  findet  sich 
noch  ein  siebenter  Beweis,  welcher  wohl  als  ein  selbständiger  bezeichnet 
zu  werden  verdient,  obwohl  er  seine  Quelle,  die  Kreistheilung,  mit  dem 
vierten  und  sechsten  Beweise  gemeinschaftlich  hat.  —  Die  meisten  der  von 
anderen  Mathematikern,  z.  B.  Jacobi,  Eisenstein  veröffentlichten  Beweise 
beruhen  auf  denselben  Principien  wie  die  von  Gauss;  ein  besonders  ein- 
facher Beweis  ist  von  dem  Pfarrer  Zeller  gegeben  (Monatsber.  d.  Berliner 
Akad.  vom  16.  Dec.  1872).  Durchaus  originell  ist  der  Beweis  von  Eisen- 
stein  in  der  Abhandlung  Applications  de  VAlgebre  ä  VArithmetique  frans- 
cendante  (Crelle's  Journ.  Bd.  29).  Vergl.  auch  die  Einleitung  zu  der  Ab- 
handlung von  Kummer:  Zwei  neue  Beweise  der  allgemeinen  Beciprocitäts- 
gesetze  etc.  (Abb.  d.  Berliner  Akad.  1861).  Von  grossem  Interesse  sind  end- 
lich die  Mittheilungen  von  Schering  und  Kronecker  in  den  Monatsber.  d. 
Berliner  Akad.  vom  22.  Juni  1876. 


die  fibräaL  Eesc*.  Tri:«  ürs^r  ii  i  *  >£:xL  ~:xi  ierva  Asj^M 
i  =  t->  —  1    — »  ä- zin 

Nbiatt  sun  am  tä  den  ersseres  «  Regien  ihre  Krvran£ur,£en 


zur  Zahl  j*.  aLso 

P —  «1-    P —  •s---P —  *-* 

50  Hegen  dieselben,  ebenso  wie  die  l  Zahlen  ßx%  ß+  .  .  *  ß^  auch 
zwischen  den  Grenzen  0  und  ^pi  ausserdem  sind  sie  alle  von  ein« 
ander  verschieden:  endlieh  lässt  sich  aber  auch  zeigen  x  dass  sie 
von  den  l  Zahlen  ßlm  fi+  .  .  .  ßi  verschieden  sind:  denn  wäre  r.  R 
p  —  a  =  ßy  also  a  4-  ß  =  p  =  0  <mod.  /»K  so  niüsste  auch«  wenn 
a  der  Rest  Ton  $D,  ß  der  Rest  von  t D  ist 

sD  +  tD  =  is  ±t)D  =  0  <moi  p) 

nnd  folglich  s  -\-t  durch  p  theilbar  sein ;  allein  da  jede  der  beiden 
Zahlen  5  und  f  zwischen  0  nnd  |  p  liegt „  so  liegt  $  -f 1  xwisehen  0 
nnd  p  (mit  Ausschluss  dieser  beiden  Grenzen);  es  kann  daher 
s  -f  f  nicht  theilbar  durch  p.  und  folglich  auch  nicht  p  —  «  =  ß 
sein. 

Mithin  haben  die  folgenden  \  (p —  1)  Zahlen 

p  — «i>    p  —  «s  •  •  •!>  —  "/«;    ßi*    ßt  •  •    ßx 

lauter  von  einander  verschiedene  Werthe,  und  da  sie  ihrem  Worth 
nach  zwischen  0  und  \p  liegen,  so  müssen  sie  im  Complex  genom- 
men identisch  mit  den  \{p —  1)  Zahlen 

1,    2,     3...i(i>-l) 

sein,  so  dass  ihr  Product 

(P  —  «0  (P  —  «2)  •  •  •  (P  —  af)  ßi  ß*  •  •  •  ßx  ~  l  •  2  '  n  ' ' '  i  (P  —  ') 

ist.  Werfen  wir  hieraus  die  Multipla  von  p  weg,  ho  erhalten  wir 
die  Congruenz 

(—  l>a«i«2  •  -  *  <V-0i02  •  •  •  ßx  =  1-2.3  •  •  •  £(p  —  U  (moJ-p)i 
da  nun  andererseits 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  *\ 
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p-i 
«i«2  • -.«V*.M«  •  --ßx=  1.2-..  ±(>-l)#  2    (mod.p) 

ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

p-i 
(— 1)^.1.2  ...  \{p—\)  •  D    2    =  1.2.3  ..•  |(p  —  l)(mod.p) 

und  also  auch 

D   2    =  (—  1>"  (mod.  2>) 
oder,  was  dasselbe  sagt,  dass 


(f) = <-  ■>•" 


ist.  Hierin  besteht  die  Umformung  des  Kennzeichens,  welches  dar- 
über entscheidet,  ob  eine  Zahl  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  der  ungeraden  Primzahl  p  ist: 

Man  braucht  nur  nachzusehen,  ob  die  Anzahl  ft  der  kleinsten 
positiven  Reste  der  Zahlen 

D,    2  2),    3D.  .  .  \{p—  1)2), 

die  grösser  als  \p  ausfallen,  gerade  oder  ungerade  ist;  je  nachdem 
das  Erstere  oder  Letztere  eintritt,  ist  D  quadratischer  Best  oder 
quadratischer  Nichtrest  von  p. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  man  schon  im  Stande,  für  jedes 
wirklich  gegebene  D  die  Formen  für  die  Primzahlen  aufzustellen, 
von  welchen  D  Rest  oder  Nichtrest  ist.  Um  dies  deutlicher  zu 
zeigen,  betrachten  wir  den  allerdings  schon  früher  (§.  41)  voll- 
ständig durchgeführten  Fall  D  =  2.    Bilden  wir  die  Zahlen 

2,    4,     6...(j)-l), 

so  ist  jede  derselben  auch  ihr  eigener  kleinster  positiver  Rest  in 
Bezug  auf  den  Modulus  p,  und  die  Anzahl  ft  derjenigen  dieser 
Zahlen,  welche  >\p  sind,  wird  durch  die  Bedingungen 

p — 1  —  2f*  <  \p  <p-\-  1  —  2/i     oder    ^~~     <  p  <     T* 

bestimmt;  bezeichnen  wir  daher  allgemein  mit  [x]  die  grösste  in 
der  reellen  Zahl  x  enthaltene  ganze  Zahl,  so  dass  stets  0  <1  x  —  \x\  <  1 
ist,  so  erhalten  wir 


m 
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Je  nachdem  nun  p  von  einer  der  Formen  8n+  1,  8n  +  3T 
8n  +  5,  8w  +  7  ist,  wird  fi  =  2w,  2w  -f  1,  2n  +  1,  2n  +  2;  es  ist 
daher  fi  gerade  und  folglich 

(  — )  =  +  1?    wenn    p  =  +  1  (mod.  8); 
und  ft  ist  ungerade,  also 


(?)- 


1,  wenn  p  =  +  3  (mod.  8). 


Auf  diese  Weise  finden  wir  also  eine  vollständige  Bestätigung 
des  Resultats  unserer  früheren  Untersuchung  (§.  41),  und  ganz 
ebenso  würde  sich  für  jeden  speciellen  Werth  von  D  die  Unter- 
suchung führen  lassen,  z.  B.  für  die  nächstliegenden  Fälle  D  =  —  1, 
D  =  3,  D  =  5  u.  s.  w. 


§.44. 

Wir  verlassen  diese  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  und 
wenden  uns  zu  einer  weiteren  Umformung,  bei  welcher  wir  der 
späteren  Bezeichnung  wegen  q  statt  D  schreiben  wollen.  Bezeichnen 
wir  wieder  mit  \x\  die  grösste  in  dem  Werth  x  enthaltene  ganze 
Zahl,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung  p  =  2p'  +  1,  so  können  wir 


+  r2 


setzen,  wo  wie  früher  (§.  43) 

n,    r2  .  .  .  rvi 

zwischen  den  Grenzen  0  und  p  liegen;  theilen  wir  wieder  diese 
kleinsten  Reste  in  zwei  Abtheilungen 

und 

ßi,    &  •  •  •  ßh 

7* 
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von  denen  die  ersteren  >\p,  die  letzteren  <\p  sind,  und  bezeich- 
nen wir  mit  A  die  Summe  der  ft  ersteren,  mit  B  die  Summe  der 
l  letzteren,  ferner  mit  M  die  Summe 

so  folgt  durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 

^±q=pM+A  +  B; 

da  nun  (nach  §.  43)  der  Complex  der  Zahlen 

i>—  -«i,    i>  —  «2  •  •  *p  —  ap\    ßn    A  •  •  •  ftl 
mit  dem  Complex  der  Zahlen 

1  2   3         ff"1 
vollständig  übereinstimmt,  so  ist  ihre  Summe 

t}2  —  l 

P-^L^HP-A  +  B; 

zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  erhält 
man 

£=±  (a  - 1 )  =  ( jf  -  fO  *  +  2  j. 

Nun  kommt  es  uns  lediglich  darauf  an,  zu  erfahren,  ob  fi  ge- 
rade oder  ungerade  ist;  lassen  wir  daher  alle  Multipla  von  2  fort, 
so  erhalten  wir,  da  p  =  —  1  (mod.  2)  gesetzt  werden  kann, 

f»  =  Jf+«^i(a-l)(mod.2). 

Je  nachdem  daher  die  zur  Rechten  befindliche  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist,  wird  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von 
p  sein.  Nehmen  wir  daher  z.  B.  wieder  den  Fall  q  =  2,  so  ergiebt 
sich  unmittelbar  M  =  0,  also 

ü2  —  1 
p  =  ^— g —  (mod.  2), 

folglich 

(f )  = (-  ^ = <-  ^ 

dies  ist  aber  genau  die  schon  früher  (§.  41)  aufgestellte  Formel, 
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Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Untersuchung  nur  noch  unter  der 
Voraussetzung  fortführen,  dass  q  eine  ungerade,  also  q — 1  eine 
gerade  Zahl  ist;  dann  ist  also 

p  =  M  (mod.  2),    (1)  =  (-1)*; 

und  es  reducirt  sich  daher  die  ganze  Frage  darauf,  zu  entschei- 
den, ob  die  oben  mit  M  bezeichnete  Summe  gerade  oder  unge- 
rade ist 

Um  dies  weiter  zu  untersuchen,  machen  wir  die  fernere  An- 
nahme, es  sei  q  positiv  und  Meiner  als  p.  Dann  leuchtet  zunächst 
ein,  dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  M  höchstens  um  eine  Einheit 
grösser  ist  als  das  unmittelbar  vorhergehende,  weil  der  Unter- 
schied von  zwei  auf  einander  folgenden  Brüchen 

1?    und    iLtM 
P  P 

<  1  ist,  und  folglich  höchstens  eine  ganze  Zahl  zwischen  beiden 
liegen  kann ;  da  ferner  der  letzte  Bruch 

p'a _  (p  — l)g_g— 1  j  p—q 


p  2p  2       '     2p 

ist,  so  ist  der  Werth  des  letzten  Gliedes  in  der  obigen  Reihe 

2-1 


m- 


=  ar 


Mithin  kommen  in  der  Summe  M  nach  und  nach  Glieder  vor, 
welche  die  Werthe  0,  1,  2  ...  q'  besitzen;  wir  suchen  nun  gerade 
die  Stellen  auf,  wo  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 


m  -  m 


wirklich  um  eine  Einheit  verschieden  sind,  so  dass,  wenn  t  irgend 
eine  der  Zahlen  1,  2  ...  q'  bedeutet, 

»jL<t<ii±2h 

p  v 

wird  (da  q  relative  Primzahl  zu  p,  und  s  <  p  ist,  so  kann  keiner 
der  Brüche  sq:p  eine  ganze  Zahl  sein);  hieraus  folgt  aber 

s  <  -£  <  s  +  1,    also    s  =    —  , 
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und  folglich  giebt  es  in  der  Reihe  M  jedesmal 


Glieder,  welche  den  Werth  (£  — 1)  haben;  und  die  Anzahl  der 
letzten  Glieder,  welche  den  Werth  g'  haben,  ist  offenbar 

<-m 

Multiplicirt  man  nun  jedesmal  die  Anzahl  einer  solchen  Gruppe 
von  Gliedern,  welche  einen  und  denselben  Werth  haben,  mit  diesem 
Werth,  so  muss  die  Summe  aller  dieser  Producte  =  M  werden. 
Dies  giebt 

=-it]-m---^]^^- 

Setzen  wir  daher 

so  erhalten  wir  das  Resultat 

_jp— 1     q  —  1 


M+N 


2  2 


welches  offenbar  für  je  zwei  positive  ungerade  relative  Primzahlen 
jo,  q  gültig  ist;  denn  bei  der  Ableitung  ist  weiter  Nichts  vorausgesetzt, 
und  da  das  Resultat  vollkommen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Zahlen  p,  q  ist,  von  welchen  doch  eine  jedenfalls  die  kleinere 
sein  muss,  so  ist  auch  die  bei  dem  Beweise  gemachte  Annahme,  es 
sei  p  >  q,  erlaubt 

Hiermit  ist  nun  zwar  die  Summe  M  nicht  selbst  gefunden, 
sondern  nur  auf  die  Summe  N  zurückgeführt;  aber  dies  genügt 
vollständig,  um  den  Reciprocitätssatz  daraus  abzuleiten.  Oben 
ist  gezeigt,  dass,  wenn  p  eine  positive  ungerade  Primzahl,  und  q 
irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  ungerade  Zahl  bedeutet,  stets 


(0 = <-  '>" 


2      *      2 
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ist;  nehmen  wir  daher  jetzt  ferner  an,  dass  q  ebenfalls  eine  posi- 
tive ungerade  Primzahl  ist,  so  wird  ebenso 

(f)-<-'* 

und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  den  so  eben  bewiesenen  Satz, 

£)©-<-.)»' =<-!>■ 

worin  der  Reciprocitätssatz  besteht 

§.  45. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  Beispiel,  um  die  Nützlichkeit  des 
Reciprocitätssatzes  für  die  Beurtheilung  der  Möglichkeit  einer  Con- 
gruenz  von  der  Form 

x*  =  D  (mod.  p) 

nachzuweisen.    Nehmen  wir  die  Congruenz 

x2  =  365  (mod.  1847), 

so  ist  der  Werth  des  Symbols 

/  365  \ 
\1847/ 

zu  ermitteln.   Zunächst  zerlegen  wir  365  in  Primfactoren,  obgleich 
dies,  wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  nothwendig  ist. 
Aus  dieser  Zerlegung  365  =  5 .  73  folgt  unmittelbar 

/865 \  =  /_5_\  /73\ 
\1847/        V1847/  \1847/' 

Da  ferner  5  von  der  Form  4w  +  l  ist,   so  ergiebt  sich  aus  dem 
Reciprocitätssatze 

und  also,  da  1847  =  2  (mod.  5)  ist, 

nach  §.  41 ;  da  ferner  auch  73  von  der  Form  4  n  -f-  1  ist,  so  4 
wieder  aus  dem  Reciprocitätssatze,  und  weil  1847  =  22  (mod.  7*6] 


104  Dritter  Abschnitt. 

(  73  \  _  /1847\  _  /22\  _  /2\  /11\ . 

\i847/  ~  \  73  )  ~  yi%)  ~  \n)  \n) ' 

nun  ist  aber  73  =  1  (mod.  8),  also  (nach  §.  41) 

(Ä) = '•  ^  GS») = Q' 

nach  dem  Reciprocitätssatze  ist  aber  wieder 

(73) =  (n) =  (n) ' 

/ 

und  da  beide  Primzahlen  7  und  11  von  der  Form  4w  +  3  sind,  so 
ist  abermals  nach  dem  Reciprocitätssatze 

9=-©=-(!)=-(?)'=-'. 

folglich 

\1847/       \73>/        \11/ 
und  also  endlich 

(m,)  =  (rar)  ©  -<-»<-  o  - + 1. 

es  ist  also  365  quadratischer  Rest  der  Primzahl  1847,  d.  h.  die 
oben  vorgelegte  Congruenz  ist  möglich;  und  in  der  That  ist 

(±496)2  =  246016  =  365  -f  133  .  1847. 


§.  46. 

Der  in  dem  eben  behandelten  Beispiel  angewendete  Algo- 
rithmus, welcher  auch  bei  jedem  ähnlichen  Beispiel  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  lässt  sich  im 
Allgemeinen  bedeutend  abkürzen,  wenn  man  sich  einer  zuerst  von 
Jacobi*)  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Verallgemeinerung  des 
Legendre'schen  Symbols  bedient;  da  der  Gebrauch  dieses  Zeichens 
auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  unerlässlich  ist,  so*  be- 
schäftigen wir  uns  zunächst  mit  der  Erklärung  desselben  und  den 
Gesetzen,  denen  es  gehorcht. 


*)  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie.  1837.  (Crelle's  Journal  Bd.  30.) 
Vergl.  die  schon  erwähnten  Mittheilungen  von  Schering  und  Kronecker 
in  den  Monatsber.  d.  Berl.  Ak.  vom  22.  Juni  1876. 
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Es  sei  die  ungerade  Zahl  P  in  ihre  Primzahlfactoren  )?,  p\  p" 
u.  s.  w.  zerlegt,  also 

P  =  pp'p"  .  .  . 
und  m  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  P,  so  setzen  wir  mit  Jacobi 


/m\  _  /m\  /m\  /wt\ 

\p)  -  \j)  \j)  \7'J 


offenbar  ist  der  Werth  dieses  Symbols  =  +  1  oder  =  —  1,  je  nach- 
dem die  Anzahl  derjenigen  Primfactoren  p,  p',p"  .  .  .,  von  welchen 
m  quadratischer  Nichtrest  ist,  gerade  oder  ungerade  ist.  Wenn  m 
quadratischer  Rest  von  P,  und  also  auch  von  jeder  einzelnen  der 
Primzahlen  |),  p\  p"  .  .  .  ist,  so  ist 

(m\       /wi\        /w\  t 

J)  -\7)  =  \¥)"=  ' 

und  folglich  auch 

Kf)  =  \7)  S?)  (y)  •  -  =  1; 

aber  man  darf  diesen  Satz  durchaus  nicht  umkehren ;  sobald  näm- 
lich die  Zahl  m  von  zweien  der  Primfactoren  p,  p*,  p"  .  .  .  (oder 
von  vier,  von  sechs  u.  s.  w.)  quadratischer  Nichtrest  ist,  so  hat  das 
Symbol  den  Werth  +  1,  und  doch  ist  m  quadratischer  Nichtrest 
von  P.  Im  einfachsten  Fall,  wo  P  selbst  eine  ungerade  Primzahl 
ist,  stimmt  die  Bedeutung  des  Zeichens  offenbar  mit  der  früheren 
überein.  Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  ferner  festsetzen, 
dass,  wenn  P  =  1 ,  das  Symbol  immer  die  positive  Einheit  be- 
deuten soll. 

Aus  dieser  Definition  des  Zeichens  ergeben  sich  nun  folgende 
Sätze: 

1.  Ist  m  relative  Primzahl  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und  (),  also  au°h  gegen  die  ungerade  Zahl  P  (),  so  ist 

(m\  /m\  /  m  \ 
PJ  \QJ  -  \PQJ ; 

denn,  wenn 

P  =  pp'p"  .  .  . 

Q  =  qq'q"  .  .  . 
ist,  wo  jp,  p'  .  .  .  g,  q'  .  .  .  lauter  Primzahlen  bedeuten,  so  ist 
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W  =  \J)  \7)  KV)'"  \l)  \7)  w)  "■' ' 

=  \T)  Kg)- 

2.    Sind  die  Zahlen  7,  w«,  w  .  .  .  relative  Primzahlen  gegen  die 
ungerade  Zahl  P,  so  ist 

(l\(m\(n\  (Imn  .  .  A 

(p)(p)(p)---  =  (-^-); 

denn,  wenn  wieder 

P=pp'p"  .  .  . 
ist,  so  ist 


®  -  ©  G)  (?)  ■ 

/7H\   (m\  (m\  (m\ 

\p)  -  \j)  \y)  \y) 

(f ) = (7)  (7)  (f) 


u.  s.  w. 
Da  nun  ferner,  wie  früher  (§.  33)  bewiesen  ist, 

/  l  \  (m\  (  n\  (Imn  .  .  A 

\j)  \i)  \j)"ms=s  vt~7 

ist,  und  Aehnliches  für  die  anderen  Primfactoren  p\  p"  u.  s.  w.  gilt, 
so  erhält  man  durch  Multiplication  der  vorangehenden  Gleichungen 

/  l  \  (m\  (n\  (Imn  .  .  A  (Imn  .  .  A  (Imn  .  .  A 

Vp  )  w  \t)'~  =  \—r-)  \rr~~)  \—?~)  • '  •' 

worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht. 

3.    Ist  m  relative  Primzahl  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 
m  =  mr  (mod.  P),  also  auch  wl  relative  Primzahl  zu  P,  so  ist 

(m\       (m'\ 

denn,  wenn  P  =  pp'p"  .  .  .  ist,  so  ist  auch 

m  =  wl  (mod.  p\    m  =  m'  (mod.  j/), 
u.  s.  w.,  also 

(m\  (m'\      ( m\ (m'\ 

\p)~\lr  \F)~\7), 

u.  s.  w.,  und  folglich 
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®  ®  •  ■  • = ®  ® 


was  zu  beweisen  war.  — 

4.  Die  beiden  letzten  Sätze  zeigen,  dass  das  verallgemeinerte 
Symbol  denselben  Gesetzen  gehorcht  wie  das  einfache;  wir  wollen 
nun  zeigen,  dass  auch  die  Werthe  der  Symbole 

— 1\      /  2 


(t).  (I) 


nach  den  früheren  Regeln  zu  bestimmen  sind,  und  endlich,  dass  auch 
ein  dem  früheren  ganz  analoger  Reciprocitätssatz  Statt  findet;  um 
aber  den  Gang  der  Beweise  nicht  zu  unterbrechen,  schicken  wir 
folgende  Bemerkungen  voraus.    Ist 

eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so  sind  r'  —  1,  r" —  1,  r"' — 1  .  .  . 
lauter  gerade  Zahlen,  und  folglich  ist  jedes  Product  aus  zweien 
oder  mehreren  dieser  Differenzen  =  0  (mod.  4) ;  bringt  man  daher 
R  in  die  Form 

B  =  (1  +  (/-l))  (!  +  (/'_!))  (1  +  (r"'-l))  .  .  . 
und  fuhrt  die  Multiplication  aus,  so  ergiebt  sich 

B=  l  +  (r'  —  1) +  (#■"  —  l)  +  (r'"  —  1)+  .  .  .  (mod.  4) 

oder  kürzer 

jß—  1  r  —  1  ,      , 

—5—  =  2  — 2~  (mod-  2)> 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  r  bezieht,  der  die 
einzelnen  Factoren  r\  r",  /"  .  .  .  durchlaufen  muss. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  aus  denselben  Voraus- 
setzungen noch  ein  zweites  Lemma;  es  ist  nämlich  r2=  1  (mod.  8) 
und  folglich 

IP  =  (1  +  (/*  -  1))  (1  +  (r"*  -  1))  (1  +  (r'"*  -  1))  .  .  . 

=  1  +  V  (1-2 -1)  (mod.  16), 
also 

7?2 1  r2 1 

^g-1  =  2  —q1  (mod-  2)- 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu  unserem  Gegen- 
stande zurück. 
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5.  Ist  P  eine  positive  ungerade  Zahl,  so  ist 

Denn  wenn  P  das  Product  aus  den  positiven  Primzahlen  p  ',  p", 
p"f  .  .  .  ist,  so  ist 

(t)-#)(7)&,)"-<-^ 

wo  der  Summationsbuchstabe  p  alle  Primfactoren  p\  p",  p'"  .  .  . 
durchlaufen  muss;  da  nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 

v^zl=£z^(m0d.2) 

ist,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  des  Satzes  ein. 

6.  Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

®  -  <-  ^'. 

Denn  mit  Beibehaltung  derselben  Zeichen  ist 


8 


©  =  (})(!)  (?)=<-> 


*    8 


und  da  nach  dem  zweiten  Lemma  4. 

„2 — 1        pa — i 
2  ^-g-1-  =  £T-i  (mod.  2) 

ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden 
Satzes. 

7.    Sind  die  beiden  positiven  ungeraden  Zahlen  P  und  Q  re- 
lative Primzahlen  zu  einander,  so  ist 

Denn  es  sei  P  das  Product  aus  den  Primzahlen 

y,  i>",  p'" ...  O) 

und  Q  das  Product  aus  den  Primzahlen 

q!,q"...  •     (fl) 

welche  also  von  den  Primzahlen  p',  p'\  p'"  .  .  .  verschieden  sind. 
Dann  ist  zufolge  der  Erklärung  und  nach  2. 

•     (3)-(D(Ä--n(f). 
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wo  das  Productzeichen  II  sich  auf  alle  Combinationen  einer  jeden 
der  Primzahlen  p  mit  einer  jeden  der  Primzahlen  q  bezieht;  ganz 
ebenso  ist  aber 

und  folglich 

(D(*)-"TO- 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen  bezieht; 
da  nun  nach  dem  Reciprocitätssatze 


p-i  q-i 

2 


ist,  so  ergiebt  sich 


©(»-<-*» 


*     %  2 


wo  wieder  das  Summenzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen 
jeder  Primzahl  p  mit  jeder  Primzahl  q  erstreckt;  es  ist  daher 

vf— 1  g—lp—  1        yg—  1 
~     2  2      —  ^     2       A  ~      2     ' 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  erste  Summenzeichen  sich  auf  alle 
Primzahlen  py  das  zweite  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht.  Da 
nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 


und 


2^-Jl  =  i-l  (mod.  2) 
2  £=!  S  Äfi  (mod.  2) 


ist,  so  ergiebt  sich 

vjp— 1  q  —  l  __  P— 1  #  —  1 


~      2  2      —       2 

und  hieraus 

P—  1     Q-l 


(mod.  2), 


(D®-<-^ 


was  zu  beweisen  war.  — 

Es  bleibt  uns  nun  noch  eine  Bemerkung  über  das  Symbol  zu 
machen  übrig;  wir  haben  oben  dieses  Zeichen  nur  unter  der  Vor- 
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aussetzung  definirt,  dass  die  Zahl  P  eine  positive  ungerade  Zahl, 
und  dass  die  positive  oder  negative  Zahl  m  relative  Primzahl  zu  P 
ist;  wir  erweitern  jetzt  die  Bedeutung  des  Zeichens  dahin,  dass  P 
auch  eine  negative  ungerade  Zahl  sein  kann,  immer  aber  mit  der 
Beschränkung,  dass  m  relative  Primzahl  zu  P  ist*);  und  zwar 
setzen  wir  fest,  dass 


/  m  \ /m\ 

WV  ~~  UV 


sein  soll.  Dann  leuchtet  augenblicklich  ein,  dass  die  Sätze  1.,  2., 
3.  und  G.  ohne  Beschränkung  gültig  bleiben;  ferner,  dass  der  Satz 
5.  nur  dann  richtig  ist,  wenn  P  positiv  ist,  dagegen  für  ein  negatives 
P  falsch  wird;  und  endlich,  dass  der  Satz  7.  nur  dann  gültig  bleibt, 
wenn  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  P  und  Q  positiv  ist,, 
dagegen  seine  Gültigkeit  verliert,  wenn  beide  Zahlen  P  und  Q  ne- 
gativ sind. 


§.47. 

Die  oben  (§.  45)  an  einem  Beispiel  behandelte  Aufgabe,  den 
Werth  des  Legendre'schen  Symbols  zu  bestimmen,  bildet  offenbar 
nur  einen  ganz  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  den  Werth 
des  Jacobi'schen  Symbols  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  nun,  dass 
die  damals  nothwendige  Zerlegung  in  Primzahlfactoren  (abgesehen 
von  dem  Factor  2)  ganz  'überflüssig  geworden,  und  der  anzuwen- 
dende Algorithmus  demjenigen  ganz  ähnlich  ist,  durch  welchen  der 
grösste  gemeinschaftliehe  Divisor  zweier  Zahlen  gefunden  wird. 
Einige  Beispiele  werden  genügen,  um  diese  einfachere  Methode  zu 
erläutern. 

Beispiel  1 :  Nehmen  wir  das  schon  oben  (§.  45)  behandelte 
Beispiel,  so  können  wir  jetzt  nach  dem  verallgemeinerten  Reci- 
procitätssatze 

/365\  _  /1847\ 
\1847/        \365/ 


*)  Später  (Supplemente  §.  116)  werden  wir  festsetzen,  dass  das  Symbol 
den  Werth  Null  haben  soll,  sobald  P  eine  ungerade  Zahl,  in  aber  keine 
relative  Primzahl  zu  P  ist. 


Quadratische  Reste.  111 

* 

setzen,  weil  365  von  der  Form  4w + 1  ist.  Da  ferner  1847  =  22 
(mod.  365)  ist,  so  ist  nach  §.  46,  3.  und  2. 

\365  /  =  \  365/  =  \365/  \365/  ' 
da  ferner  365  =  5  (mod.  8),  so  ist  nach  §.  46,  6. 

V365/  =  ~~  *' 
also 

-\ 
365/ 

Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatz  ist  nun  wieder 

fö) = Q  -  (£) —  •• 

und  folglich 

\1847y        +    ' 
wie  früher. 

Beispiel  2:  Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze  ist 

/  195  \  _  / 1901  \  # 
V1901/  —  V  195/' 

weil  1901  =  —  49  (mod.  195),  so  ist 

/1901X  _/-49\ 
\  195/        \  195  /' 

da  ferner  die  Zahlen  —  49  und  195  nicht  beide  negativ  sind,  so 
gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Reciprocitätssatz ,  und ,  weil  beide 
von  der  Form  4  n  +  3  sind,  so  ist 

/—  49  \  _  __  /  195  \  _  __  /195\ 
V  195  /  ~~       V—  49/  ~"       \49/; 

weil  endlich  195  = —  1  (mod.  49),  und  49  von  der  Form  4t  n  -\-  1 
ist,  so  ist 


(f ) =&)-+ '• 


also 

\1901/ 

d.  h.  195  ist  quadratischer  Nichtrest  der  Primzahl  1901.     Natür- 
lich hätte  sich  die  Auflösung  abkürzen  lassen  durch  Zerlegung 
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in  Factoren,  nämlich  durch  die  Bemerkung,  dass  49  =  7  .  7  und 
folglich 

(=J»\  =  (=1)  =  -  ! 
\195/        \195y 

ist;  überhaupt  wird  die  Operation  immer  bedeutend  abgekürzt, 
wenn  man  im  Zähler  oder  Nenner  des  Symbols  quadratische  Fac- 
toren bemerkt,  da  diese  sogleich  fortgelassen  werden  können. 

Beispiel  3 :  Da  74  =  2  .  37,  und  101  =  5  (mod#  8)  ist,  so  ist 

\10lJ  =  \iölj  \ioTy  =  ~~  \ioiy; 

dann  ist  ferner  nach  dem  Reciprocitätssatze 

\TÖ1/  =  \"37  /  =  \~37~7  =  \37/ 
und,  weil  37  von  der  Form  8n  -\-  5  ist, 

\37/  =  \37/  \37/  =  "~~  \37 ) ' 
endlich  ist  wieder  nach  dem  Reciprocitätssatze 

und  folglich 

\101J 

Kürzer  gelangt  man  durch  folgende  Kette  zum  Ziele: 

\MJ  =  \Töt)  =  V^27.)  =  VW)  =  V=7/  =  vt) 


§.  48. 

Wegen  der  Wichtigkeit  des  Reciprocitätssatzes  theilen  wir 
hier  noch  einen  anderen  Beweis  desselben  mit,  nämlich  den  ersten 
der  von  Gauss  gegebenen  sechs  Beweise*);  dies  kann  hier  um 
so  eher  geschehen,  als  durch  die  im  Vorhergehenden  erörterte 
Verallgemeinerung  des  Legendre'schen  Symbols  mehrere  der  von 


*)  Disquisüiones  Arithmettcae  artt.  135 — 144. 
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Gauss  unterschiedenen  acht  Fälle  sich  zusammenziehen  lassen, 
wodurch  der  Beweis  an  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  bedeutend 
gewinnt  *). 

Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  der  sogenannten  voll- 
ständigen Induction;  wenn  nämlich  der  Satz  für  je  zwei  Prim- 
zahlen p,  p1  richtig  ist,  welche  kleiner  sind,  als  eine  bestimmte 
Primzahl  #,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  er  auch  für  jede  Combi- 
nation  einer  solchen  Primzahl  p  mit  der  Primzahl  q  selbst  gelten 
muss;  hieraus  und  weil  der  Satz  für  die  beiden  kleinsten  ungeraden 
Primzahlen  3  und  5  wirklich  richtig  ist,  folgt  dann  unmittelbar 
seine  Allgemeingültigkeit. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  diesen  Nachweis  ist  nun  die 
vorläufige  Bemerkung,  dass  aus  der  angenommenen  Richtigkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  je  zwei  Primzahlen  p,  p',  welche  kleiner 
als  die  Primzahl  q  sind,  mit  Notwendigkeit  auch  die  Gültigkeit 
des  verallgemeinerten  Satzes  (§.  46,  7.) 


(I )  ® 


folgt,  sobald  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  P  und  Q 
(die  nicht  gleichzeitig  negativ  sein  dürfen)  nur  solche  Primzahl- 
factoren enthalten,  die  kleiner  als  q  sind;  denn  der  Beweis  dieses 
verallgemeinerten  Satzes  gründete  sich  ausschliesslich  auf  die 
Richtigkeit  des  einfachen  Satzes  für  alle  die  Paare  von  zwei  Prim- 
zahlen, von  denen  die  eine  in  P,  die  andere  in  Q  aufgeht 

Bei  dem  Beweise  nun,  dass  der  Reciprocitätssatz  für  jede  Com- 
bination  von  q  mit  einer  Primzahl  p  gilt,  welche  kleiner  als  q  ist, 
haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Der  eine  Fall  und  zwar 
der  schwierigere  findet  Statt,  wenn  q  die  Form  4n-f  1  hat,  und 
zugleich  p  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist;  dann  ist  zu  beweisen, 
dass  auch  q  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist.  In  irgend  einem 
der  anderen  Fälle,  nämlich  wenn  q  von  der  Form  4w  -f  3  ist,  oder 
auch,  wenn  q  zwar  die  Form  4w  +  1  hat,  dann  aber  p  quadratischer 
Rest  von  q  ist,  kann  man  offenbar  der  Primzahl^  immer  ein  solches 
Vorzeichen  geben,  dass,  wenn  man  o  =  +  p  setzt,  wenigstens  für 
eins  der  beiden  Vorzeichen  cd  quadratischer  Rest  von  q  wird;  dann 
ist  also  zu  beweisen,  dass 


*)  Dirichlet:  lieber  den  ersten  der  von  Gauss  gegebenen  Beweise 
des  Beciprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste  (Crelle'd 
Journal  Bd.  47). 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  ft 


\. 


114  Dritter  Abschnitt. 


(1L\  =  (—  l)%(ai-i).%(g-i) 


ist;  dieser  letztere  Fall  ist  deshalb  leichter  zu  behandeln,  weil  die 
Annahme  sogleich  einen  Ansatz  giebt,  welcher  nur  ausgebeutet 
zu  werden  braucht.  Wir  beginnen  daher  mit  diesem  Theile  des 
Satzes. 


§.49. 

Es  sei  also  co  =  +p  quadratischer  Rest  von  q,  so  hat  die  Con- 
gruenz  x2  =  oj  (mod.  q)  zwischen  0  und  q  immer  zwei  Wurzeln  x, 
deren  Summe  =  g,  und  von  denen  folglich  die  eine,  welche  wir 

mit  e  bezeichnen  wollen,  eine  gerade  Zahl  ist.    Dann  wird 

« 

e2  —  (X)  =  qf 

sein,  wo  /  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  jedenfalls  nicht  =  0 
ist,  weil  sonst  die  Primzahl  cd  eine  Quadratzahl  sein  müsste.  Diese 
Zahl  /  kann  aber  auch  nicht  negativ  sein;  denn  sonst  wäre  oj  po- 
sitiv =  p,  und  p  —  e2  eine  positive  durch  q  theilbare  Zahl,  was 
aber  unmöglich  ist,  da  p —  e2<p,  und  der  Voraussetzung  nach 
p<q  ist.  Diese  positive  Zahl  /  muss  ferner  ungerade  sein;  denn 
da  e  gerade  ist,  so  ist  e2  —  ra  ungerade,  und  folglich  auch  jeder  Di- 
visor von  e2  —  o,  also  auch  /  ungerade.  Endlich  ist  diese  positive 
ungerade  Zahl  /  noth wendig  <q  —  1;  denn  da  e  ^  q  —  1,  und 
p<q  —  l,soistg/=e2  —  o  <(q  —  1)2  +  (q  —  1),  A.h.qf<q(q—  1), 
also  wirklich  /<  q  —  1. 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.  Ist/  nicht  durch  p  theilbar,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
e%  —  o  =  qf,  dass 

/r.i\ 

+  i, 


(/)= 


und  ferner,  weil  qf  quadratischer  Rest  von  p  ist,  dass 


\G))  \G)J 


sein  muss;  da  nun  die  beiden  ungeraden  Zahlen /und  o  relative 
Primzahlen  zu  einander,  beide  kleiner  als  q,  und  endlich  nicht 
beide  negativ  sind,  so  gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Recipro- 
citätssatz,  d.  h.  es  ist 


^ 
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4 

(Ö(7)  =  (-1>,A""~,)',/"/",) 


und  hieraus  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen 


(ü\  =  (—  \yk((o-i).  tt(/-D. 


Da  ferner  e  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  auch  —  co  =  qf  (mod.  4), 
also  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  \  (cj  —  1),  so  erhält  man  auf 
der  linken  Seite  ein  Product  aus  zwei  successiven  ganzen  Zahlen, 
also  gewiss  eine  gerade  Zahl,  und  hieraus  folgt  unmittelbar 

CD —  1  / —  1    G7  —  1   q —  1 


2  2 

und  also 


(mod.  2) 


was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  dagegen  /  theilbar  durch  p,  so  kann  man  /  =  G)<p 
setzen,  wo  <p  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  die  dasselbe  Zeichen 
wie  ö  hat  und  ihrem  absoluten  Werthe  nach  <  q  ist.  Da  nun 
e* —  gj  =  qca<p,  so  ist  auch  e  theilbar  durch  a  und  also  e  =  £o, 
wo  e  wieder  eine  gerade  Zahl  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  nun 

62o  —  1  =  qq>, 

und  es  kann  daher  <p  nicht  durch  ca  theilbar  sein.     Nun  war  co 
quadratischer  Rest  von/  =  cacp,  und  folglich  auch  von  9,  also  ist 


®=(dV)=+* 


ausserdem  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,   dass  —  q<p 
quadratischer  Rest  von  0,  dass  also 


\(oJ        \   a   ) 


ist;  da  endlich  von  den  beiden  ungeraden  Zahlen  —  q>  und  ca  die 
eine  positiv  ist,  und  da  sie  relative  Primzahlen  zu  einander  \uv& 


1/Vytjfäw  Abschnitt. 
\   -vi       ,,  NiJt^  **»  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Re- 


■  v      ■.     *- 


*\  (  -?L\  =  (—l)lk(o-i).lk(<P  +  D 

,vUli   uutt»i'  Berücksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 

(JL\  =  (—  i)v2(üi-D.  v*(«p+i). 

|U  uuu  *  eine  gerade  Zahl  und  folglich  qy>  =  —  1  (mod.  4)  ist, 
Mi  muss  ilio  eine  der  beiden  Zahlen  q>  und  q  von  der  Form  4w  +  1, 
ilio  uuilert)  aber  von  der  Form  4w  -f-  3  sein,  woraus  folgt,  dass 

9  +  1  —  Q.  —  l 


2      ~      2 
uud  aUu 


(mod.  2) 


f-!L\  —  (—  i)%(w-D  •  %(«-D 
iat.     Also  ist  auch  für  diesen  Fall  der  Satz  bewiesen. 

§.  50. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Theile,  in  welchem  voraus- 
gesetzt wird,  dass  p  Nichtrest  von  #,  und  q  von  der  Form  4w  -j-  1 
ist,  und  in  welchem  bewiesen  werden  muss,  dass  q  Nichtrest  von 
p  ist.  Hier  fehlt  nun  die  Möglichkeit  eines  Ansatzes,  und  um  diese 
zu  gewinnen,  kommt  alles  darauf  an  nachzuweisen,  dass  wenigstens 
eine  Primzahl  p'  <  q  existirt ,  von  welcher  q  quadratischer  Nicht- 
rest ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Primzahl  q  nicht  von 
allen  kleineren  Primzahlen  quadratischer  Rest  sein  kann.  Für  den 
Fall,  dass  q  =  5  (mod.  8)  ist,  hat  dieser  Nachweis  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit;  denn  dann  ist  \{q  -\- 1)  =  3  (mod.  4),  und  folglich 
muss  unter  den  Primfactoren  dieser  Zahl  \{q  +  1) ,  welche  natür- 
lich alle  <  q  sind,  mindestens  einer  p1  von  der  Form  4w  +  3  sein; 
dann  ist  aber  q  =  —  1  (mod.  p')  uud  folglich  quadratischer  Nicht- 
rest einer  kleineren  Primzahl  p '.  Desto  schwieriger  war  dieser  Nach- 
weis für  den  anderen  Fall  zu  führen,  in  welchem  q  =  1  (mod.  8) 
ist;  und  Gauss  selbst  gesteht*),  dass  es  ihm  erst  nach  manchen 


*)  D.  A.  art.  125. 
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vergeblichen  Versuchen  gelungen  ist ,  diese  capitale  Schwierigkeit 
zu  überwinden;  er  gelangte  dazu  durch  folgende  äusserst  scharf- 
sinnige Betrachtung. 

Es  sei  2m  -f  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  aber  kleiner  als  q. 
Wenn  nun  q  quadratischer  Rest  von  allen  ungeraden  Primzahlen 
z  ist,  welche  diese  ungerade  Zahl  2m  +  1  nicht  übertreffen,  so  ist 
nach  früheren  Sätzen  (§.  37)  die  Primzahl  g,  da  sie  =  1  (mod.  8) 
und  also  von  jeder  Potenz  der  Zahl  2  quadratischer  Rest  ist,  auch 
quadratischer  Rest  von  jeder  Zahl,  welche  keine  anderen  ungeraden 
Primfactoren  als  die  Primzahlen  z  enthält,  und  also  z.  B.  von  der 
Zahl 

IT  =  1  .  2  .  3  .  4 (2m)  (2m  +  1); 

es  giebt  daher  positive  Zahlen  Je  von  der  Beschaffenheit,  dass 

q  =  *;*  (mpd.  M) 

ist,  und  zwar  muss  Je  relative  Primzahl  zu  M  sein,  weil  2m  +  1  <? 
und  also  auch  q  relative  Primzahl  zu  M  ist.  Aus  dieser  Congruenz 
folgt  nun  weiter,  dass  in  Bezug  auf  den  Modul  M 

Hq— 12)  («  - 2*)  («  -  3')  •  •  •  (*-•*) 

=  A'(i»—  l2)  (&*  —  22)  (fc*  —  32)  .  .  .  (**  —  •»»)  \ 
=  (k  +  m)  (fc  +  ro— l)...(i  +  1)  *(i—l). ..(*  —  #»+  1)  (i  — m) 

ist;  da  nun  nach  einem  früheren  Satze  (§.  15)  jedes  Product  von 
(2w  +  1)  successiven  ganzen  Zahlen  durch  M  theilbar,  und  ausser- 
dem Je  relative  Primzahl  zu  M  ist,  so  ist  das  Product 

(«-l*)Ö-2»)(g-3*)...(ff-iw») 
theilbar  durch  das  Product 

M=  (m+1)  ((w  +  1)2— l2)  ((w+1)2  —  22)  ...  ((m  +  1)2  — m») 

d.  h.  das  Product 

1  q—  l2  q  —  22  g— w» 

m  +  1  '  (m  +  1)3  —  l2  '  (m  +  l)a  -  2*  '  '  '  (m  +  l)2  —  w» 

ist  nothwendig  eine  ganze  Zahl. 

Andererseits  leuchtet  ein,  dass  dies  Product  gewiss  leine 
ganze  Zahl  ist ,  sobald  für  m  die  grösste  ganze  Zahl  unterhalb  V  q 
genommen  wird;  denn,  wenn  m  <  V q  <  m  -\-  1  ist,  so  sind  alle 
Factoren  dieses  Productes  echte  Brüche.  Für  diese  Zahl  m  kann 
daher  die  obige  Annahme  nicht  zulässig  sein ,  und  da  ausserdem 
2m-f-l<2Vg+l<^  ist,  so  haben  wir  folgenden  Satz  gewönne 


s. 
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Ist  q  eine  Primzahl  von  der  Form  Sn  +  1,  so  giebt  es  unter- 
halb  2  Vq  +  1  und  folglich  auch  unterhalb  q  mindestens  eine  un- 
gerade Primzahl  p',  von  welcher  q  quadratischer  Nichtrest  ist 


§.  51. 

Nachdem  für  jede  Primzahl  q  von  der  Form  4w  -f- 1  die 
Existenz  einer  Primzahl  p'  <  q  nachgewiesen  ist,  von  welcher  q 
quadratischer  Nichtrest  ist,  gehen  wir  zum  Beweise  unseres  zweiten 
Theiles  über.  Jede  solche  Primzahl  p1  muss  Nichtrest  von  q  sein; 
denn  wäre  p'  Rest  von  #,  so  würde  aus  dem  schon  von  uns  be- 
wiesenen Theil  (§.  49) 

f^L\  =  (_l)Vi<p'-i).%<g.-l)  =   +  1 

folgen ,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Mithin  gilt  für  dieses 
Paar  p\  q  das  Reciprocitätsgesetz.  Giebt  es  nun  ausser  p'  noch 
andere  ungerade  Primzahlen  p<  g,  welche  Nichtreste  von  q  sind, 
so  ist  nur  zu  beweisen,  dass 


\pp'J 


+  1 


<PP 

ist,  weil  hieraus  sogleich  folgt,  dass  q  Nichtrest  von  p  ist. .  Da  nun 
p'  und  der  Voraussetzung  nach  auch  p  quadratischer  Nichtrest  von 
q  ist,  so  ist  pp'  quadratischer  Rest  von  #,  und  es  giebt  daher 
wieder  eine  gerade  Zahl  e  <  q  von  der  Beschaffenheit,  dass 

e2 — pp'  =  qcp 

und  q>  eine  ganze  Zahl  ist;  und  weil  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung eine  ungerade  Zahl  darstellt,  welche  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  <  q2  ist,  so  ist  <p  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  und  zwar 
<  q.  Je  nach  der  Beschaffenheit  dieser  Zahl  <p  zerfällt  nun  der 
Beweis  in  drei  Theile. 

1.    Ist  q>  weder  durch  p  noch  durch  p'  theilbar,  so  ist 

und  da  qq>  quadratischer  Rest  von  pp1  ist,  auch 

(m  =  l,    also    (JL1)  =  (JL1)i 
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da  ferner  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  qp  und  pp9 
(von  denen  die  letztere  positiv  ist)  nur  solche  Primfactoren  ent- 
halten, welche  <  q  sind,  so  gilt  für  diese  beiden  Zahlen  auch  das 
verallgemeinerte  Reciprocitätsgesetz,  d.  h  es  ist 

&)  (f) = <-  i)w~"  "•'""" 

und  folglich,  mit  Berücksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen 

(-£-\  =  (—  l)Vi($P-i).Vfe(pp'-i). 

Da  aber  e  eine  gerade  Zahl,  so  ist  qq>  =  —  pp9  (mod.  4),  also,  da 
q  =  1  (mod.  4)  ist, 

9  =  —pp'  (mod.  4) 
9  —  1  _       Pi>'  +  1 


also 


und  folglich 


(mod.  2) 


£rd  .  UL=1  =  0  (mod  2) 


was  zu  beweisen  war. 

2.  Istqp  durch  p$  theilbar,  durch  p  nicht  theilbar,  so  setze  man 
q>  =  p'ty,  und,  da  auch  e  durch  j/  theilbar  sein  muss,  e  =  p'  e\ 
dann  ist  ^  <  g  eine  durch  p  nicht  theilbare  ungerade ,  und  e  eine 
gerade  Zahl,  und  es  wird 

Hieraus  folgt  nun  zunächst  wieder  (da  #  relative  Primzahl  zu  pp' 
ist) 


(f)= 


+  1, 
ferner 

(?) = ©•  -  (f ) = (f )  (i) 

und 

<$)-m  -  ©=(^)(i) 

und  folglich 


\ 
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da  endlich  ^  und  pp'  nur  solche  Primfactoren  enthalten,  die  <  q 
sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatz 

WA*/       y      J 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  zwei  vorhergehenden  Gleichungen 

(-*L\  =  C—  1)V2(p  +  1).V*(p'-i)  +  V20/>-i).V«(pp'-1). 

\pp'J 

Da  nun  £*  =  0(mod.4)  und  #=l(mod.4),  so  ist  ^  =  — p(mocL4), 
folglich 

i(^-l)  =  Ki>+l)(mod.2), 
also 

sl(p  +  l)  ÖCP'-  1)  +  Ki>i>'  - 1)]  (mod.  2), 
und  da  ferner  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

i (pp' -  1)  =  \(p - 1)  + 1 Q/  -  1)  (mod.  2) 
ist,  so  ergiebt  sich 

H2>  +  i)-i<y-i)  +  i(*-i)-i(i>2>'-i) 

=  \(P  +  1)  -i (P -  1)  =  0  (m°d-  2) 
und  folglich 

(£)  =  '• 

was  zu  beweisen  war. 

Da  bei  diesem  Beweise  die  Annahme,  dass  q  Nichtrest  von  p' 
ist,  gar  nicht  zur  Anwendung  gekommen  ist,  so  wird  durch  einfache 
Vertauschung  von  p  mit  p*  der  Beweis  für  den  Fall  entstehen,  dass 
<p  durch  p  theilbar,  durch  p9  nicht  theilbar  ist;  denn  im  Uebrigen 
sind  sowohl  die  Voraussetzungen  als  auch  das  zu  beweisende  Re- 
sultat vollständig  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Primzahlen  p 
und  p9. 

3.  Ist  <p  sowohl  durch  p  als  auch  durch  pf  und  folglich  (da 
p  und  pf  verschiedene  Primzahlen  sind)  auch  durch  pp9  theilbar,  so 
setze  man  q>  =  pp'  ^,  und,  da  e  dann  ebenfalls  durch  pp1  theilbar 
ist,  e  —  pp's;  dann  bedeutet  ^  eine  ungerade  Zahl  <  #,  und  £ 
eine  gerade  Zahl,  und  es  wird 
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jjp'«2  —  1  =  q4>. 

Hieraus  folgt,  dass  pp'  relative  Primzahl  zu  ip  und   ausserdem 
quadratischer  Rest  von  ^,  also 


(f)= 


+  1 


ist;  ebenso  ergiebt  sich  aber,  dass  — qil>  quadratischer  Rest  von 
pp\  dass  also 

\pp'  /     \pp'  / 

ist;  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze ,  welcher  offen- 
bar für  die  beiden  Zahlen  —  ^  und  pp'  gilt,  ist  ferner 

und  hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  den  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen 

\pp'j      v 

Da  aber  s  eine  gerade  Zahl,  und  q  =  1  (mod.  4),  so  ist  ^  =  —  1 
(mod.  4),  also  \{ty  -f  1)  eine  gerade  Zahl,  und  folglich 

was  zu  beweisen  war. 

Hiermit  ist  nun  auch  der  zweite  Theil  des  Beweises  vollständig 
geführt  und  dadurch  die  Allgemeingültigkeit  des  Reciprocitäts- 
satzes  von  Neuem  nachgewiesen.  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich 
auch  die  Sätze  über  die  Charaktere  der  Zahlen  —  1  und  2  begrün- 
den, was  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag  *). 


§.  52. 

Nach  allen  diesen  Untersuchungen  kehren  wir  nun  zurück  zu 
der  Beantwortung  der  zweiten  in  §.  32  aufgeworfenen  Frage,  welche 
in  §.  39  auf  die  folgende  reducirt  ist: 


*)  Dirichlet  a.  a.  0. 


S, 
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Von  welchen  ungeraden  Primzahlen  q  ist  die  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Rest? 

Auch  jetzt  fragen  wir  nur  nach  denjenigen  (positiv  genomme- 
nen) Primzahlen  g,  welche  nicht  in  2)  aufgehen,  und  setzen  ausser- 
dem der  Einfachheit  halber  voraus,  dass  2)  kein  Quadrat  und  auch 
durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar  ist,  weil  der  allgemeinere 
Fall  offenbar  sogleich  auf  diesen  einfacheren  reducirt  werden  kann. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  nicht  blos  alle  diese  Primzahlen  q  (die 
Divisoren  der  Form  t2  —  Du2  nach  §.  39),  sondern  überhaupt  alle 
positiven  Zahlen  n,  welche  relative  Primzahlen  zu  22)  sind  und 
der  Bedingung 


©= 


+  1 


genügen,  in  einer  Anzahl  von  bestimmten  Linearformen,  d.  h.  von 
arithmetischen  Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  entweder 
=  22)  oder  =42)  ist.  Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  positive 
oder  negative  Zahl  2)  durch  keine  Quadratzahl  theilbar  ist,  so  wird, 
wenn  wir  das  Product  aller  in  2)  aufgehenden  positiven  ungeraden 
Primzahlen  p,  p\  p"  .  .  .  mit  P  bezeichnen,  entweder  D  =  +  P, 
oder  2)  =  +  2P  sein;  wenn  2)  keine  ungerade  Primzahl  p  als 
Factor  enthält  (für  welchen  Fall  das  Resultat  aber  schon  in  den 
§§.  40,  41  oder  allgemeiner  in  §.  46,  5.  und  6  angegeben  ist),  wird 
P  =  1  zu  setzen  sein.    Wir  unterscheiden  im  Ganzen  vier  Fälle. 

I.    2)  =  +  P  =  1  (mod.  4). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet, 
die  relative  Primzahl  zu  22)  ist,  zufolge  des  verallgemeinerten  Re- 
ciprocitätssatzes  (§.  46,  7.) 


® = (?) 


Da  nun  das  Symbol  rechts  für  alle  Zahlen  w,  welche  einer  und  der- 
selben Classe  (mod.  P)  angehören,  nach  §.  46,  3.  einen  und  den- 
selben Werth  besitzt,  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an,  ein 
vollständiges  System  von  <p  (P)  incongruenten  Zahlen  m  (mod.  P) 
zu  betrachten,  die  relative  Primzahlen  zu  P  sind,  und  für  jede,  den 
Werth  des  Symbols  zu  bestimmen.  Es  ist  wichtig,  dies  etwas  näher 
zu  untersuchen. 

Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  Zahlen  b  existiren,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P  sind  und  der  Bedingung 


Quadratische  Reste.  123 


(«- 


i  (i) 


genügen.  Denn  da  D  nicht  =  -*-  1  sein  kann,  und  folglich  P  min- 
destens eine  Primzahl  p  enthält,  so  wähle  man  einen  beliebigen 
Nichtrest  ß  von  ji,  nnd  bestimme  b  (nach  §.  25)  durch  die  Be- 
dingungen 

b  =  ß  (mod.  />),    6=1  (mod.  P'), 
wo  P  =  pP'  gesetzt  ist  so  wird 

G)-(7)G)-®(a=-- 

Nachdem  dieser  Punct  absolvirt  ist ,  erkennt  man  leicht,  dass  die 
Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  h  (mod.  P),  welche  der  Be- 
dingung (1)  genügen,  =  \  <p(P),  und  folglich  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten Zahlen  o  (mod.  P),  für  welche 

(£)=  +  !  (2) 

ist,  ebenso  gross  ist    Denn  setzt  man 

*-s(5), 

wo  m  das  ganze  System  aller  tp  (P)  incongruenten  Zahlen  durch- 
laufen soll,  so  ist  S  gänzlich  unabhängig  von  der  Wahl  der  die 
einzelnen  Zahlclassen  repräsentirenden  Individuen  m;  da  nun, 
wenn  b  eine  bestimmte  Zahl  von  der  Beschaffenheit  (1)  bedeutet, 
auch  die  Producte  bm  ein  solches  vollständiges  System  bilden,  so 
ist  auch 

und  folglich 

1  (y)  =  0,  (3) 

mithin  ist  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Summe,  welche  den  Werth 
-f-  1  haben,  gleich  der  Anzahl  derjenigen,  welche  den  Werth  —  1 
haben;  d.  h.  die  Anzahl  der  Zahlclassen  a  ist  gleich  derjenigen  der 
Zahlclassen  6. 

Es  leuchtet  ferner  ein ,  dass  man  die  Repräsentanten  m  (oder 
a  und  b)  sämmtlich  ungerade  wählen  kann ;  denn  ist  m  gevad&  ^  ^ 


v 
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ist  m  -f  P  eine  in  derselben  Zahlclasse  enthaltene  ungerade  Zahl. 
Dann  wird  also 


— )  =  -\-  1,    wenn    n  =  a  (mod.  2  P) 


( 

( — )  = —  1,    wenn    n  =  b  (mod.  2P) 

und  jede  (positive)  Zahl  w,  "welche  relative  Primzahl  zu  2  2)  ist,  ist 
in  einer  und  nur  einer  dieser  arithmetischen  Reihen  (von  der 
Differenz  2  2))  enthalten. 

Beispiel  1.  Ist  2)  =  -f  P  =  21,  also  <p  (P)  =  12,  so  sind  die 
sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  P  congruent 

±1,  ±2,  ±4,  +5,  +8,  +10; 

bestimmt  man  nun  für  jede  dieser  Zahlen  den  Werth  des  Jacobi'- 
schen  Symbols  nach  §•  47,  so  ergiebt  sich 

a  =  +  1,  ±  4,  ±  5;    b  =  ±  2,  +  8,  +  10  (mod.  21); 

es  wird  daher 

(— \  =  +  1,    wenn    n  =  1,  5,  17,  25,  37,  41  (mod.  42) 

(— \  =  —  1,    wenn    n  =  11,  13,  19,  23,  29,  31  (mod.  42). 

Beispiel  2.  Ist  2)=  —  P  =  —  15,  so  sind  die  zu  betrachten- 
den Zahlclassen  folgende  +1,  +2,  +4,  +7;  diese  zerfallen  in 
a  =  +  1,  +2,  -f  4,  —  7,  und  b  =  —  1,  —  2,  --  4,  +7  (mod.  15). 
Es  wird  daher 


(^) 


+  1,    wenn    n  =  1,  17,  19,  23  (mod.  30) 


( — ^^  =  —  1,    wenn    n  =  7,  11,  13,  29  (mod.  30). 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  Fall 

IL    D  =  +P=3  (mod.  4). 

Bedeutet  n  wieder  eine  positive  relative  Primzahl  zu  2  2),  so 
ist  nach  dem  allgemeinen  Reciprocitätssatz 

behalten  wir  dieselbe  Bezeichnung  wie  im  ersten  Falle  bei,  so  wird 
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( —  j  =  +  1,    wenn    n  =  1  (mod.  4)    und    n  =  a  (mod.  P) 

oder    n  =  3  (mod.  4)    und    n  =  b  (mod.  P) 
dagegen 

( — )  =  —  1,    wenn    n  =  1  (mod.  4)     und    n  =  ö  (mod.  P) 

oder    w  =  3  (mod.  4)    tihd    w  =  a  (mod.  P). 

Einem  jeden  solchen  Congruenzpaare  entspricht  aber  (nach  §.  25) 
eine  bestimmte  Glasse  von  Zahlen  n  (mod.  4P);  man  erhält  daher 
<p  (P)  =  \  g>  (4  P)  solche  Classen  von  Zahlen  n,  die  der  einen  Kate- 
gorie angehören,  und  ebenso  viele  Classen  von  Zahlen  n,  die  den 
entgegengesetzten  Charakter  haben;  diese  Classen  bilden  arith- 
metische Reihen  von  der  Differenz  4  D.  Dies  Resultat  gilt  auch 
noch  in  dem  Falle  D  =  —  1 ,  obgleich  dann  keine  Zahl  b  existirt. 

Beispiel.    Für  D  =  +  15  wird 

(— \  =  +  1,  wenn  n  =  1  (mod.  4),  ==  +  1,  +2,  +4,-7  (mod.  15) 

oder  w  =  3  (mod.  4),  =  —  1,  —  2,  —  4,  -f  7  (mod.  15) 
dagegen 

( — )  =  —  1»  wennw=l  (mod. 4),  =  — 1, — 2,  — 4,  -f  7  (mod.  15) 

oder  n  =  3  (mod.  4),  =  -f  1,  -f  2,  +  4,  —  7  (mod.  15); 
hieraus  ergiebt  sich 

(— W  +  1,    wenn    n  =  1,  7,  11,  17,  43,  49,  53,  59  (mod.  60) 

(— \  =  —  1,    wenn    n  ==  13,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  47  (mod.  60). 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die 
sämmtlichen  positiven  relativen  Primzahlen  zu  4P  darauf  prüft, 
ob  sie  der  einen  oder  anderen  Kategorie  angehören,  und  sie  lässt 
sich  noch  durch  manche  Kunstgriffe  abkürzen,  die  hier  nicht  er- 
wähnt werden  können. 

III.    D  =  +  2  P  =  2  (mod.  8). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  eine  positive  relative  Primzahl  zu 
D  bedeutet, 

(£)  =  (-  !)*,..-,  (J). 
und  folglich 


I 
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f  —  J  =  +  1,  wenn  n  =  +  1  (mod.  8),  =  a  (mod.  P) 

oder  w  =  +  3  (mod.  8),  =  b  (mod.  P) 
dagegen 

( — j  =  —  1,  wenn  n  =  +  1  (mod.  8),  =  b  (mod.  P) 

oder  n  =  +  3  (mod.  8),  =  a  (mod.  P) 

und  jedem  bestimmten  Congruenzpaare  entspricht  eine  bestimmte 
Zahlclasse  n  (mod.  8P);  die  Zahlen  n  vertheilen  sich  daher  in 
arithmetische  Reihen  von  der  Differenz  4  2);  jeder  der  beiden 
Kategorien  gehören  gleich  viele  Zahlclassen  an. 

Beispiel.    Ist  D  =  —  6,  so  ergiebt  sich 

(—  j  =  +  1,    wenn    n  =  1,  5,  7,  11  (mod.  24) 

(— )  =  —  1,    wenn    n  =  13,  17,  19,  23  (mod.  24). 

IV.    2)=±2P  =  6  (mod.  8). 
In  diesem  Falle  ist 

(^)  =  (-i),^-,>+v»<-s-i)(^), 

und  folglich 

—  j  =  +  1,    wenn    n  =  1,  3  (mod.  8),  =  a  (mod.  P) 

oder    n  =  5,  7  (mod.  8),  =  &  (mod.  P) 
dagegen 


( 


( 


— )  =  — - 1,    wenn    n  =  1,  3  (mod.  8),  =  6  (mod.  P) 


oder     n  =  5,  7  (mod.  8),  =  a  (mod.  J3). 

Die  Zahlen  n  vertheilen  sich  wieder  in  arithmetische  Reihen  von 
der  Differenz  42);  jeder  der  beiden  Kategorien  gehören  gleich 
viele  Zahlclassen  an. 

Beispiel.    Für  D  =  -\-  6  ergiebt  sich 


(— \  —  +  1,    wenn    n  =  1,  5,  19,  23  (mod.  24) 

(-)  =  —  1,    wenn    n  =  7,  11,  13,  17  (mod.  24). 

"Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  vier  Fälle  sich  zusammen- 
fassen lassen,  wenn  man  zwei  positive  oder  negative  Einheiten 
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#,  s  einfuhrt,  so,  dass  d  =  +  1  oder  =  —  1,  je  nachdem  +  P  =  1 
oder  =  3  (mod.  4),  und  dass  s  =  +  1  oder  =  —  1 ,  je  nachdem 
D  ungerade  oder  gerade  ist  Die  vier  Fälle  stellen  sich  dann 
folgendermaassen  dar: 

D  =  ±    P=l(mod.  4),  .«=+1,  c=+l; 

D  =  ±    P=3(mocL4),  S=  — 1,  £=+1; 

D  =  ±2P=2  (mod.  8),  «=+1,  «=  —  1; 

D  =  ±2P  =  6  (mod.  8),  *=— 1,  *=— 1. 

Dann  ist  vermöge  des  allgemeinen  Reciprocitätssatzes  und  der 
Ergänzungssätze  (§.  46) 


(£)  =  a%o-i>  *%<-«-»>(£), 


wo  n  wieder  irgend  eine  positive  relative  Primzahl  zu  2  2)   be- 
deutet. 

Lässt  man  n  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen 
nach  dem  Modulus  4  D  durchlaufen ,  welche  zugleich  positiv  und 
relative  Primzahlen  zu  2  D  sind,  so  ergiebt  sich  in  allen  vier  Fällen, 
dass  die  entsprechende  Summe 


K")=» 


ist ;  im  ersten  Falle  genügt  es  schon ,  dass  n  ein  solches  vollstän- 
diges Bestsystem  nach  dem  Modulus  2  D  durchläuft. 
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Von  den  quadratischen  Formen. 


§.  53. 

Unter  einer  Form  versteht  man  in  der  Zahlentheorie  im  All- 
gemeinen eine  ganze  rationale  Function  von  Variabein,  deren 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  (vergl.  §.  39).  Je  nach  dem  Grade 
derselben  unterscheidet  man  lineare,  quadratische,  cubischeFormen 
u.  s.  w.;  je  nach  der  Anzahl  der  vorkommenden  Variabein  spricht 
man  von  binären ,  ternären  Formen  u.  s.  w.  Wir  werden  uns  im 
Folgenden  ausschliesslich  mit  Ausdrücken  von  der  Form 

ax2 -\-  2bxy  ■+■  cy2 

beschäftigen,  wo  a,  6,  c  bestimmte,  gegebene  ganze  Zahlen,  x  und 
y  aber  unbestimmte,  variable  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  wir 
werden  diese  homogenen  binären  quadratischen  Formen,  wo  kein 
Missverständniss  zu  besorgen  ist,  kurz  Formen  nennen. 

Wir  haben  dem  Coefficienten  des  Productes  xy  der  beiden 
Variabein  gleich  die  Gestalt  einer  geraden  Zahl  26  gegeben,  weil 
die  Untersuchung  dadurch  erleichtert  wird;  sollte  in  einer  Form 
dieser  Coefficient  eine  ungerade  Zahl  sein,  so  würde  es  genügen, 
die  ganze  Form  mit  2  zu  multipliciren ,  um  diesen  Fall  auf  den 
obigen  zurückzuführen,  und  aus  den  Eigenschaften  der  so  erhalte- 
nen Form  würde  man  mit  Leichtigkeit  auf  die  Eigenschaften  der 
ursprünglichen  Form  zurückschliessen  können. 
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Sind  die  drei  Glieder  in  der  obigen  Anordnung  geschrieben, 
so  nennt  man  a  den  ersten,  b  (nicht  2  b)  den  zweiten,  c  den  dritten 
Coefficienten;  a  und  c  fasst  man  auch  wohl  unter  dem  gemein- 
schaftlichen Namen  der  äusseren  Coefficienten  zusammen,  und 
nennt  dann  b  im  Gegensatz  den  mittleren  Coefficienten;  ähnlich 
heisst  x  die  erste,  y  die  zweite  Variabele.  Eine  solche  Form  be- 
zeichnet man  wohl  auch  kurz  durch  das  Symbol  (a,  6,  c) ,  wenn  es 
sich  nur  darum  handelt,  die  Coefficienten  anzugeben,  von  denen 
allein  die  Eigenschaften  der  Form  abhängen  können. 

Wir  schliessen  nun  ein  für  alle  Mal  die  Fälle  aus,  in  welchen 
die  Form  sich  in  zwei  lineare  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
zerfallen  lässt,  weil  diese  eine  andere  und  zwar  einfachere  Be- 
handlung gestatten.  Zunächst  folgt  hieraus,  dass  in  den  Formen, 
mit  welchen  allein  wir  uns  beschäftigen  wollen,  keiner  der  äusseren 
Coefficienten  gleich  Null  sein  wird;  da  ferner 

ax2  +  2bxy  +  cy2  =  —  ((ax  +  by)2  —  (b2  —  ac)y2\ 

ist,  so  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Zahl  b2 —  ac  nie  eine  vollstän- 
dige Quadratzahl  sein  darf,  denn  sonst  würde  die  Form 

ax2  +  2bxy  +  cy 2  = 
i  (ax  +  (b  +Vb*-ac)y\  (ax  +  (b-Vb2—ac)y\ 

ein  Product  aus  zwei  linearen  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
sein.  Die  Zahl  b2 —  ac,  von  welcher,  wie  wir  sehen  werden,  die 
Eigenschaften  der  Form  (a,  b,  c)  hauptsächlich  abhängen,  heisst 
die  Determinante*)  dieser  Form;  wir  werden  sie  im  Folgenden  mit 
dem  Buchstaben  D  bezeichnen.  Die  unseren  Formen  (a,  6,  c) 
auferlegte  Beschränkung  besteht  also  darin,  dass  D  kein  Qua- 
drat ist. 

Einige  höchst  merkwürdige  Sätze  von  Fermat  haben  Euler 
veranlasst,  sich  eingehend  mit  den  quadratischen  Formen  zu  be- 
schäftigen, doch  beziehen  sich  seine  Untersuchungen  grösstentheils 
nur  auf  specielle  Fälle ;  Lagrange  legte  den  Grund  zu  einer  allge- 
meinen Theorie  derselben,  die  dann  später  von  Legendre,  vor  Allen 
aber  durch  Gauss  vervollständigt  wurde. 

Ihre  Entstehung  verdankt  die  ganze  Theorie  dem  Probleme, 
zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  m  durch  die  gegebene  Form 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  154 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  ^ 
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(a,  b,  c)  darstellbar  ist,  d.  h.  ob  es  specielle  Werthe  von  x,  y  giebt,  für 
welche  die  Form  den  Werth  m  erhält.  Doch  ist  zur  vollständigen 
Lösung  desselben  die  Theorie  der  Transformation  erforderlich,  mit 
welcher  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 


§.  54. 

Ebenso  wie  die  Gleichungen  der  Curven  in  der  analytischen 
Geometrie  ihre  Gestalt  ändern,  wenn  ein  anderes  Coordinaten- 
system  gewählt  wird,  so  geht  eine  quadratische  Form  (a,  b,  c)  durch 
Einführung  zweier  neuen  Variabein  in  eine  neue  quadratische 
Form  (a',  V,  c')  über.  Sind  nämlich  x,  y  die  Variabein  der  Form 
(a,  b,  c),  und  setzt  man 

x  =  ccx'  +  ßy\ 

y  =yx'  +  8y\  K  } 

wo  a,  ß,  y,  8  vier  bestimmte  ganze  Zahlen,  und  x\  y1  die  neuen 
Variabein  bedeuten,  so  wird 

ax2  +  2bxy  +  cy2  =  a'x'2  +  2b'afy'  +  c'y'*, 

und  die  Coefficienten  a',  6',  d  der  neuen  quadratischen  Form  hän- 
gen auf  folgende  Weise  von  denen  der  ursprünglichen  Form  und 
von  den  vier  Coefficienten  a,  0,  y,  8  ab: 

a'  =  aa2  -f  2  bay  -f  cy2 

V  =zaaß+b  (a8  +  ßy)  +  cy8  (2) 

c'  =  aß2  +  2bßd  +  cö2. 

Man  drückt  den  Zusammenhang  der  beiden  Formen  kurz  so  aus: 
die  Form  ax2  +  2  bxy  +  cy2  geht  durch  die  Transformation  oder 
Substitution  (1)  in  die  Form  aV2  -}-  2  6'a?'y'  -f  c'yf2  über.  Die 
Zahlen  a,  0,  y,  5  heissen  der  Reihe  nach  der  erste,  zweite,  dritte, 
vierte  Coefficient  der  Substitution.  Da  die  Wahl  der  Buchstaben 
zur  Bezeichnung  der  Variabein  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung 
ist,  und  die  Natur  der  Formen  und  Substitutionen  nur  von  den 
Coefficienten  abhängt,  so  drückt  man  sich  häufig  noch  kürzer  so 
aus:  die  Form  (a,  b,  e)  geht  durch  die  Substitution  a,  0,  y,  8 
oder  (£;$)  in  die  Form  (a',  V,  c')  über;  und  diese  Ausdrucks- 
weise soll  nicht  mehr  oder  weniger  sagen,  als  dass  die  drei 
Gleichungen  (2)  Statt  finden.  Hierbei  ist  wohl  auf  die  Stellung 
der  Coefficienten  der  Formen  sowohl,  wie  derjenigen  der  Substi- 
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tution  zu  achten;  behalten  wir  die  eben  eingeführten  Bezeich- 
nungen bei,  so  müssen  wir  z.  B.  sagen,  dass  gleichzeitig  die  Form 

(a,  J,  c)  durch  die  Substitution  ( "'  vj  in  (a',  V,  c'), 
(a,  ft,  c)      „        „  „  ^'  Jj  „  (V,  6',  a'), 

(*,  &,  a)      „        „  „  (J  J)   „   («',  6',  O, 

fo   ^    «)  79  f>  »  (ß\  U     »      (C',  V,   «') 

übergeht. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jede  durch  die  zweite  Form  (a\  i',  c') 
darstellbare  Zahl  auch  durch  die  erste  Form  (a,  b,  c)  dargestellt 
werden  kann;  denn  wird  die  Zahl  m  durch  (a',  V,  c')  dargestellt, 
indem  den  Variabein  af,  \j  die  speciellen  Werthe  r',  s1  ertheilt 
werden,  so  setze  man 

r  =  ar'  +  ßs\    s  =  <yrJ  +  ds', 

und  es  wird  die  Form  (a,  b,  c)  dieselbe  Zahl  m  darstellen,  sobald 
x  =  r,  y  =  s  gesetzt  wird.  Man  sagt  deshalb  auch :  die  Form 
(a,  ü>,  c)  enthält  die  Form  (a',  V,  d),  oder  deutlicher:  die  Form 
(a',  6',  d)  ist  unter  der  Form  (a,  b,  c)  enthalten*)',  eben  weil 
sämmtliche  durch  (a',  &',  c')  darstellbare  Zahlen  unter  den  durch 
(a,  6,  c)  darstellbaren  enthalten  sind  ** ). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Relation,  in  welcher  die 
Determinante 

D'  =  V*  —  a!  c' 
der  neuen  Form  zu  der  der  früheren  steht;  substituirt  man  für 
a\  &',  4  ihre  Ausdrücke  gemäss  den  Gleichungen  (2),  so  findet  man 
nach  leichten  Reductionen 

D'  =  (u8-ßyyD\ 

die  neue  Determinante  ist  daher  stets  gleich  der  alten,  multiplicirt 
mit  einer  Quadratzahl;  beide  Determinanten  haben  also  auch  dasselbe 
Vorzeiclien.    Da  wir  von  vorn  herein  Formen  ausschliessen,  deren 


*)  Garns  \  D.  A.  art.  157. 
**)  üeber  die  Umkehrung  dieses  Satzes  siehe  Schering:  Tlieoremes   re* 
latifs  aux  formes  binaires  quadrattques  qui  representent  les  meines  nom< 
bres,  Journal  de  Mathematiques  publ.  p.  Liouville  T.  IV.   2e  serie.  1859* 

9* 
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Determinanten  =  0  sind,  so  betrachten  wir  deshalb  auch  nur 
solche  Substitutionen  (£'  $),  für  welche  die  Coeflicientenverbindung 
ad  —  ß y  (die  sogenannte  Determinante  der  Substitution)  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat.  Hieran  knüpft  sich  jedoch  noch 
eine  wichtige  Unterscheidung;  je  nachdem  nämlich  dieser  Ausdruck 
a8  —  ßy  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat,  soll  die  Sub- 
stitution (y;  $)  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  heissen,  und  diese 
Ausdrucksweise  soll  auf  die  Beziehung  zwischen  den  Formen  (a,  b,  c) 
und  (a',  V,  c')  übertragen  werden,  indem  wir  sagen,  dass  die  Form 
(a',  V,  c')  eigentlich  oder  uneigentlich  unter  der  Form  (a,  b,  c)  ent- 
halten sei,  je  nachdem  die  Substitution  (£;  $),  durch  welche  die  letz- 
tere in  die  erstere  übergeht,  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Um 
Missverständnisse  zu  vermeiden,  fügen  wir  sogleich  hinzu,  dass  eine 
Form  eine  andere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich  enthalten 
kann;  denn  es  tritt  häufig  der  Fall  ein,  dass  eine  Form  einmal  durch 
eine  eigentliche,  ein  anderes  Mal  durch  eine  uneigentliche  Substi- 
tution in  eine  und  dieselbe  zweite  Form  transformirt  wird.  So 
z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch  die  eigentliche  Substitution 
(1 1;  +  J),  und  ebenso  durch  die  uneigentliche  Substitution  (1 J;  JL  3) 
in  die  andere  Form  ( —  5,  — 5,  18)  über;  die  erstere  enthält  daher 
die  letztere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich. 

Man  nennt  ferner  zwei  Substitutionen  gleichartig,  wenn  sie 
beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich  m\Ar  ungleichartig,  wenn 
die  eine  eigentlich,  die  andere  uneigentlich  ist. 


§.  55. 

Behalten   wir  die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,   und 
nehmen  wir  an,  dass  die  Form 

(a',  V,  d)  =  a'x'*  +  2b'x?y'  +  dy'* 

durch  eine  neue  Substitution 

af  =za'x"  +  ß'y" 
y'=y'x"  +  d'y" 

in  die  Form 

(a",  V1,  c")  =  a"x"*  +  2b"x"f  +  d'y"* 

übergeht,  so  geht  offenbar  die  erste  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Sub- 
stitution 
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x  =  *(«'*"  +  /?' y")  +  ß(y'x''  +  S'y") 
y  =  y  («'*?'  +  ß' tf)  +  d(y'af'  +  d' y") 
oder 

x  =  (**'  +  ßy')x"  +  (*ß'  +  ßd')y" 

y  =  (y*'  +  Öy')x»+(yß'  +  dd')y" 

in  die  dritte  Form  (a",  b",  c")  über.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Enthalt  eine  Form  eine  zweite,  diese  wieder  eine  dritte,  so  ent- 
halt auch  die  erste  Form  die  dritte. 

Bezeichnet  man  nun  die  Coefficientenverbindung 

(««'  +  ßy')  (yß'  +  6d')-(*ßf  +  ßd')  0«'  +  */) 

mit  s,  so  ist  nothwendig  die  Determinante  der  dritten  Form 
D"  =  s*D;  da  aber  andererseits 

jy  =  («Ä-/3y)2A  D"  =  («'«'-/t'/)«D', 

also  auch 

0'  =  (aö-ßy)*(*'d'  —  ß'y')*D, 

und  2)  von  Null  verschieden  ist,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass 

£3  =  (afl  _  ßyy  (dd'  —  ß'yy 

ist,  und  man  überzeugt  sich  leicht  durch  Vergleichung  beider 
Seiten,  dass  die  Quadratwurzel  in  folgender  Weise  auszuziehen  ist: 

s  =  (ad-ßy)  (oiS'-ß'y1). 

Aus  dieser  Gleichung  (welche  einen  der  einfachsten  Sätze  der  De- 
terminantentheorie enthält)  folgt  noch  eine  wesentliche  Vervoll- 
ständigung des  obigen  Satzes,  nämlich: 

Die  erste  Form  enthält  die  dritte  eigentlich  oder  uneigentlich, 
je  nachdem  die  erste  die  zweite  in  derselben  oder  in  entgegengesetzter 
Art  enthält,  wie  die  zweite  die  dritte. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort  und  transformirt  die  dritte 
Form  in  eine  vierte,  diese  in  eine  fünfte  u.  s.  f.,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar der  allgemeine  Satz:  Wenn  von  einer  Reihe  von  Formen 
jede  die  nächstfolgende  enthält,  so  enthält  die  erste  Form  auch  die 
letzte,  und  zwar  eigentlich  oder  uneigentlich,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  hierbei  auftretenden  uneigentlichen  Substitutionen  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  Substitution,  durch  welche  die  erste  Form  unmittelbar  in 
die  letzte  transformirt  wird,  heisst  zusammengesetzt  aus  den  ein- 
zelnen successiven  Substitutionen;  um  die  Zusammensetzung  von 
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zwei  Substitutionen  anzudeuten,  wollen  wir  uns  bisweilen  der  Be- 
zeichnung 

/<*,  ß\  /«',  ß'\  _  /««'  +  ßy\  aß'  +  ßd'\ 

\y,  *)  \r',  «7 ""  Vr  <*'  +  *  /.  r  V  +  * *7 

bedienen ;  offenbar  ist  es  im  Allgemeinen  nicht  erlaubt,  die  Ord- 
nung der  beiden  successiven  Substitutionen  umzukehren,  weil  hier- 
durch auch  die  resultirende  Substitution  geändert  würde.  So  ist  z.  B. 

(±\:  ?)  (±1;  ±1)  =  (±J;  11),  dagegen  (±J;  ±«)  (±}:  ?)  (-;  +«). 

Dagegen  ist  es  bei  drei  successiven  Substitutionen  5,  S',  S" 

gleichgültig,  ob  man  erst  S  und  S'  zusammensetzt,  und  dann  das 

Resultat  SS'  mit  S"  verbindet,  oder  ob  man  S  mit  dem  Resultat 

S'  S"   der   zweiten  und  dritten  Substitution  zusammensetzt;  in 

Zeichen: 

(SS')S"  =  S(S'S"). 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  dieser  Zusammensetzung; 
denn  sind  (x,  ?/),  (#',  y'),  (#",  y")  und  (#'",  y"')  die  successiven  Va- 
riabein, so  ist  es  für  die  Ausdrücke  von  x,  y  durch  x"\  y'"  gleich- 
gültig, ob  man  die  Variabein  x",  y"  oder  die  Variabein  x\  \f  als 
Zwischenglieder  einschiebt. 

Ferner  ist  für  die  Folge  zu  bemerken,  dass  die  Substitution 
(J;  J)  bei  der  Zusammensetzung  stets  fortgelassen  werden  darf,  da 
sie  keine  Aenderung  hervorbringt 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  der  obige  Satz  auch  so  ausgesprochen 
werden  kann:  Die  aus  den  Substitutionen  S,  S',  S"  .  .  .  zusammen- 
gesetzte Substitution  S  S'  S"  .  .  .  ist  eigentlich  oder  uneigenflich,  je 
nachdem  die  Anzahl  der  unter  ihnen  befindlichen  uneigentlichen 
Substitutionen  gerade  oder  ungerade  ist 


§.  56. 

Besonders  wichtig  ist  nun  die  Frage:  wann  enthalten  zwei 
Formen  sich  gegenseitig?  Offenbar  ist  dann  das  System  aller  durch 
die  eine  Form  darstellbaren  Zahlen  identisch  mit  dem  System  der- 
jenigen Zahlen,  welche  durch  die  andere  Form  dargestellt  werden 
können.  Zwei  solche  Formen  werden  wir  äquivalent*)  nennen. 
Sind  2),  D'  ihre  Determinanten,  so  muss  sowohl  D':D,  als  auch 


*)  Gauss:  2>.  A.  art.  157. 
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D :  2/.  eine  ganze  QmadratzahL  also  eine  ganze  positive  Zahl  sein* 
und  hieraus  folgt  als  eine  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen  fr- 
forderliche  Bedingung,  dass  ihre  Determinanten  D  und  IY  gleich 
sein  müssen. 

Diese  Bedingung  ist  aber  umgekehrt  mVA#  AVttiWflfaW*  um  auf 
die  Aequivalenz  schliessen  zu  können.  Dies  ist  erst  dann  gestattet* 
wenn  man  ausserdem  weiss,  dass  die  eine  der  beiden  Formen 
die  andere  enthalt  In  der  That  wenn  die  beiden  Formen  («>  b%  r) 
und  (a\  b\  c)  gleiche  Determinanten  haben,  und  wenn  ausserdem 
die  erstere  durch  die  Substitution 

9  =  }•<**  +  && 
in  die  letztere  übergeht,  so  folgt  aus  der  Relation 

U  =  (ad  —  ßyYD 

und  der  Gleichheit  von  Jff  und  D  die  Gleichung 

ad  —  ßy  =  +1 

und  hieraus,  wenn  man  zur  Abkürzung  ad  —  0  y  =  +  1  =  £  setzt^ 

x'  =  +  e  Öx  —  eßy 
y'  =  —  eyx  +  tcty 

und  es  geht  daher  durch  diese  Substitution  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
eienten  die  Form  (a\  V,  c')  in  die  Form  (a,  6,  c)  über;  also  sind  in 
der  That  beide  Formen  einander  äquivalent.    Die  Substitutionen 


deren  jede  die  inverse  der  anderen  heisst,  und  durch  deren  Zu- 
sammensetzung immer  die  Substitution  (J;  J)  entsteht,  sind  offenbar 
entweder  beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich;  jo  nachdem  das 
Eine  oder  das  Andere  Statt  findet,  sollen  die  beiden  Formen  eigent- 
lich oder  uneigentlich  äquivalent*)  heissen. 

Sowie  wir  eben  gesehen  haben,  dass  die  eine  von  zwei  äqui- 
valenten Formen  in  die  andere  immer  durch  eine  Substitution 
(£'  $)  übergeht,  in  welcher  ad  —  ßy  =  +l  ist,  so  leuchtet  auch 
umgekehrt  ein,  dass  durch  jede  solche  Substitution  eine  beliebige 
Form  noth wendig  in  eine  ihr  äquivalente  transformirt  wird;  denr 
die  Determinanten  beider  Formen  sind  einander  gleich.    In  de 


*)  Garns:  D.  A.  art.  158. 
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Existenz  einer  solchen  Substitution  besteht  also  die  erforderliche 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen. 

Aus  dem  Begriffe  der  Aequivalenz  ergiebt  sich  unmittelbar, 
dass  jede  Form  sich  selbst  eigentlich  äquivalent  ist;  denn  sie  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J;  J)  in  sich  selbst  über.  Dies 
ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes,  welcher  sehr  oft 
zur  Anwendung  kommen  wird:  Wenn  zwei  Formen  (a,  i,  c)  und 
(a,  V,  c')  von  gleicher  Determinante  D  denselben  ersten  Coefficienten 
a  haben,  und  wenn  ihre  mittleren  Coefficienten  b,  V  einander  con- 
gruent  sind  in  Bezug  auf  den  Modul  a,  so  dass  V  =  aß  -\-b;  so 
sind  die  beiden  Formen  eigentlich  äquivalent,  und  die  erstere  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J;  ^)  in  die  letztere  über. 

Ferner  bemerke  man  folgende  Fälle  der  uneigentlichen  Aequi- 
valenz: Zwei  entgegengesetzte*)  Formen  (formae  oppositae),  d.  h. 
zwei  Formen  (a,  &,  c)  und  (a,  —  ü>,  c),  welche  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  des  mittleren  Coefficienten  unterscheiden,  sind  stets 
uneigentlich  äquivalent,  indem  die  eine  durch  die  Substitution  (J;  _J) 
in  die  andere  übergeht.  Dasselbe  gilt  von  zwei  Gefährten**) 
(formae  sociae),  d.  h.  von  zwei  Formen  (a,  6,  c)  und  (c,  &,  a),  welche 
dieselben  Coefficienten,  nur  in  umgekehrter  Folge,  haben;  die  eine 
geht  in  die  andere  durch  die  Substitution  (J;  J)  über. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  folgt  wieder  durch  Zusammensetzung, 
dass  die  beiden  Formen  (a,  6,  c)  und  (c,  —  J,  a)  eigentlich  äquivalent 
sind;  denn  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution 
(_?;  J)  über***). 


§.57. 

Auch  hier  bei  der  Aequivalenz  schliesst  die  eine  Art  derselben 
die  andere  nicht  aus;  es  kommt  häufig  der  Fall  vor,  dass  zwei 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  159. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  187. 

***)  Dieser  Fall  und  ebenso  der  andere,  oben  erwähnte  Fall  der  eigent- 
lichen Aequivalenz  treten  so  häufig  auf,  dass  es  sich  rechtfertigen  Hesse, 
sie  durch  besondere  Namen  auszuzeichnen,  was  bisher  nicht  geschehen  ist; 
vielleicht  könnte  man  zwei  Formen  (a,  6,  c),  (a,  &',  c'),  die  durch  Substitu- 
tionen von  der  Gestalt  (J'  %)  in   einander    übergehen,   parallele    Formen, 

und  zwei  Formen   (a,  &,  c),  (c,  —  6,  a)    complementäre    Formen    nennen 
(vergl.  §.  63,  Anmerkung), 
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Formen  rinjndrr  <ovoU  eigentlich  als  oneicentlicn  äqumdent 
sind;  in  da  oben  i;L  54i  angefahrten  Beispiel  sind  wirtlich  die 
beiden  Formen  iS.  13.  IS»  und  i  —  a.  —  5^  lSi  eigentlich  und  an- 
eigentlich  äqmralent:  die  erster*  geht  durch  die  Substitutionen 
(ij  J)  und  |±£z J|  in  die  letztere  über,  und  umgekehrt  diese  in 
jene  durch  die  inrersen  Substitutionen  jj;  J|  und  {lf*  2?V 

Wem*  «arvi  Formten  sokM  eiocuttick  ah  HwW«**if/iVA  <i'/Mf  ra- 
lernt  sind,  so  ist  jede  rat  Amch  sich  &fe*t  tmeigentlich  «i«/n*iWr  wf. 

Denn,  wenn  die  Form  ia.  6.  c\  durch  jede  der  beiden  Substi- 
tutionen 

(?:f)  -d  (?:f). 

in  denen 

in  die  Form  (a\  b\  <f)  übergeht,  so  geht  (a\  b\  c'\  durch  jede  der 
beiden  inversen  Substitutionen 

in  (o,  6,  e)  über;  und  hieraus  folgt  dass  (<i,  6,  c)  durch  jede  der 
beiden  zusammengesetzten,  und  zwar  nothwendig  uneigentlichen 
Substitutionen 

ly',«7\+/^«"J   und   \y\HV-/,  +«'j 

in  sich  selbst  übergeht  So  z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch 
die  uneigentlichen  Substitutionen  (±j;J)  (1?;1?)  =  (l^-s)  ulu* 

(-1;  -0  G;  ?)  =  (±S  ±ö  m  sich  selbst  über- 

Es  ist  kein  Zufall,  dass  diese  beiden  auf  verschiedene  Art 
zusammengesetzten  Substitutionen  identisch  ausfallen;  setzt  man 
nämlich 

/«',  ß'\  /-  ö",  +  ß"\  _  /«,  ß\ 

so  findet  man  zunächst 

/«",  ß"\  /+  8',  -  ß'\  _  (-  S,  +  ß\ 

und  wir  haben  daher,  um  die  Identität  dieser  beiden  (in  vorson )  Substi  t  u- 
tionen  nachzuweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  jeder  uneigentlic.hon 
Substitution  (£;  #),  durch  welche  eine  Form  in  sich  selbst  übergohl 
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stets  der  erste  und  vierte  Coefficient  einander  gleich,  aber  ent- 
gegengesetzt sind.  Dies  geschieht  leicht  auf  folgende  Weise.  Wenn 
die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  uneigentliche  Substitution  (£;  #)  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist 

aa2  -f(2&a  +  cy)y  =  a 
aaß  +  b  (aS  +  ßy)  +  cyö  =  b 
aÖ  —  ßy  =  —  1. 

Die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  geht,  wenn  man  der  dritten 
gemäss  ßy  durch  aö  -|-  1  ersetzt,  in  folgende  über: 

aaß  +  (26a  +  cy)d  =  0; 

eliminirt  man  aus  dieser  und  aus  der  ersten  jener  drei  Gleichungen 
die  Grösse  2b  a  4-  cy,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Factor  a  weg- 
wirft (der  ja  von  Null  verschieden  ist,  weil  sonst  die  Determinante 
D  eine  Quadratzahl  wäre),  die  Relation 

(a2_l)  8  =  vßy, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  aö  —  ßy=  —  1  wirklich  folgt,  dass 
ö  =  —  a  ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.58. 

Jede  uneigentliche  Substitution,  durch  welche  eine  Form  (a,  J,  c) 
in  sich  selbst  übergeht,  ist  daher  nothwendig  von  der  Form  (£;  i£) 
und  es  ist  also  gleichzeitig  a2  ~\-  ßy  =  1.  Von  besonderem  Interesse 
ist  der  specielle  Fall  y  =  0;  dann  ist  a  =  + 1  und  entsprechend 
+  aß  =  2&;  eine  solche  Form,  deren  doppelter  mittlerer  Coefficient 
durch  den  ersten  theilbar  ist,  soll  eine  ambige  Form  (forma  anceps) 
heissen*).  Und  umgekehrt  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jede  ambige 
Form  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent  ist;  denn  wenn  (a,  J,  c) 
eine  solche  Form,  und  also  2b  =  aß  ist,  so  geht  (a,  b,  c)  wirklich 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (J*  +£)  in  sich  selbst  über. 
Dasselbe  gilt  offenbar  von  jeder  Form,  welche  einer  ambigen  Form 
äquivalent  ist;  aber  es  besteht  auch  der  umgekehrte  Satz:**) 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  163.    Vergl.  Kummer  im  Monatsbericht  der  Ber- 
liner Akademie  vom  18.  Februar  1858. 
**)  Gauss:  D.  Ä.  art.  164. 
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Wenn  eine  Form  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent  ist.  so  giebt 
es  stets  eine  thr  äquivalente  ambige  Form. 

Beweis.  Es  sei  9)  eine  solche  Form,  welche  durch  die  un- 
eigentliche  Substitution  (£  +£)  in  sich  selbst  übergeht;  ist  y  =  0, 
so  wissen  wir,  dass  9  selbst  eine  ambige  Form,  und  folglich  der 
Satz  richtig  ist  Ist  aber  y  von  Null  verschieden,  so  suchen  wir 
eine  eigentliche  Substitution  (?;•«)  1  durch  welche  die  Form  9  in 
eine  ihr  äquivalente  ambige  Form  übergeht,  die  wir  mit  ^  bezeich- 
nen wollen.  Da  also  Xq —  pv  =  -}-l.  und  folglich  <»  durch  die 
inverse  Substitution  (i£  +•")  in  <p  übergeht,  so  muss  qf»  durch  die 
offenbar  uneigentliche,  aus  den  drei  successiven  Substitutionen 


zusammengesetzte  Substitution  in  sich  selbst  übergehen.  Der 
dritte  Coefficient  dieser  Substitution  ist 

yA*  —  2aXv  —  ßv\ 

und  es  kommt  nur  darauf  an,  zwei  relative  Primzahlen  A,  v  so  zu 
bestimmen,  dass  dieser  Coefficient  =  0  wird;  denn  dann  ist  ^ 
eine  ambige  Form.  Diese  Forderung  reducirt  sich,  wenn  man 
mit  y  multiplicirt  und  bedenkt,  dass  a* -\- ßy  =  1  ist,  auf  die 
folgende: 

(yl_«v)»- v»  =  0: ;  i  =  ^  =  -==£; 

v  y  cc-f- 1 

da  unserer  Annahme  nach  y  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man 
also  X  und  v  dieser  Forderung  gemäss  bestimmen,  und  zwar  als 
relative  Primzahlen,  wenn  man  den  Bruch  (a  +  l):y  au^  seine 
kleinste  Benennung  X  :  v  bringt.  Dies  Letztere  ist  erforderlich, 
weil  ja  die  vier  Coefficienten  A,  ft,  v,  q  der  Gleichung  Xq  —  ftv=  1 
genügen  müssen.  Sobald  nun  X  und  v  auf  dem  angegebenen  Wege 
bestimmt  sind,  so  kann  man  dann  unendlich  viele  Werthenpaare 
für  q  und  p  (nach  §.  24)  finden,  welche  diese  letzte  Forderung  er- 
füllen. Auf  diese  Weise  ist  also  wirklich  aus  (£;  iß)  eine  eigent- 
liche Substitution  (J?£)  gefunden,  welche  die  gegebene  Form  <p  in 
eine  ihr  äquivalente  ambige  Form  ty  transformirt,  und  hierdurch 
der  obige  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  obige  Form  (3,  13,  18),  welche 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (ij;  ig)  in  sich  selbst  übergeht: 
wir  haben  also  nur 
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A  _  3±1 

v  — 4 

zu  setzen;  nehmen  wir  das  obere  Zeichen,  so  ist  X  =  + 1,  v  =  +  l 
zu  setzen,  und  entsprechend  q  +  ji  =  +  l.  Nehmen  wir  die  oberen 
Zeichen  und  p  =  1,  fi  =  0,  so  erhalten  wir  die  Substitution  (+Jj  J), 
durch  welche,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  die  Form  (3,  13,  18)  in 
die  Form  (—  5,  —  5,  18)  übergeht,  welche  in  der  That  eine  ambige 
Form  ist. 

Ferner:  Die  Form  (7,  1,  —  1)  geht  durch  die  uneigentliche 
Substitution  (ij'ij)  in  sich  selbst  über;  in  diesem  Fall  haben 

wir  also 

A  _  2  +  1 

v  ~~   —3 

zu  setzen;  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  das  obere 
Zeichen,  so  können  wir  wieder  A  =  1,  v  =  —  1,  9  =  1,  fi  =  0 
setzen;  und  in  der  That  geht  die  Form  (7,  1,  —  1)  durch  die  Sub- 
stitution (15;  ?)  in  die  ambige  Form  (4,  2,  —  1)  über. 


§.  59. 

Wir  verlassen  hiermit  diesen  interessanten  Gegenstand  und 
beschäftigen  uns  von  jetzt  an  ausschliesslich  mit  der  eigentlichen 
Aequivalenz;  nur  diese  soll  im  Folgenden  gemeint  sein,  wenn 
schlechthin  von  Aequivalenz  gesprochen  wird;  ebenso  soll  unter 
Substitution  immer  nur  noch  die  eigentliche  Substitution  verstan- 
den sein.  Werden  daher  zwei  Formen  /,  /'  äquivalent  genannt, 
so  bedeutet  dieser  Ausdruck  stets  (§.  56),  dass  eine  Substitution 
(y\§)  existirt,  deren  Coefficienten  der  Bedingung  aS  —  /3y=+l 
genügen,  und  durch  welche/  in/'  übergeht;  umgekehrt  geht  dann 
/'  in  /  über  durch  die  inverse  Substitution  (_$;  ""£),  deren  Coeffi- 
cienten derselben  Bedingung  du  —  ( — ß)  ( — y)  =  +  1  genügen. 
Aus  dem  allgemeinen  Satze  des  §.55  geht  nun  folgender  specielle 
hervor:  Sind  zwei  Formen  einer  dritten  äquivalent,  so  sind  sie,  auch 
einander  äquivalent;  und  dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  den 
wichtigsten  Begriff  in  der  ganzen  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Es  sei  /  eine  bestimmte  gegebene  Form  von  der  Determinante 
i),  und  F  der  Inbegriff  aller  der  Formen/,/',/"  .  .  .,  welche  mit 
/  äquivalent  sind;  zufolge  des  eben  erwähnten  Satzes  sind  nun  je 


\ 
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zwei  in  dem  System  F  vorkommende  Formen  /*,  /"  ebenfalls  äqui- 
valent; ist  daher/'  irgend  eine  in  F  vorkommende  Form,  so  ist  das 
System  aller  mit/*  äquivalenten  Formen  identisch  mit  dem  System  F. 
Ein  solches  System  unter  einander  äquivalenter  Formen  soll  eine 
Classe  von  Formen*)  oder  eine  Formendasse  heissen,  und  es  leuchtet 
ein,  dass  durch  irgend  ein  Individuum  einer  solchen  Classe  alle 
anderen  derselben  Classe  angehörenden  Formen  vollständig  be- 
stimmt sind;  man  kann  daher  immer  ein  solches  Individuum  als 
Repräsentanten  der  Formenclasse  ansehen. 

Es  würde  nicht  schwer  sein  zu  beweisen,  dass  es  in  jeder 
solchen  Formenclasse  unendlich  viele  Individuen  giebt,  d.  h.  dass 
die  Anzahl  der  Formen,  in  welche  eine  gegebene  Form  /  durch  die 
unendlich  vielen  verschiedenen  Substitutionen  (£;  $)  übergeht,  in 
denen  ad  —  ßy  =  +  1,  unendlich  gross  ist,  obgleich  es  vorkommen 
kann,  und  zwar  bei  positiven  Determinanten  immer  vorkommt,  dass 
unendlich  viele  von  diesen  Substitutionen  die  Form  /  nur  in  eine 
und  dieselbe  Form  f  transformiren;  allein  dieser  Nachweis  hat  für 
uns  zunächst  kein  Interesse.  Von  grösserer  Wichtigkeit  und  von 
dem  grössten  Interesse  ist  dagegen  die  folgende  Betrachtung. 

Denkt  man  sich  alle  Formen  von  einer  und  derselben  Deter- 
minante D  in  ihre  verschiedenen  Classen  eingetheilt,  und  wählt 
man  aus  jeder  Classe  nach  Belieben  eine  Form  als  Repräsentanten 
derselben,  so  erhält  man  ein  sogenanntes  vollständiges  System 
nicht  äquivalenter  Formen  für  diese  Determinante  2);  die  funda- 
mentale und  vollständig  charakteristische  Eigenschaft  eines  solchen 
vollständigen  Formensystems  S  besteht  darin,  dass  jede  beliebige 
Form  von  der  Determinante  D  stets  einer,  aber  auch  nur  einer 
von  den  in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  äquivalent  ist. 
Die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  (und  also  auch  ihrer  Re- 
präsentanten in  dem  vollständigen  Formensystem  S)  ist  nun,  wie 
sich  zunächst  für  negative,  später  auch  für  positive  Determinanten 
herausstellen  wird,  eine  endliche,  und  wir  bezeichnen  absichtlich 
schon  jetzt  die  genaue  Bestimmung  dieser  Classenanzahl  für  eine 
gegebene  Determinante,  welche  innig  mit  den  schönsten  algebrai- 
schen und  analytischen  Untersuchungen  dieses  Jahrhunderts  ver- 
knüpft ist,  als  die  letzte  und  hauptsächlichste  von  uns  zu  lösende 
Aufgabe. 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  223. 
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Der  Weg  zu  diesem  Ziele  wird  gebahnt  durch  die  Lösung  der 
beiden  folgenden  Hauptprobleme  in  der  Theorie  der  Aequivalenz: 

I.  Zm  entscheiden,  ob  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  De- 
terminante äquivalent  sind,  also  derselben  Classe  angehören,  oder 
nicht. 

IL  Alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die  eine  von 
zwei  gegebenen  äquivalenten  Formen  in  die  andere  übergeht 

Es  wird  aber  gut  sein,  die  Beschäftigung  mit  diesen  beiden 
Problemen  dadurch  zu  motiviren,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Theorie 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  quadratische  Formen  vollständig 
auf  dieselben  zurückgeführt  werden  kann;  und  so  schicken  wir  im 
Folgenden  einige  Hauptsätze  dieser  Theorie  voraus. 


§.  60. 

Man  nennt,  wie  schon  im  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnt 
ist,  eine  ganze  Zahl  m  darstellbar  durch  die  quadratische  Form 
(a,  b,  c),  wenn  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  giebt,  welche  der  Glei- 
chung 

ax2  +  2  bxy  -f-  cy2  =  m  (1) 

genügen.  Wir  können  uns  aber  zunächst  auf  sogenannte  eigentliche 
Darstellungen  (x,  y)  beschränken,  in  welchen  die  beiden  darstellen- 
den Zahlen  x,  y  relative  Primzahlen  sind;  denn  ist  8  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  x  und  y,  so  ist  m  nothwendig  theilbar 
durch  82;  setzt  man  nun  x  =  od  8,  y  =  y'  8  und  m  =  wi  8%,  so 
wird  w!  offenbar  durch  die  Form  (a,b,c)  dargestellt,  wenn  xf  und  y' 
als  darstellende  Zahlen  genommen  werden.  Da  nun  die  letzteren 
relative  Primzahlen  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass,  sobald  alle 
eigentlichen  Darstellungen  der  Zahlen  bekannt  sind,  hieraus  die 
übrigen  (uneigentlichen)  Darstellungen  leicht  gefunden  werden 
können;  wir  schliessen  daher  die  letzteren  von  unserer  jetzigen  Be- 
trachtung ganz  aus.  Dies  vorausgeschickt,  schreiten  wir  zur  Er- 
forschung der  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Darstellbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  m  durch  eine  gegebene 
Form  (a,  6,  c). 

1.  Wir  nehmen  also  an,  die  obige  Darstellung  (1)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (a,  b,  c)  von  der  Determinante  D  =  b2  —  ac 
sei  eine  eigentliche,  d.  h.  x  und  y  seien  relative  Primzahlen.    Dann 


\ 
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giebt  es  (nach  §§.  22,  24)  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen 
Zahlen  £,  q,  welche  der  unbestimmten  Gleichung  ersten  Grades 

*9—  Sf*  =  +1  (2) 

Genüge  leisten.  Wählen  wir  ein  solches  Paar  £,  iy  nach  Belieben 
aus,  so  geht  (nach  §.  56)  die  Form  (<i,  6,  c)  durch  die  Substitution 
(£  •»)  in  eine  äquivalente  Form  (im,  ti,  1)  über,  deren  erster  Coeffi- 
cient  zufolge  (1)  die  dargestellte  Zahl  m  ist;  der  mittlere  Coeffi- 
cient  wird 

n  =  (ax  +  6y)£  +  (bx  +  cy)ri,  (3) 

und  der  dritte  Coefficient  1  ergiebt  sich,  da  beide  Formen  (nach 
§.  56)  dieselbe  Determinante  haben,  aus  der  Gleichung  t?*  —  ml  =  D 
(denn  tu  kann  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  D  ein  Quadrat  wäre). 
Da  nun  dieser  dritte  Coefficient  1  nothwendig  eine  ganze  Zahl  ist, 
so  folgt,  dass  D  quadratischer  Rest  von  m,  und  dassn  eine  Wurzel  z 
der  Congruenz 

z*  =  D  (mod.  m)  (4) 

ist. 

2.    Gesetzt  nun,  man  nimmt  statt  der  beiden  Zalüen  £,  rj  irgend 

ein  anderes  Paar  von  Zahlen  £',  1/,  welche  derselben  Bedingung 

(2)  genügen,  so  geht  die  Form  (a,  b,  c)  durch  die  Substitution 

.  (£  |T)  ebenfalls  in  eine  äquivalente  Form  (w,  n',  V)  über,  und  man 

erhält  wieder  eine  Wurzel 

vi  =  (ax  +  by)  £'  +  (bx  +  cy)  rf 

der  Congruenz  (4).  Es  ist  nun  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen, 
in  welcher  Beziehung  diese  zu  der  Wurzel  n  steht.  Nach  unseren 
früheren  Untersuchungen  (§.  24)  wird  jede  Lösung  £',  v{  der  un- 
bestimmten Gleichung  xrf  —  y|'  =  1  einmal  und  auch  nur  einmal 
erzeugt  durch  die  Formeln 

wenn  v  alle  ganzen  Zahlen  von  —  od  bis  +  od  durchläuft.  Substi- 
tuirt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  den  von  m',  so  erhält 
man,  mit  Berücksichtigung  von  (1)  und  (3),  das  Resultat 

vi  =  n  +  ww,  also  vi  =  n  (mod.  m). 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Wurzeln  w,  vi  der  Congruenz  (4),  welche  au** 
die  obige  Art  aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Darstellung  (#, 
der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  6,  c)  abgeleitet  werden  können,  < 


\ 
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sämmtlichen  Individuen  einer  und  derselben  Zahlclasse  (mod.  m) 
sind,  also  nur  eine  und  dieselbe  Wurzel  dieser  Congruenz  bilden 
(§.21);  jedes  Individuum  dieser  Zahlclasse  wird,  wenn  v  alle  ganzen 
Zahlen  durchläuft,  d.  h.  wenn  man  der  Reihe  nach  alle  Auflösungen 
|,  r\  der  Gleichung  (2)  wirken  lässt,  ein  Mal  und  auch  nur  ein  Mal 
erzeugt.  Man  sagt  daher,  die  Darstellung  (#,  y)  der  Zahl  m  gehöre 
zu  dieser  Wurzel  n  (mod.  m)  der  Congruenz  (4),  weil  durch  den 
angegebenen  Process  nur  diese  und  keine  andere  Wurzel  derselben 
zum  Vorschein  kommt. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  sämmt- 
lichen Substitutionen  (£  |),  deren  erster  und  dritter  Coefficient  die 
beiden  darstellenden  Zahlen  x  und  y  sind,  in  unendlich  viele  äqui- 
valente Formen  (m,  w,  ?)  übergeht  (vergl.  §.  56),  deren  gemeinschaft- 
licher erster  Coefficient  die  dargestellte  Zahl  m  ist,  während  der 
mittlere  Coefficient  n  alle  Zahlen  einer  völlig  bestimmten  Classe 
(mod.m)  und  zwar  jedes  Individuum  derselben  nur  ein  Mal,  durch- 
läuft*). 


*)  Es  liegt  nahe,  die  Zahlclasse  n  (mod.  m)  unmittelbar  aus  der  ge- 
gebenen Darstellung  (x,  y)  selbst  zu  bestimmen,  ohne  Zuziehung  der  Zahlen 
I,  17.  Die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche  beide  vom 
ersten  Grade  in  Bezug  auf  |,  r\  sind,  giebt 

mr\  =  ax-\-(b-\-n)y,    — ml  =  (b —  n)x-\-cy, 

und  hieraus  folgen  die  Gongruenzen 

—  yn  =  ax-\-by,    xn  =  bx-\-cy  (mod.  m), 

durch  welche  die  Zahlclasse  n  (mod.  m),  wie  man  leicht  erkennt,  vollständig 
bestimmt  ist.  — 

Wir  schalten  an  dieser  Stelle  noch  folgenden  Satz  ein,  von  welchem 
wir  später  Gebrauch  machen  werden:  Giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y, 
welche  den  Bedingungen 

ax2-^-2bxy-\-cy2  =  m 
ax-\-(b-\-ri)y  =  0,    (b  —  n)x-\-cy  =  0  (mod.  m) 

genügen,  wo  m,  n%  a,  6,  c  gegebene  Zahlen  bedeuten,  deren  erste  von  Null 
verschieden  ist,  so  ist  die  Form  (a,  6,  c)  mit  einer  Form  (m,  n,  l)  äquiva- 
lent, deren  erste  beide  Coefficienten  w,  n  sind.  Denn  setzt  man  die  auf  der 
linken  Seite  der  beiden  Congruenzen  befindlichen  Ausdrücke  resp.  gleich 
m*;,  — m£,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  x,  y  und  Addition 
m{xr\  —  yl)  =  m,  also  xrj  —  y£  =-f-l,  woraus  dann  das  Uebrige  leicht 
folgt.  Dass  ferner  umgekehrt,  wenn  zwei  Formen  (a,.b9  c)  und  (w,  n,  l) 
äquivalent  sind,  stets  zwei  Zahlen  x,  y  existiren,  welche  den  vorstehenden 
Bedingungen  genügen,  leuchtet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  ein.  Mithin 
ist  die  Existenz  zweier  solcher  Zahlen  x,  y  vollkommen  charakteristisch 
für  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen. 
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3.  Das  Vorhergehende  reicht  hin.  um  übersehen  /u  können, 
das  die  Aufgabe,  dUe  ci<r*flichf9t  Di?rsfr//Mn<*  n  rimr  *h:xl«-r«-* 
Zahl  m  durch  sine  gcycixht  Fttrm  ni,  L.  n  m  ßmhti.  auf  die 
Losung  der  beiden  Probleme  zurückkommt,  die  wir  am  Nablus*  des 
▼origen  Paragraphen  aufgestellt  haben.  Man  untersuche  zunächst, 
ob  D  quadratischer  Rest  von  m  ist  oder  nicht :  im  letzteren  Fall 
ist  m  durch  keine  einzige  Form  der  Determinante  D  eigentlich  dar- 
stellbar; im  enteren  Fall  bestimme  man  alle  ineongruenten  Wurzeln 
der  Congruenz  (4),  und  verfahre  mit  jeder  einzelnen,  wie  folgt.  Es 
sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten  Wurzel,  und 
zwar  »*  =  D-j-wJ,  so  ist  (in,  w,  1)  eine  bestimmte  Form  von  der 
Determinante  D.  Giebt  es  nun  eine  Darstellung  fj\  y)  der  Zahl 
m  durch  (o,  6,  c),  welche  zu  der  durch  w  repräsentirten  Wurzel 
der  Congruenz  (4)  gehört  so  ist  die  Form  (a,  k  e)  äquivalent  mit 
(im,  m,  7),  und  die  Darstellung  O,  y)  liefert  eine  und  nur  eine  Sub- 
stitution (£•  ^),  durch  welche  die  erstere  in  die  letztere  übergeht. 
Es  muss  daher  zunächst  entschieden  werden,  ob  die  beiden  ge- 
gebenen Formen  (a,  6,  c)  und  (m,  **,  1)  von  der  Determinante  ^äqui- 
valent sind,  oder  nicht  —  dies  ist  das  erste  der  beiden  genannten 
Probleme;  gesetzt  nun,  die  beiden  Formen  erweisen  sich  als  nicht 
äquivalent,  so  existirt  keine  einzige  zu  dieser  Wurzel  w  gehörige 
Darstellung  der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  6,  e).  Zeigt  es  sich 
aber,  dass  die  beiden  Formen  äquivalent  sind,  so  müssen  alle  Sub- 
stitutionen (£  *)  aufgesucht  werden,  durch  welche  (<i,  by  c)  in  (w#,  h%  /) 
übergeht  —  dies  ist  das  zweite  Problem.  Der  erste  und  dritte 
Coefficient  (x  und  y)  einer  jeden  solchen  Substitution  bilden  dann 
auch  wirklich  eine  eigentliche  zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellung 
der  Zahl  m  durch  (a,  6,  c),  und  da,  wie  schon  bemerkt,  aus  jeder 
solchen  Darstellung  (#,  y)  umgekehrt  eine  und  nur  eine  solche 
Substitution  (£  *)  entspringt,  so  erhält  man  durch  die  sämmtlichen 
Substitutionen  der  angegebenen  Art  auch  alle  zu  n  gehörigen  Dar- 
stellungen, und  jede  nur  ein  Mal.  Genau  in  derselben  Weise  ver- 
fährt man  mit  den  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4),  deren  An- 
zahl, falls  m  und  D  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  37  zu  be- 
stimmen ist. 


Dirichlet,  Zahlentheorie,  \(J 


V 


146  Vierter  Abschnitt. 


§•  61. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorhergehenden  Digression  davon 
überzeugt  haben,  dass  in  der  That  die  Theorie  der  Darstellung 
vollständig  auf  die  beiden  (in  §.  59)  erwähnten  Probleme  der  Lehre 
von  der  Aequivalenz  zurückgeführt  werden  kann,  so  wenden  wir 
uns  nun  zu  der  Lösung  derselben.  Das  erste,  zu  erkennen,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht, 
erfordert  von  vorn  herein  ganz  verschiedene  Methoden,  je  nachdem 
die  Determinante  positiv  oder  negativ  ist;  in  beiden  Fällen  ist  aber 
die  Lösung  von  der  Art,  dass,  wenn  die  Aequivalenz  der  beiden 
Formen  erkannt  wird,  zu  gleicher  Zeit  auch  eine  Transformation 
der  einen  in  die  andere  gefunden  wird.  Da  also  bei  zwei  wirklich 
äquivalenten  Formen  immer  eine  solche  Transformation  durch  die 
Lösung  der  ersten  Aufgabe  gefunden  ist,  so  besteht  das  zweite 
Problem  nur  noch  darin,  aus  einer  solchen  Transformation  alle 
anderen  zu  finden;  und  da  die  Lösung  desselben  zunächst  nicht 
von  dem  Vorzeichen  der  Determinante  abhängt,  sondern  für  po- 
sitive wie  für  negative  Determinanten  Anfangs  eine  gleichmässige 
Behandlung  zulässt,  so  stellen  wir  es  dem  anderen  voran. 

Unsere  Aufgabe  ist  also  die,  aus  einer  Substitution  Z,  durch 
welche  eine  Form  <p  in  eine  äquivalente  Form  4>  übergeht,  alle 
Substitutionen  S  zu  finden,  welche  denselben  Erfolg  haben.  Wir 
können  dieselbe  sogleich  durch  einige  Bemerkungen  bedeutend 
vereinfachen,  indem  wir  sie  auf  den  einfachsten  Fall  reduciren,  in 
welchem  beide  Formen  identisch  sind.  Denn  gesetzt,  wir  kennen 
alle  Substitutionen  T,  durch  welche  die  Form  q>  in  sich  selbst 
übergeht,  so  geht  qp  offenbar  durch  alle  Substitutionen  TL  in  die 
andere  Form  ty  über.  Alle  diese  Substitutionen  TL  gehören  also 
zu  den  gesuchten  Substitutionen  S.  Jetzt  behaupten  wir  auch  um- 
gekehrt, dass  auf  diese  Weise  alle  Substitutionen  S  erzeugt  werden, 
und  jede  nur  ein  einziges  Mal;  denn  bezeichnen  wir  mit  I!  die  in- 
verse  Substitution  von  L  (durch  welche  also  die  Form  ty  in  die 
Form  cp  zurückkehrt),  so  ist  jede  in  der  Form  SLr  enthaltene  Sub- 
stitution eine  solche,  durch  welche  die  Form  <p  in  sich  selbst  über- 
geht, und  gehört  mithin  zu  den  mit  T  bezeichneten  Substitutionen, 
so  dass  wir  SL'  —  T  setzen  können.  Da  nun  die  aus  U  und  L 
zusammengesetzte  Substitution  L' L  =  (J;  J)  ist,  so  folgt  hieraus 


SL'L  =  5  =  TL  *ls*  *iri  «iriäÄ  v\ic  S«h»:;s^'-r.  S  .su:  d>« 
aMBüBtba*  Art  «nwi  l«*a*  r&dlkh  ;t\k  Suhss;:;;:»:-.  S  v.ur 
dsrck  *n*  «nnpe  5«b$iiiatk<s  T  t-rrwurt  wird.  u;;.h*«ri  hieraus 
eba&Ik  «m:  ist  Bämbch  TL  =  S.  >o  i^:  7*  —  >/.  ,  aIso  >•*  »fco 
Sabstitxtk*  2*.  droit  ve-lche  eine  Iwämniie  >ute;iv.i::.*r.  S  tr;v;u: 

vollkommen  bestixnuu.  so  da>*  :*e:  \  i  r>*  V.iedcne 
T*wch  zwei  verschiedene  Snhttitutiotu  v.  >  *r;c;i£vn. 

Dm  *1m>  der  Complex   der  Substitutionen  S   xolKuuuhg  mit 

Complex  der  Substitutionen  TL  übereinstimmt*  wo  /.  die  er- 
gebene Substitution  bedeutet,  durch  welche  die  Form  q  in  die 
äquivalente  Form  r  übergeht.  so  kommt  es  nur  noch  darauf  aiu 
alle  Substitutionen  T  zu  finden:  unser  Problem  ist  daher  auf  das 
folgende  zurückgeführt: 

ABe  Sabstümtiomeu  sm  finden*  dnrck  tedekr  c»#*c  t\>rm  im  $iV4 
sdbst  Übergeld. 

Bevor  wir  zur  Losung  desselben  schreiten,  stellen  wir  eine 
Betrachtung  an«  welche  für  die  Folge  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 
Bedeutet  6  den  grossten  (positiven)  gemeinschaftlichen  Theiler  der 
drei  Zahlen  a,  26.  r,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  durch  die  Form 
(a.ft,r)  darstellbaren  Zahlen  durch  6  theilhar  sind,  und  wir  wollen, 
wo  kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist,  diese  Zahl  <s  kurz.  den 
Theiler  der  Form  (a,  6,  e)  nennen.    Dann  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.  Ist  26  :  6  eine  gerade  Zahl,  so  geht  o  in  6,  und  folglich  o* 
in  der  Determinante  D  =  6*  —  ae  auf;  und  umgekehrt,  wenn  tf* 
in  D  aufgeht,  so  ist  6  durch  ö  theilbar,  also  2  6  :  tf  eine  gerade 
Zahl;  zugleich  ist  dann  ö  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
drei  Coefficienten  o,  6,  c. 

2.  Ist  26  :  6  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  ö  jedenfalls  gerade, 
und  6*  geht  nicht  in  D,  wohl  aber  in  4  D  auf,  und  zwar  ist 

4D        /26V     .  «    c        ,  ,    -v 

also  4Z)  =  tf2(mod.  4<J2);  und  umgekehrt,  wenn  4  I) :s <f2(mod.  I  rt,J), 
so  ist  auch  (26)2  =  ö2  (mod.  4ö2),  folglich  2  6  :  tf  eine  ungerade 
Zahl;  zugleich  ist  £<J  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  drei 
Coefficienten  a,  6,  c. 

Der  Theiler  <J  einer  jeden  Form  von  der  Determinante  />  ge- 
nügt daher  entweder  der  Bedingung  D  =  0  (mod.  ($'*),  oder  dieser 
42)  =  ö*  (mod.  4<J2);  umgekehrt,  ist  6  eine  positive  Zahl,  welc.hr 
der  einen  oder  anderen  dieser  Bedingungen  genügt,  so  existirei 
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auch  Formen  (a,  b,  c)  von  der  Determinante!),  deren  Theiler  tf  ist; 
je  nachdem  nämlich  6  der  ersten  oder  der  zweiten  Bedingung 
genügt,  ist 

(,o,=i!)  od.,  («,,S,,  ^ 

eine  Form  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  tf,  und  zwar 
die  sogenannte  einfachste  solche  Form  {forma  simplicissima);  die 
einfachste  Form  (1,  0,  —  D)  vom  Theiler  1  heisst  die  Hauptform 
{forma  principalis)  der  Determinante  D  *). 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  t  der  drei  Coefficienten 
a,  6,  c  einer  Form  (a,6,c)  ist  im  ersten  Fall  =  tf,  im  zweiten  =  |tf; 
ist  nun  r  =  1 ,  so  heisst  die  Form  eine  ursprüngliche  **)  {forma 
primitiva),  und  zwar,  wenn  6=1  ist,  eine  Form  der  ersten  Art***) 
{forma  proprie  primitiva  oder  forma  propria  nach  Gauss),  dagegen, 
wenn  6  =  2  und  also  D  =  1  (mod.  4)  ist,  eine  Form  der  zweiten 
Art  {forma  improprie  primitiva  oder  forma  impropria).  Ist  ferner 
r  >  1,  und  a  =  xa',  b  =  xV,  c  =  xc\  VV  —  a'c'  =  l?,D  =  z*  D', 
so  heisst  die  Form  (a,  b,  c)  abgeleitet  {derivata)  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  {a\  &',  <f)  der  Determinante  Dr. 

Aus  den  Formeln  der  Transformation  [§.  54,  (2)]  geht  nun 
hervor,  dass,  wenn  eine  Form  {a!,  V,  c')  unter  einer  Form  {a,  6,  c) 
enthalten  ist,  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  a,  2  b,  c 
auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  a',  2  6',  c*  sein  muss, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  je  zwei  äquivalente  Formen  den- 
selben Theiler  ö  besitzen;  mithin  kommt  dieser  Theiler  allen  zu 
einer  und  derselben  Classe  gehörigen  Formen  gemeinschaftlich  zu, 
und  kann  daher  füglich  der  Theiler  der  Formenclasse  genannt 
werden.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  t  der  Coefficienten  a,  6,  c  einer  jeden  zu  einer  be- 
stimmten Classe  gehörigen  Form  (a,  b,  c).  Hiernach  leuchtet  von 
selbst  ein,  was  unter  der  einfachsten  Classe  vom  Theiler  <*,  unter 
der  Hauptclasse,  unter  einer  ursprünglichen  Classe  der  ersten  oder 
zweiten  Art,  oder  unter  einer  abgeleiteten  Classe  zu  verstehen  ist. 
Endlich  bildet  der  Inbegriff  aller  Formen  von  gleicher  Determi- 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  231,  250. 
**)  Gauss:  D.  Ä.  art.  226. 

***)  Dirichlet:  Becher ches  sur  diverses  applications  de  Vanalyse  infini- 
tesimale ä  la  theorie  des  nombres.    2©  partie.  §.  7.   Cr  eile's  Journal  Bd.  21. 
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nante  D  und  toh  gleichem  Theiler  6  eine  sogenannte  Ordnung*) 
(ordo\  and  ans  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  dieselbe  der  Com« 
plex  aller  Classen  der  Determinante  D  ist,  welche  den  Theiler  6 
haben. 


§.  62. 

Es  sei  nun  (J;-JJ)  irgend  eine  Substitution,  durch  welche  die 
Form  f  a.  6,  c)  Ton  der  Determinante  D  und  youi  Theiler  ö  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist  zunächst 

lQ  —  *m'  =  1  (1) 
und  ferner  (nach  §.  54) 

aA*  +  2  6Av  +  ev*  =  «;  (2) 

aAf*  +  6(Ap  +  ftv)-|-cvp  =  6;  (3) 

da  aus  diesen  drei  Gleichungen  schon  folgt,  dass  (a,  6,  c)  in  eine 
äquivalente  Form  übergeht,  deren  erster  und  zweiter  Coefficient 
a  und  b  sind,  so  ist  der  letzte  Coefficient  c'  der  neuen  Form  wegen 
der  Gleichheit  der  Determinanten  ntoth wendig  =  c;  und  folglich 
drücken  diese  Gleichungen  vollständig  aus,  dass  (£;£)  eine  Sub- 
stitution der  verlangten  Art  ist  (dies  würde  nicht  ebenso  vollstän- 
dig geschehen,  wenn  man  die  Gleichung  kg —  pv  =  1  durch  die 
andere  Gleichung  «fi*  -f  2b(ig  -f  cq*  =  c  ersetzen  wollte;  denn 
dann  würde  man  rückwärts  nur  schliessen  können,  dass  kg —  fxv 
=  ±1  ist). 

Wir  behandeln  diese  drei  Gleichungen  mit  den  vier  Unbe- 
kannten A,  fi,  v,  q  auf  folgende  Weise. 

Wird  kg  durch  pv-f-  1  ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  (3) 
die  Form 

akp  -f  2  bpv  +  cvq  =  0 

an;  verbindet  man  hiermit  die  Gleichung  (2)  und  eliminirt  einmal 
2S,  dann  c,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1) 
die  beiden  folgenden: 

ap  -f  cv  =  0;     a  (k  —  g)  +  2  b v  =  0. 

Da  a  von  Null  verschieden  ist  (weil  sonst  D  eine  Quadratzahl 
wäre),  so  kann  man  folglich 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  226. 
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a                      c         -                   26  ,A. 

v  =  —  u,    u= u,    a  —  p  = u  (4) 

setzen,  worin  u  eine  neue  unbekannte,  und  zwar  ganze  Zahl  be- 
deutet, weil  v,  {*,  A  —  e  ganze  Zahlen  sind,  und  ö  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  c,  2  6  ist.  Setzen  wir  diese  Aus- 
drücke für  ^  und  v  in  die  Gleichung  (1),  so  erhalten  wir 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  vorstehenden  Ausdruck  für 
k  —  q  die  Gleichung 


oder 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  |ö(A  +  ^)  jedenfalls   eine  ganze 
Zahl  sein  muss;  bezeichnen  wir  sie  mit  f,  so  erhalten  wir 

l  +  q  =  —  und  «2  _  2)^2  +  ö2#  (5) 

Wir  können  die  vorstehende  Untersuchung  mit  Rücksicht  auf 
(4)  und  (5)  in  Folgendem  zusammenfassen*): 

Ist  (J;  ^)  eine  Substitution,  durch  welche  die  Form  (a,  6,  c)  von 

der  Determinante  D  und  vom  Theiler  6  in  sich  selbst  übergeht ,  so 
ist  stets 

1  t  —  bu         cu 

~~~     ö    '   **  ~  ~~  T 

au  t  +  bu  * ' 

wo  t,  u  ztvei  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  unbestimmten  Glei- 
chung 

t*  —  Du*  =  6*  (II) 

Genüge  leisten. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Sind  t,  u  zwei  ganze,  der  Gleichung  (II)  genügende  Zahlen,  so 
sind  die  durch  die  Gleichungen  (I)  bestimmten  Zahlen  A,  ft,  v,  q  die 


*)  Vergl.  Gauss:  D,  A.  art.  162, 


\ 
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ganzzahligen  Coefficienten  einer  Substitution  (J;^),  durch  welche 
die  Form  (a,  ft,  c)  in  sich  selbst  übergeht 

Dies  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Zunächst  ist  zu  be- 
weisen, dass  A,  ft,  v,  q  ganze  Zahlen  werden;  da  6  in  a  und  in  c 
aufgeht,  so  sind  v  und  p  ganze  Zahlen;  da  ferner  öa  in  42)  und 
zufolge  (II)  auch  in  4£2  aufgeht,  so  ist  2t  theilbar  durch  tf,  und 
da  6  auch  in  2  b  aufgeht,  so  sind  2  A  und  2  q  ebenfalls  ganze  Zah- 
len, deren  Summe  =  4t  t  :  tf,  also  eine  gerade  Zahl  ist;  mithin  sind 
2  A  und  2  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade ;  da  aber 
ihr  Product 


J2__  &2M2                 ö2  __  acw2 
=   4  r =4   

0* 


<J2  \  6  6       ) 


gerade  ist,  so  sind  2  A  und  2  q  gerade  Zahlen,  also  A  und  q  ganze 
Zahlen. 

Nachdem  dieser  erste  Punct  sichergestellt  ist,  findet  man 
leicht  durch  wirkliche  Substitution  der  Ausdrücke  (I)  unter  Be- 
rücksichtigung der  Gleichung  (II),  dass  die  drei  Relationen  (1), 
(2)  und  (3)  identisch  erfüllt  sind,  dass  also  in  der  That  die  Form 
(a,  6,  c)  durch  die  Substitution  (£  £)  in  sich  selbst  übergeht. 

Aus  jeder  bekannten  Substitution  (^  «)  kann  daher  (z.B.  durch 
die  Gleichungen  u  =  Gv  :  a,  t  =  ök-{-bu)  eine  Lösung  t,  u  der 
Gleichung  (II)  gefunden  werden,  und  umgekehrt.  Es  ist  aber 
wichtig,  zu  bemerken,  dass  zwei  verschiedenen  Substitutionen  auch 
zwei  verschiedene  Lösungen  der  Gleichung  (II)  entsprechen ,  und 
umgekehrt  zwei  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung  (II)  auch 
zwei  verschiedene  Transformationen  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich 
selbst  Denn  die  Relationen  (I)  sind  derartig,  dass  gegebenen 
Werthen  £,  u  ein  und  nur  ein  System  von  Werthen  A,  ji,  r,  p,  und 
umgekehrt  gegebenen  Werthen  von  A,  fi,  v,  q  ein  und  nur  ein  System 
von  Werthen  £,  u  entspricht. 

Hiermit  ist  also  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst,  son- 
dern nur  auf  das  andere  reducirt: 

Alle  ganzzahligen  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (II) 
zu  finden. 

Dieses  letztere  bietet  nun  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 
dar,  sobald  die  Determinante  D  negativ  ist.  Wenn  nämlich  4  ihr 
absoluter  Werth,  also  D  =  —  z/  ist,  so  hat  die  Gleichung  (II) 

P  +  du*  =  62 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen  £,  u\  und  zwar  ist,  wenn 


152  Vierter  Abschnitt. 

1.  D  =  0  (mod.  0a),  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung 
immer  =  2,  sobald  A  >  02  ist;  diese  Lösungen  sind  offenbar 

t  =  4-  <*i    w  =  0    und    £  =  —  ö,    u  =  0; 
im  Fall  A  =  02  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  4 ;  diese  sind 

£  =  0,    w  =  0;    £=  —  0,    m  =  0; 
£  =  0,    m  =  1 ;    £  =  0,        w=  —  1. 

2.  Ist  4  D  =  02  (mod.  4  02)  und  folglich  4  ^/  =  3  02  (mod.  4  02), 
so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung  stets  =  2,  so  oft 
4  z/  >  3  02,  also  4  z/  2>  7  02;  diese  sind 

£  =  0,    w  =  0;    und    t  =  —  0,    .tt  =  0; 

im  Fall  4  z/  =  3  02  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  6;  diese 
sind 

t=  +  ö,n  =  0]    t=  +  \6,  u=+l\    *=  +  ±0,  w=  —  1; 

£=  —  0,  m  =  0;    t=  —  |(J,  w= — 1;     t=  — 10,  w  =  -f  1. 


§.  63. 

Bei  weitem  schwieriger  ist  die  Theorie  der  Gleichung  (II)  für 
den  Fall  einer  positiven  Determinante  D,  und  hierin  zeigt  sich 
zuerst  die  grosse  Verschiedenheit  in  der  Natur  der  Formen  von 
positiver  und  derer  von  negativer  Determinante.  Wir  lassen  daher 
diese  Untersuchung  für  jetzt  fallen,  um  sie  später  (in  §.  83)  wieder 
aufzunehmen,  nachdem  "das  andere  in  §.  59  erwähnte  Problem  der 
Lehre  von  der  Aequivalenz  seine  Lösung  gefunden  haben  wird. 
Auch  bei  diesem  stellt  sich  etwas  Aehnliches  heraus,  indem  es 
durchaus  noth wendig  wird,  die  Formen  von  positiver  und  negativer 
Determinante  vollständig  gesondert  zu  behandeln ;  und  da  auch  hier 
die  Formen  von  negativer  Determinante  weit  weniger  Schwierig- 
keiten darbieten,  so  behandeln  wir  diese  zunächst. 

Um  aber  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen, 
schicken  wir  eine  Bemerkung  voraus,  welche  sich  gleichmässig  auf 
Formen  von  positiver  wie  von  negativer  Determinante  bezieht. 
Offenbar  geht  eine  Form  (a,  6,  a'),  in  welcher  wir  absichtlich  den 
letzten  Coefficienten  nicht  mit  cy  sondern  mit  o!  bezeichnen,  durch 
eine  Substitution  von  der  Form  (_ J»  J)  in  eine  äquivalente  Form 
über,  deren  Coefficienten 


\ 
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sind;  diese  Form  (a\  b\  a")  soll  der  Form  ici.  6,  a'\  nach  rtdUs 
benachbart*)*  und  ebenso  soll  die  letzten?  i<t,  ft,  ar>  der  anderen 
(a\  J',  o")  wadb  links  benarU»art  heissen.  Das  Charakteristische 
der  Beziehung  zweier  solcher  benachbarter  Formen  ff  und  tp' 
(formae  contiguae)  besteht  erstens  darin,  dass  sie  dieselbe  Deter- 
minante haben,  zweitens  -  dass  der  letzte  Coefficient  <i*  der  einen 
Form  q>  zugleich  der  erste  Coefficient  der  anderen  Form  qp'  ist 
drittens,  dass  die  Summe  ihrer  mittleren  Coefficienten  b  -4-  b'  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Coefficienten  a  t heilbar  ist  Denn  haben 
zwei  Formen  q>  und  <jp'  diese  drei  Eigenschaften,  und  setzt  man 
b  +  b'  =  —  a'dj  scf  geht  in  der  That  die  Form  q:  durch  die  Sub- 
stitution 


(-tö 


in  eine  neue  Form  über,  deren  erste  beide  Coefficienten  a\  b'  mit 
denen  der  Form  <jp' «übereinstimmen;  und  da  die  neue  Form  jeden- 
falls der  Form  <jp  äquivalent  ist,  also  auch  dieselbe  Determinante 
wie  q>  und  folglich  auch  wie  <jp'  hat,  so  niuss  sie  mit  <p'  identisch 
sein  **). 


*)  Gauss:,  D.  A.  art  160. 

**)  Da  (_£'  j\  =  f    J»  J)  Qf  ~"j  )  ist,   so  setzt  sich  der  l' ebergang  von 

(a,  b,  a1)  zu  der  nach  rechts  benachbarten  Forni  (<*',  b\  a")  zusammeu  aus 
dem  üebergange  von  (a,  b,  a!)  zu  der  (complementaren)  Form  [a\  —  by  ci) 
und  aus  demjenigen  von  (a',  — 6,  a)  zu  der  (parallelen)  Form  (a\  b*>  ci"); 
vergl.  §.  56.  —  Der  letzte  Grund,  weshalb  die  Substitutionen  von  der  Form 

(   J»  y\  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  besteht  darin,   dass  aus  ihnen  alle 

anderen  sich  zusammensetzen  lassen;  man  kann  die  Coefficienten  d  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  noch  gewissen  Beschränkungen,  namentlich  in  Bezug  auf 
ihre  Vorzeichen,  unterwerfen,  in  der  Art,  dass  jede  beliebige  Substitution 
sich  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  aus  solchen  einfachen  Substitutionen 
zusammensetzen  lässt.  Eine  wichtige  Anwendung  findet  diese  Bemerkung 
z.  B.  in  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  ^-Functionen.  Mim 
erkennt  ferner  leicht,  dass  auch  der  in  §.  23  behandelte  Algorithmus  in 
der  Theorie  dieser  Substitutionen  und  ihrer  Zusammensetzung  enthalten 
ist.    Man  vergleiche  ferner  §.  81. 


\ 
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§.  64. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung,  ob  zwei  gegebene 
Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  D  =  —  <d  äquivalent 
sind  oder  nicht.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  äusseren 
Coefficienten  a  und  c  einer  solchen  Form 

qp  =  ax2  +  2  bxy  +  cy2 

nothwendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  da  ac  =  b2-{-4  positiv 
ist;  da  ferner 

a <p  =  (ax  +  by)2  -f  4y2 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  alle  durch  die  Form  <p  darstellbaren  Zahlen 
dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  a  und  c.  Sind  daher  (a,  6,  c)  und 
(«',  V,  e')  äquivalente  Formen,  so  haben  die  äusseren  Coefficienten 
a',  cf  der  letzteren  Form  dasselbe  Zeichen  wie  die  der  ersteren.  Da 
ferner  aus  der  Aequivalenz  dieser  beiden  Formen  auch  die  der 
beiden  Formen  (—  a,  —  &,  —  c)  und  (—  a',  —  b\  —  c')  folgt,  so 
können  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten 
positiven  Formen  beschränken,  in  welchen  die  beiden  äusseren 
Coefficienten  das  positive  Vorzeichen  haben. 

Um  nun  über  die  Aequivalenz  zweier  Formen  dieser  Art  zu 
entscheiden,  vergleicht  man  sie  nicht  direct  mit  einander,  sondern 
mit  sogenannten  reducirten*)  Formen.  Man  nennt  eine  Form 
( J.,  jB,  C)  von  negativer  Determinante  (und  positiven  äusseren  Coef- 
ficienten) eine  reducirte,  wenn  der  letzte  Coefficient  C  nicht  kleiner 
ist  als  der  erste  A,  und  der  erste  A  wieder  nicht  kleiner  als  der 
absolute  Werth  des  doppelten  mittleren  Coefficienten  2J5,  in 
Zeichen,  wenn 

C^A^2(B) 

ist,  wo  (jB)  den  absoluten  Werth  von  B  bedeuten  soll.  Wir  be- 
weisen nun  zunächst  folgenden  Satz: 

Jede  Form  von  negativer  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent 

Zu  dem  Zweck  betrachte  man  die  der  gegebenen  Form  (a,  6,  a') 
nach  rechts  benachbarten  Formen  (a',  6',  a");  unter  diesen  wird 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  171.    Die  Bedingung  Ä  ^  V%4  ist  schon  eine 
Folge  der  beiden  anderen  (vergl.  §.  65). 
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es  immer  eine  (bisweilen  auch  zwei)  geben,  in  welchen  wenigstens 
die  eine  Bedingung  a'  5>  2  (V)  erfüllt  ist.  Denn  unter  allen  mit 
—  b  nach  dem  Modul  af  congruenten  Zahlen  -giebt  es  eine  V,  deren 
absoluter  Werth  am  kleinsten,  und  zwar  kleiner  oder  wenigstens 
,nicht  grösser  als  \  o!  ist  (falls  a'  gerade  und  b  =  \  a!  (mod.  a!)  ist, 
würde  es  zwei  solche  Zahlen  V  geben,  nämlich  +  \  a'),  so  dass 
jedenfalls  V  =  —  b  (mod.  a')  und  ausserdem  2  (U)  <[  a'  ist.  Ist 
V  auf  diese  Weise  gefunden,  und  b  4-  V  =  —  a!  ä,  so  geht  die  Form 
(a,  6,  a!)  durch  die  Substitution 


(-?;J) 


in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a\  //,  a")  über,  in  welcher 
2  (br)  <[  ar  ist.  Wenn  nun  gleichzeitig  sich  herausstellt,  dass  a!  <[  a" 
ist,  so  ist  (a',  b\  a")  eine  reducirte  Form  und  der  Process  geschlossen. 
Findet  sich  aber,  dass  das  Gegentheil 


ei'  >  a" 


Statt  findet,  so  ist  (a',6',a")  noch  keine  reducirte  Form.  Mit  dieser 
verfahre  man  ebenso  wie  mit  (ei,  6,  a'),  d.  h.  man  transformire  sie 
in  eine  nach  rechts  benachbarte  Form  (a",  J",  a"'),  in  welcher 
2  {V)  ^  a"  ist;  sobald  dann  gleichzeitig  a"  ^  aw  ist,  so  ist  («",  i",  a'") 
reducirt,  folglich  der  Process  geschlossen ;  ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  also 

a"  >  a"\ 

so  setze  man  den  Process  in  derselben  Weise  fort.  Immer  aber 
wiyd  er  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  schliessen; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätte  man  eine  nie  abbrechende 
Reihe  von  positiven  ganzen  Zahlen 

a!,  a",  a'".  .  .  a<*\  a,(»  +  V  .  .  ., 

in  welcher  jede  folgende  mindestens  um  eine  Einheit  kleiner  wäre, 
als  die  unmittelbar  vorausgehende,  was  unmöglich  ist,  da  es  immer 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  positiver  Zahlen  giebt,  welche 
kleiner  sind  als  eine  gegebene. 

Auf  diese  Weise  ist  bewiesen,  dass  man  endlich  zu  einer  Form 
(a(n\  6(n),  a(n  +  1>)  gelangen  muss,  in  welcher  nicht  nur  2(b(n))<La(n\ 
sondern  auch  a(n)  ^  a(n  +  1)  ist. 

Zugleich  ergiebt  sich  jedesmal  durch  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung der  Operationen  eine  Substitution,  welche  aus  den  successiven 
Substitutionen  von  der  Form 
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(-?;  i) 


zusammengesetzt  ist,  und  durch  welche  die  gegebene  Form  (a,  6,  ol) 
in  die  ihr  äquivalente  reducirte  Form  (a<w),  6<w),  a(n+1)  übergeht. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Form  (200,  100,  51),  deren  De- 
terminante D  =  —  200  ist,  so  haben  wir  V  = —  100  (mod.  51)  zu 
setzen  und  finden  hieraus  V  =  2  und  d  = — 2;  die  Substitution, 
durch  welche  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  transformirt  werden 
muss,  ist  daher  gefunden;  da  wir  aber  den  ersten  und  zweiten 
Coefficienten  ol  und  V  und  die  Determinante  D  kennen,  so  brauchen 
wir  diese  Transformation  nicht  wirklich  auszuführen,  sondern  wir 
berechnen  den  letzten  Coefficienten  a"  durch  die  Formel 

in  unserem  Fall  finden  wir  also  a"  =  4.  Die  benachbarte  Form  ist 
daher  (51,  2,  4);  sie  ist  nicht  reducirt,  weil  der  letzte  Coefficient 
kleiner  ist  als  der  erste.  Wir  wiederholen  daher  dieselbe  Ope- 
ration, indem  wir  6"  =  —  2  (mod.  4)  und  folglich  &"  =  +  2  setzen, 
wo  beide  Zeichen  zulässig  sind;  dann  ergiebt  sich  d'  =  —  1  oder 
=  0,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird, 
und  ausserdem  am  =  51;  also  ist  die  neue  Form  (4,  +  2,  51),  und 
diese  ist,  mag  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen, 
reducitt.  Ferner  geht  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  durch  die 
Substitution 

/     0,+lW     0,  +l\  _/_l,  _i\ 

V-i,  -  2;  V- 1,  - 1/- v+ 2,  +1; 

in  die  Form  (4,  2,  51),  dagegen  durch  die  Substitution 

/     0,+lW     0, 1\_/-1,      o\ 

V-i,-2;v-i,o;-v+2,  -1) 

in  die  Form  (4,  — 2,  51)  über.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele, 
wie  einfach  der  angegebene  Algorithmus  sich  gestaltet. 


§.  65. 

Wir  sehen  ferner  an  dem  eben  behandelten  Beispiele,  dass 
eine  und  dieselbe  Form  zwei  verschiedenen  reducirten  Formen 
äquivalent  sein  kann,  woraus  folgt,  dass  auch  zwei  verschiedene 
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reducirte  Formen  unter  einander  äquivalent  sein,  also  derselben 
Classe  angehören  können.  Da  es  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  dies 
allgemein  zu  untersuchen,  so  stellen  wir  uns  die  Frage : 

Wann  sind  zwei  reducirte  Formen  (a,  6,  e)  und  (a\  b\  d)  von 
gleicher  negativer  Determinante  D  =  —  z/  einander  äquivalent? 

Zunächst  ziehen  wir  einige  Folgerungen  aus  den  beiden  Be- 
dingungen 

2(6)  ^a,    a<;c, 

welche  ausdrücken,  dass  die  Form  (a,  i,  c)  eine  reducirte  ist.  Es 
ergiebt.sich  nämlich  aus  der  ersteren  4i2  <;  aa,  aus  der  letzteren 
a*  <i  a  c,  also  auch  4  i*  ^  a  c  oder  3  b*  ^  a  c  —  &*,  folglich 

(6)^V|Z 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  3ac  =  3^/  +  3  63^4^/  und ,  da 

a2  <Lac  ist,  dass 

a^  V±2 
ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden  reducirten  Formen  (a,  J,  c), 
(a',  b\  d)  seien  äquivalent,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit 
zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass 

a1  <^  a 

ist.    Es  sei  nun  (£;  $)  die  Substitution,  durch  welche  (a,  6,  c)  in 

(a',  6 ',  <0  -übergeht,  also 

1   =  aö  —  ßy  (1) 

a'  =  aa*  +  2  bay  +  cy2  (2) 

6'  =  aaß  +  b  (ad  +  ßy)  +  cyS.  (3) 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  o,  so  ergiebt  sich 

aal  =  (aa-f  by)2  +  Jy2\ 

da  nun  sowohl  a,  als  auch  a1  <^  V|z/,  und  also 

ist,  so  folgt,  dass  in  der  vorstehenden  Gleichung  y2  entweder  =  0 
oder  =  1  sein  muss;  denn  wäre  y2  ^  4,  so  wäre  ad  2^  4^,  was 
mit  der  Bedingung  ad  <^  |^/  streitet.  Wir  unterscheiden  nun 
diese  beiden  Fälle: 

I.    y  =  ö. 

Dann  lauten  die  drei  obigen  Gleichungen  folgendermaassen: 
ad  =  1 ;  d  =  a«2;  i'  =  aaß  -f-  6; 
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aus  der  ersten  folgt  a  =  8  =  + 1 ;  also  ist  af  =  a,  und  die  dritte 
Gleichung  lehrt,  dass  V  —  6  =+  aß  durch  a  =  a!  theilbar  ist; 
da  nun  aber  (6)  <l|a  und  (6')  jf^a',  also  auch  (6')  ^\a  ist,  so 
sind  nur  zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  6' —  6  =  0,  also  bf  =  b 
und  folglich,  da  schon  a!  =  a  ist,  auch  d  =  c,  d.  h.  die  Formen 
sind  identisch,  in  welchem  Fall  sich  die  Aequivalenz  von  selbst 
versteht;  oder  es  ist  der  absolute  Werth  von  V  —  6,  da  er  unmöglich 
grösser  als  a  sein  kann  und  doch  durch  a  theilbar  sein  muss,  gleich 
a ;  in  diesem  Fall  muss  eine  der  beiden  Zahlen  6,  6'  gleich  +  \  a, 
die  andere  gleich  — |a,  und  also  d  =  c  sein;  wir  werden  daher 
auf  zwei  nicht  identische  ambige  Formen  (a,  \  a,  c)  und  (a,  —  \  a,  c) 
gefuhrt.  Diese  sind  aber  in  der  That  äquivalent,  und  die  erstere 
geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J;  ^J)  über. 

IL     y=±l. 

In  diesem  Fall  lautet  die  Gleichung  (2)  folgendermaassen 

a!  =  aa2  +  2  6a  +  c; 

da  wir  angenommen  haben,  dass  a'  nicht  grösser  als  a,  und  folg- 
lich auch  nicht  grösser  als  c  ist,  so  folgt,  dass 

oa2  +  2  6a  <J0 

ist.  Da  nun  andererseits  2  (6)  <S  a  und  stets  (a)  <I  «2,  also  auch 
der  absolute  Werth  von  2  6a  nicht  grösser  ist  als  aa2,  so  ist  ganz 
gewiss 

aa2  +  2  6a  ^0. 

Es  kann  also  aa2  +  2  6a  weder  positiv  noch  negativ  sein,  und 
folglich  ist 

aa2  +  2  6a  =  0, 

also  o!  =  c\  da  aber  a!  ^  a  und  a  ^  c,  so  folgt  weiter,  dass  so- 
wohl a!  =  a,  als  auch  c  =  a  ist.  Nun  kann  man  die  Gleichung 
(3)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 

6  +  V  =  accß  -f  2  6aÄ  +  cd 
bringen,  und  da  c  =  a,  und  2  6a  =  ip  aa2  ist,  so  ergiebt  sich 

b  +  V  =  a(aß  4:  a2Ä±  Ö) 

d.  h.  6  +  V  ist  theilbar  durch  a.  Hieraus  folgt  ganz  ähnlich  wie 
im  Fall  I,  dass  6+6'  entweder  =  0,  oder  dass  der  absolute!  Werth 
von  6  4-  V  gleich  a  sein  muss.  Im  letzteren  Fall  müssen  6  und  V 
einander  gleich,  nämlich  =  +  £#  sein,  dann  erhielte  man   also 


\ 

\ 
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wieder  den  Fall  zweier  identischen  Formen,  der  kein  Interesse 
darbietet  Im  ersteren  Fall  dagegen  ist  V  =  —  6,  folglich  da  a!  =  ay 
und  auch  c  =  a  ist,  auch  d  =  c  =  a;  wir  haben  daher  folgende 
zwei  Formen  (a,  6,  a)  und  («,  — J,  <i),  welche  (wenn  b  von  Null 
verschieden  ist)  nicht  identisch  sind;  diese  sind  wirklich  äquivalent, 
und  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J;  ~J) 
über. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchung  in  Folgendem  zu- 
sammen : 

Die  beiden  einzigen  Fälle,  in  denen  £\cei  nicht  identische  re- 
ducirte  Formen  derselben  Classe  angehören,  sind  die  folgenden: 
die  Formen  (a,  |a,  c)  und  (a,  i,  a)  gehen  resp.  durch  die  Substitu- 
tionen 

in  die  entgegengesetzten  Formen  (a,  —  \  a,  c)  und  (a,  —  ä,  a)  über. 


§.66. 

Hiermit  ist  nun  auch  die  Aufgabe  gelöst,  zu  entscheiden,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  äquivalent  sind 
oder  nicht.  Sind  <p  und  #  die  beiden  Formen,  so  transformire 
man  jede  derselben,  falls  sie  noch  nicht  reducirt  sein  sollte,  nach 
der  oben  (§.  64)  angegebenen  Methode  in  eine  reducirte  Form,  q> 
in  qp',  ^  in  #'.  Stellt  sich  dann  heraus,  dass  <p'  und  il>'  identisch 
ausfallen,  oder  dass  sie  einen  der  beiden  eben  untersuchten  Fälle 
darbieten,  in  welchen  zwei  nicht  identische  reducirte  Formen  den- 
noch äquivalent  sind  (was  durch  den  Anblick  der  beiden  Formen 
augenblicklich  erkannt  wird),  so  sind  die  gegebenen  Formen  <p 
und  ip  gewiss  äquivalent.  Und  zugleich  ergiebt  sich  eine  Sub- 
stitution, durch  welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht; 
denn  durch  den  Process  der  Keduction  ergeben  sich  Substitutionen 
S,  durch  welche  <p  in  <p',  und  T,  durch  welche  t/>  in  ty'  übergeht. 
Sind  daher  <p'  und  ty'  identisch,  so  geht,  wenn  T'  die  inverse  Sub- 
stitution von  T  bedeutet,  die  Form  cp  durch  die  zusammengesetzte 
Substitution  STf  in  die  Form  il>  über.  Sind  dagegen  <pf  und  tp' 
nicht  identisch,  aber  doch  äquivalent,  so  ist,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  immer  eine  Substitution  U  bekannt,  durch  welche  9'  in  #' 


\ 
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übergeht;  und  dann  geht  cp  durch  die  zusammengesetzte  Substitu- 
tion 8 11 T  in  ty  über. 

Zeigt  sich  aber,  dass  die  Formen  <p'  und  #'  nicht  identisch 
sind,  und  dass  sie  auch  keinen  der  beiden  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  singulären  Fälle  darbieten,  sind  also  diese  beiden 
reducirten  Formen  nicht  äquivalent,  so  sind  auch  die  beiden  ge- 
gebenen Formen  <p  und  i\>  nicht  äquivalent,  wie  unmittelbar  aus 
§.  56  folgt. 

Hiermit  sind  für  negative  Determinanten  die  beiden  in  §.  59 
aufgestellten  Probleme  der  Lehre  von  der  Aequivalenz  vollständig 
gelöst:  soeben  das  erstere,  welches  darin  besteht,  über  die  Aequi- 
valenz oder  Nichtäquivalenz  zweier  gegebenen  Formen  zu  entschei- 
den; und  zugleich  haben  wir  jedesmal,  wenn  die  Entscheidung  für 
die  erstere  lautet,  auch  eine  Substitution  zu  finden  gelehrt,  durch 
welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht.  Das  zweite  Problem, 
aus  einer  gegebenen  Substitution,  durch  welche  eine  gegebene 
Form  in  eine  (hierdurch  schon  völlig  bestimmte)  äquivalente  Form 
übergeht,  alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die  erstere 
Form  in  dieselbe  zweite  Form  übergeht,  ist  in  den  §§.  61,  62  eben- 
falls vollständig  gelöst. 


§•  67. 

Die  Theorie  der  reducirten  Formen  setzt  uns  nun  auch  in  den 
Stand,  für  jede  gegebene  negative  Determinante  ein  vollständiges 
System  nicht-äquivalenter  Formen  (§.  59)  aufzustellen,  wobei  wir 
uns  wieder  auf  solche  Formen  beschränken  wollen,  deren  äussere 
Coefficienten  positiv  sind.  Da  nämlich  jede  Form  von  negativer 
Determinante  D  =  —  ^/  einer  reducirten  Form  und  im  Allgemei- 
nen auch  nur  einer  solchen  reducirten  Form  äquivalent  ist,  so 
brauchen  wir,  um  ein  vollständiges  Formensystem  zu  erhalten,  nur 
die  sämmtlichen  reducirten  Formen  aufzusuchen  und  jedesmal, 
wenn  zwei  solche  nicht  identische  Formen  einen  der  beiden  in  §.  65 
erwähnten  Fälle  darbieten,  eine  von  ihnen  nach  Belieben  fortzulassen, 
die  andere  beizubehalten.  Dass  die  Anzahl  der  so  übrig  bleiben- 
den nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  endlich  ist,  ergiebt  sich 
leicht  aus  den  Bedingungen 

2(6)  ^«^c, 


\ 
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denen  eine  reducirte  Form  (a,  6,  c)  genügen  muss,  und  der  hier- 
aus (in  §.  65)  gezogenen  Folgerung 

Bezeichnet  man  nämlich  die  grösste  ganze  in  V\4  enthaltene  Zahl 

mit  k  (so  dass  k  ^  V|z/<  k  +  1),  so  kann  der  mittlere  Coefiicient 
b  keine  anderen,  als  die  folgenden  2  k  +  1  Werthe 

0,  +  1,  ±  2  .  .  .  +  k 

haben;  und  wenn  man  dem  mittleren  Cöefficienten  b  irgend  einen 
dieser  Werthe  beigelegt  hat,  so  ist  ac  =  b*  4-  d\  also  hat  man  die 
Zahl  bq  -{-  d  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  positive  Factoren  zu 
zerlegen,  und  jedesmal  denjenigen,  welcher  den  anderen  an  Grösse 
nicht  übertrifft,  für  o,  den  letzteren  für  c  zu  nehmen;  stellt  sich 
dann  gleichzeitig  heraus,  dass  2  (b)  <i  a  ist,  so  ist  die  so  gebildete 
Form  wirklich  eine  reducirte  und  deshalb  aufzuschreiben,  im  ent- 
gegengestzten  Fall  aber  fortzulassen.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
nothwendig  alle  reducirten  Formen;  ihre  Anzahl  ist  aber  noth- 
wendig  eine  endliche,  denn  die  Anzahl  aller  Zerlegungen  der 
(2  k  -{- 1)  Zahlen  von  der  Form  (i2  +  A)  in  zwei  Factoren  ist  selbst 
endlich.    Wir  haben  daher  das  Resultat: 

Die  Anzahl  dller  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  von 
negativer  Determinante,  d.  h.  die  Classenaneahl  selbst  ist  endlich. 

Beispiel  1:    Für  die  Determinante  D  =  —  12  ist  z/=  12; 

hieraus  k  =  V|z/  =  2;  wir  haben  daher  b  folgende  Werthe  durch- 
laufen zu  lassen 

0,    ±1,    +2, 

und  dann  die  Zahlen  b2  -\-  4,  d.  h.  die  Zahlen 

12,     13,     16 

auf  alle  möglichen  Arten  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen ;  es  ist 

12  =  1.  12  =  2. 6  =  3. 4 

13  =  1.13 

16  =  1  .  16  =  2  .  8  =  4  .  4. 

Dies  giebt,  indem  der  erste  Factor  immer  =  a,  der  zweite  =  < 
gesetzt  wird,  die  eilf  Formen 

(1,0,12),     (2,0,6),     (3,0,4); 

(1,  +  1,  13); 

(1,±2,  16),     (2,  ±2,  8),     (4 

Diriohlet,  Zahlentheorie. 


162  Vierter  Abschnitt. 

Von  diesen  sind  die  folgenden  nicht  reducirt 

(1,±1,  13),     (l,  +  2,  16),    (2,  ±2,  8), 

weil  in  ihnen  die  Bedingung  2(6)  <[  a  nicht  erfüllt  ist;  als  wirk- 
lich reducirte  Formen  bleiben  daher  nur  die  folgenden  fünf  übrig 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),    (3,  0,  4),    (4,  +  2,  4); 

allein  die  beiden  Formen  (4,  2,  4)  und  (4,  —  2,  4)  gehören  unter 
die  Ausnahmefälle  des  §.  65,  sind  also  äquivalent.  Mithin  enthält 
das  vollständige  Formensystem  nur  vier  Formen,  nämlich 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4),     (4,  2,  4), 

die  als  Repräsentanten  ebenso  vieler  Gassen  gelten.  Von  diesen 
vier  Formen  sind  nur  die  beiden  folgenden 

(1,  0,  12),    (3,  0,  4) 

ursprünglich,  und  zwar  sind  (da  D  nicht  =  1  (mod.  4)  ist)  beide 
von  der  ersten  Art. 

Beispiel  2 :    Ist  D  =  —  35 ,  also  z/  =  -f-  35 ,  so  ist  A  =  3, 
also  kann  b  nur  die  sieben  Werthe 

0,    ±  1,    ±  2,    +  3 

durchlaufen;  diesen  entsprechen  die  Zahlen  J2-f-^: 

35,  36,  39,  44; 

die  Zerlegungen  derselben  in  zwei  Factoren  sind  folgende: 

35  =  1  .  35  =  5  .  7 

36  =1.  36  =  2.  18  =  3.  12  =  4. 9  =  6. 6 
39  =  1  .  39  =  3  .  13 

44  =  1  .  44  =  2  .  22  =  4  .  11. 

Aber  von  den  22  entsprechenden  Formen  erfüllen  nur  die  folgen- 
den  10  die  Bedingung  2(6)  ^  a: 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),    (2,  +  1,  18) 
(3,  ±  1,  12),    (4,  +  1,  9),    (6,  +  1,  6). 

Da  ferner  die  beiden  Formen  (2,  +  1,  18)  den  Fall  I,  die  beiden 
Formen  (6,  +  1,  6)  den  Fall  II  des  §.  64  darbieten,  so  existiren 
nur  acht  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,0,35),     (5,0,7),    (2,1,18) 
(3,  ±  1,  12),    (4,  +  1,  9),    (6,  1,  6); 

diese  sind  alle  ursprünglich;  sechs,  nämlich 
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(1,  0,  35),    (5,  0,  7),     (3,  +  1,  12),    (4,  ±  1,  9) 
sind  von  der  ersten,  die  beiden  anderen 

(2,1,18),    (6,  1,6) 
sind  von  der  zweiten  Art 

Beispiel  3:    Ist  D  =  —  48  =  —  ^/,  so  ist  X  =  4,  so  dass  b 
folgende  Zahlen 

0,  ±  1,  ±  2,  ±  3,  +  4 

durchlaufen  muss;  die  Zerlegungen  der  entsprechenden  Zahlen 
fe*  4*  d  sind  folgende : 

48  =  1  .  48  =  2  .  24  =  3  .  16  =  4  .  12  =  6  .  8 

49  =  1  .  49  =  7  .  7 

52  =  1  .  52  =  2  .  26  =  4  .  13 

57  =  1  .  57  =  3  .  19 

64  =  1  .  64  =  2  .  32  =  4  .  16  =  8  .  8. 

Von  den  entsprechenden  27  Formen  sind  nur  folgende  eilf  re- 
ducirt: 

(1,0,48),    (2,0,24),    (3,0,16),    (4,0,12), 

(6,0,8),    (7,  ±1,7),    (4,  ±2,  13),     (8,  ±  4,  8). 

Unter  diesen  bestellt  jedes  der  drei  Paare  (7,  +  1,  7),  (4,  +  2,  13), 
(8,  +  4,  8)  aus  je  zwei  äquivalenten  Formen;  also  bleiben  nur  acht 
nicht  äquivalente  Formen 

(1,  0,  48),    (2,  0,  24),     (3,  0,  16),     (4,  0,  12), 
(6,0,8),     (7,1,7),    (4,2,13),     (8,4,8). 

Ursprünglich  von  der  ersten  Art  sind  die  folgenden  vier: 

(1,0,48),     (3,0,16),     (7,  1,7),     (4,  2,  13), 

die  anderen  vier  sind  derivirte  Formen. 


§.  68. 

Um  schon  jetzt  einen  Begriff  von  der  Fruchtbarkeit  dieser 
Untersuchungen  zu  geben,  verbinden  wir  in  einigen  Beispielen  d 
gewonnenen  Resultate  mit  der  in  §.  60  vorausgeschickten  Theo? 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  bestimmte  quadrp ' '    *     Forme 
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bemerken  jedoch  gleich,  dass  die  folgenden  Sätze  nur  specielle 
Fälle  eines  grossen  allgemeinen  Satzes  sind. 

Die  Formen  der  Determinante  D  =  —  1  bilden  nur  eine  ein- 
zige Classe,  denn  es  giebt  für  diese  Determinante,  wie  man  leicht 
erkennt,  nur  die  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  1)  =  a?»  +  y\ 

Wir  fragen  nun  nach  dem  System  der  durch  diese  Form  darstell- 
baren, d.  h.  also  in  zwei  Quadrate  zerlegbaren  Zahlen  m;  um  aber 
die  frühere  Theorie  unmittelbar  anwenden  zu  können,  lassen  wir 
nur  eigentliche  Darstellungen  (#,  y)  gelten,  in  denen  die  beiden 
darstellenden  Zahlen  x,  y  relative  Primzahlen  sind;  ferner  wollen 
wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  ungerade  darstellbare  Zahlen 
m  beschränken.  Es  sei  also  m  eine  solche  darstellbare  ungerade 
Zahl,  so  ist  zunächst  m  positiv.  Da  ferner  die  Determinante  —  1 
quadratischer  Rest  von  m  ist,  so  müssen  alle  in  m  aufgehenden 
Primzahlen  von  der  Form  4  A  -f  1  sein.  Umgekehrt,  ist  diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  ist  die  Determinante  —  1  quadratischer  Rest 
von  m,  und  die  Congruenz 

z2  =  —  1  (mod.  m) 

hat  im  Ganzen  (nach  §.  37)  2<"  incongruente  Wurzeln,  wenn  (i  die 
Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen bedeutet  (dies  gilt  selbst  für  den  Fall,  in  welchem  p  =  0, 
m  =  1  ist).  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
dieser  Wurzeln,  und  w2  +  1  =  mZ,  so  bilde  man  die  quadratische 
Form  (m,  n,  l)  von  der  Determinante  —  1 ;  da  nur  eine  einzige 
Formenclasse  existirt,  so  ist  diese  Form  der  reducirten  Form  (1, 0, 1) 
nothwendig  äquivalent,  und  man  wird  durch  die  in  §.  66  ange- 
gebene Methode  eine,  und  hieraus  nach  §§.61,62  alle  Transforma- 
tionen finden,  durch  welche  (1,  0,  1)  in  (w,  w,  l)  übergeht.  Die 
Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Transformationen  (£  |) 
ist  (nach  §§.  61,  62)  stets  =  4;  ebenso  viele  Darstellungen  (#,  y) 
der  Zahl  m  existiren  daher,  welche  zu  derjenigen  Wurzel  gehören, 
deren  Repräsentant  n  ist.  Und  da  dasselbe  Raisonnement  auf 
jede  der  2/"  Wurzeln  der  obigen  Congruenz  passt,  so  existiren  im 
Ganzen 

4  .  2i"  =  2i"  +  2 
verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m. 
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Stellt  man  aber  die  Frage,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten 
eine  solche  Zahl  m  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Ordnung  der  beiden  Quadrate  und  auf  die  Vor- 
zeichen ihrer  Wurzeln,  so  liefern  je  acht  verschiedene  Darstellungen 
von  der  Form 

(+  x,  +  y)    und    (±  y,  +  x) 

nur  eine  einzige  Zerlegung  m  =  z*  -f  y*  (von   diesen   acht  Dar- 
stellungen gehören  vier,  nämlich 

(*,  y)>  (—  *.  —9%  (—  v,  x),  (y>  —  *) 

zu  einer,  und  die  anderen  vier 

fo  —  y)i  (—  *.  yX  (—  y.  —  *).  (y> x) 

zu  der  ihr  entgegengesetzten  Wurzel);  folglich  ist  die  Anzahl  dieser 
verschiedenen  Zerlegungen 

mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  m  =  1,  weil  dann  nicht  acht, 
sondern  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 

(+  1,  0)    und    (0,  +  1) 

existiren,   die  sich  zu   der  einzigen  Zerlegung  1  =  l2  +  0*  ver- 
einigen. 

In  diesem  allgemeinen  Resultat  ist  als  specieller  Fall  der 
berühmte  von  Fermat  aufgestellte,  zuerst  von  Euler*)  bewiesene 
Satz  enthalten: 

Jede  (positive)  Primzahl  von  der  Form  4h +1  lässt  sich  stets, 
und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  zwei  Quadrate  zerfallen. 

Die  Bedingung,  dass  die  Quadrate  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  fallt  hier  fort,  da  sie  sich  von  selbst  versteht. 

Beispiel  1:  Die  Zahl  37  ist  eine  Primzahl  von  der  Form 
4  A  -f  1 ;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  z2  =  —  1  (mod.  37) 
findet   man  (z.   B.  mit  Hülfe   des    Wilson'schen   Satzes)  =  +  6; 


*)  Demonstratio  theorematis  Fermatiani,  omnem  numerum  primum 
formae  4n-|-l  esse  summam  duorum  quadratorum,  Nov.  Coram.  Petrop. 
V.  p.  3.  —  Unter  den  zahlreichen  späteren  Beweisen  zeichnet  sich  der  von 
H.  J.  Smith  durch  grosse  Einfachheit  aus:  De  compositione  numerorum 
primorum  formae  4A  +  1  ex  duobus  quadratis  (Crelle's  Journ»1  ***  KO).  — > 
Vergl.  auch  §.  83,  Anmerkung. 
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nimmt  man  n  =  6,  so  hat  man  die  Form  (37,  6,  1)  zu  betrachten, 
welche  durch  die  Substitution  (_°;  ±J)  in  die  reducirte  Form  (1, 0, 1) 
übergeht;  umgekehrt  geht  also  (1,  0,  1)  durch  die  inverse  Substi- 
tution (7?;~~J)  in  (37,  6/1)  über.  Also  ist  die  gesuchte  Zerlegung 
folgende:  37  =  62  +  l2;  es  ist  nicht  nöthig,  die  vier  zu  dieser 
Wurzel  -|-  0,  und  die  anderen  vier  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel 
—  ö  gehörenden  Darstellungen  hier  einzeln  aufzuschreiben. 

Beispiel  2:  Die  Zahl  m  =  65  =  5  .  13  ist  das  Product  aus 
den  beiden  Primzahlen  5  und  13,  welche  beide  die  Form  4A+  1 
haben.  Mithin  giebt  es  24  =  16  verschiedene  Darstellungen,  also 
nur  zwei  verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  65.  Die  vier  Wurzeln 
der  Congruenz  z2  = —  1  (mod.  65)  sind  +  8  und  + 18;  wir  bilden 
daher  die  beiden  Formen  (65,  8,  1)  und  (65,  18,  5),  welche  durch 
die  Substitutionen  (_J;  1J)  und  (~J*  ~*)  in  die  reducirte  Form 
(1,  0,  1)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind  (+?;""£)  und 
(1J;  1J),  und  folglich  sind  die  beiden  gesuchten  Zerlegungen  fol- 
gende : 

65  =  82  +  l2  =  72  -f  4*. 


§.  69. 

Alle  Formen   der   Determinante  D  =  —  2  bilden  ebenfalls 
nur  eine  einzige  Classe,  da  nur  eine  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  2)  =  *2  +  2y2 

vorhanden  ist.  Wir  fragen  auch  hier  wieder  nach  allen  durch 
diese  Form  darstellbaren  ungeraden  Zahlen  m;  die  erste  Bedin- 
gung ist  die,  dass  —  2  quadratischer  Rest  von  m  sein  muss;  dazu 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jede  in  m  aufgehende 
(also  ungerade)  Primzahl  p 


(x)= 


+  1, 


also  p  von  einer  der  beiden  Formen  8&  -+- 1  oder  8A  -}-  3  sei.  Um- 
gekehrt: sind  die  sämmtlichen  ft  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p 
alle  von  der  Form  8A  ■+- 1  oder  8A  +  3,  so  hat  die  Congruenz 

z*  =  — •  2  (mod.  m) 

stets  2^  incongruente  Wurzeln.     Ist  n  ein  bestimmter  Bepräsen- 
einer  solchen  Wurzel,  und  n2  +  2  =  m  Z,  so  ist  die  Form  (w,  n,  l) 
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nothwendig  der  Form  (1,  0,  2)  äquivalent;  man  findet  daher  (nach 
§.  66)  eine  Substitution  (£  *),  durch  welche  die  letztere  in  die  er- 
stere  übergeht;  ausser  dieser  existirt  (nach  §.  62)  nur  noch  die  andere 
(Z£  Z«),  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat;  es  giebt  daher  zwei  ver- 
schiedene Darstellungen  (#,  y)  und  ( — x,  — y)  der  Zahl  tu,  die  zu 
dieser  Wurzel  gehören.    Im  Ganzen  giebt  es  daher 

2.2**  =  2a<  +  i 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m  durch  die  Form  (1,0,  2). 
Man  erkennt  ferner  leicht,  dass,  wenn  die  beiden  Darstellungen 
+  (#,  y)  zu  der  Wurzel  n  gehören,  entsprechend  die  beiden  Dar- 
stellungen +  (#,  —  y)  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  —  n  gehören. 
Je  vier  solche  Darstellungen  geben  eine  und  dieselbe  Zerlegung 
der  Zahl  m  in  ein  Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat;  mithin  ist 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  Zerlegungen 

die  einzige  Ausnahme  bildet  wieder  der  Fall,  in  welchem  n  =  0, 
also  m  =  1  ist;  denn  dann  vereinigen  sich  die  zwei  verschiedenen 
Darstellungen  (+  n  ist  =  —  n  (mod.  1))  zu  der  einzigen  Zerlegung 
1  =  1 2  -f-  2 .  02.  Der  interessanteste  specielle  Fall  ist  wieder  der, 
in  welchem  p  =  1  ist: 

Jede  Primzahl  p  von  einer  der  beiden  Formen  8  h  -f-  1  oder 
8  h  +  3  lässt  sich  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  ein  Qua- 
drat und  ein  doppeltes  Quadrat  zerlegen. 

Beispiel  1:  Ist  m  =  41,  so  ist  die  Bedingung  erfüllt;  p  ist 
=  1 ;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  z2  =  —  2  (mod.  41)  sind 
+  11;  die  Form  (41,  11,  3)  geht  durch  die  Substitution  (+*;  +  J)  in 
die  Form  (1,  0,  2)  über,  diese  also  rückwärts  in  jene  durch  die 
Substitution  (i  J  ij);  also  ist  x  =  3,  y  =  —  4,  und  folglich 

41  =  32-f  2.4*. 

Beispiel  2:  Ist  m  =  33  =  3  .  11,  so  ist  die  Bedingung  er- 
füllt; fi  ist  =  2,  und  folglich  muss  es  zwei  verschiedene  Zerlegun- 
gen geben.  Die  Wurzeln  der  Congruenz  z2  =  —  2  (mod.  33)  sind 
+  8  und  +  14:  wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (33,  8,  2)  und 
(33,  14,  6),  welche  resp.  durch  die  Substitutionen 


fri-f)  -  (-+k±l) 
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in  die  Form  (1,  0,  2)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind 

(=i;_?)-(-;=S) 

und  folglich  ist 

33  =  l2  +  2  .  42  =  52  +  2  .  22. 


§.70. 

Alle  Formen  der  Determinante  D  =  —  3  bilden  zwei  Classen, 
als  deren  Repräsentanten  man  die  reducirten  Formen 

(1,  0,  3)=*2  +  3y2 
und 

(2,  1,  2)  =  2a>  +  2#y  +  2y* 

annehmen  kann;  sie  sind  resp.  von  der  ersten  und  zweiten  Art. 
Ungerade  Zahlen  können  offenbar  nur  durch  die  erstere  dargestellt 
werden;  es  sei  daher  m  eine  ungerade  und  der  Einfachheit  wegen 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl;  damit  sie  durch  die  Form  (1,  0,  3) 
darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass,  wenn  p  irgend  eine  in  ihr 
aufgehende  Primzahl  ist, 


G-VG)—- 


folglich  p  von  der  Form  3A  +  1  sei.  Umgekehrt,  sobald  diese 
Bedingung  für  alle  p  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p  erfüllt  ist, 
so  hat  die  Congruenz 

#2  =  —  3  (mod.  m) 

stets  2i"  incongruente  Wurzeln ;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
einer  solchen,  und  n2  -f  3  =  m  J,  so  ist  die  Form  (w,  w,  T)  von  der 
ersten  Art  (da  m  ungerade  ist)  und  folglich  der  Form  (1,  0,  3) 
äquivalent.    Es  giebt  also  (nach  §.  62)  zwei  Substitutionen 


(x^)    und     (-X'-t) 

\y,  n)  \—  y,  -  vJ 


durch  welche  die  Form  (1,  0,  3)  in  die  Form  (m,  w,  l)  übergeht, 

und  folglich  auch  zwei  Darstellungen  (#,  y)  und  ( —  x,  —  y)  der 

Zahl  m,  welche  zu  dieser  Wurzel  gehören.    Im  Ganzen  giebt  es 

daher 

2  .  2^  =  2^+! 
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verschiedene  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  m  durch  die  Form 
(1,  0,  3),  die  sich  aber  wieder  auf  nur 

verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  m  in  ein  einfaches  und  ein 
dreifaches  Quadrat  reduciren  (nur  auf  den  Fall  fi  =  0,  also  m=l 
passt  die  letztere  Formel  wieder  nicht).  Besonders  bemerkenswerth 
ist  der  specielle  Fall: 

Jede  Primzahl  von  der  Form  3  h  +  1  ist  stets  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  ein  einfaches  und  ein  dreifaches  Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen  wir  nun  zu  den  durch  die  zweite  Form  (2,  1,  2)  dar- 
stellbaren, nothwendig  geraden  Zahlen  über;  wir  beschränken  uns 
auf  diejenigen  von  der  Form  2  m,  wo  m  wieder  eine  ungerade  und 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl  bedeutet.  Dann  erkennen  wir  leicht, 
dass  der  Complex  dieser  Zahlen  m  mit  dem  eben  behandelten  voll- 
ständig identisch  ist.  Denn  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 
z2  =  —  3  (mod.  m)  folgt  auch  die  der  Congruenz  z2  =  —  3  (mod.  2  m\ 
und  umgekehrt  (§.  37),  und  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln 
wieder  =  2^.  Ist  ferner  nf  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
solchen,  und  n'2  +  3  =  2  mZ,  so  ist  die  Form  (2  m,  w',  l)  nothwendig 
von  der  zweiten  Art  (denn  der  mittlere  Coefficient  n!  ist  ungerade, 
folglich  l  gerade)  und  also  gewiss  der  Form  (2,  1,  2)  äquivalent; 
man  kann  daher  (nach  §.  62)  sechs  verschiedene  Transformationen 
der  letzteren  Form  in  die  erstere  finden,  aus  welchen  folgende  sechs 
Darstellungen 

±  te  y\  ±  (y,  —  #  —  y),  +  (x  +  y,  —  x) 

entspringen,  die  alle  zu  derselben  Wurzel  n'  gehören  (die  sechs 
zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  — n'  gehörenden  Darstellungen 
entstehen  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  ersten  darstellenden 
Zahl  mit  der  zweiten)*).    Im  Ganzen  existiren  daher 


*)  Da  von  den  Zahlen  x,  y,  x  -\-  y  stets  eine  und  nur  eine  gerade  ist, 
so  giebt  es  unter  den  sechs  zu  der  Wurzel  nf  gehörenden  Darstellungen  der 
Zahl  2m  immer  zwei  J-  (a?',  y'\  in  welchen  y'  gerade  ist  =  2«;  setzt 
man  ferner  x'  -\-  u  =  t}  so  geht  die  Gleichung  x'  x'  -\-  x'  y*  -\-  y'  y'  =  m 
über  in  1 1  -f-  3  u  u  =  w,  d.  h.  man  erhält  eine  Darstellung  (t,  u)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (1, 0,  3),  und  zwar  gehört  diese  Darstellung  zu  derselben 
Wurzel  w'.  Hierin  besteht  der  Zusammenhang  zwischen  den  Darstellungen 
der  Zahlen  m  und  2  m  resp.  durch  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2;  1?  2), 
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6  .  2h  =  3  .  2,"  +  * 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  2  m  durch  die  Form  (2,  1,  2), 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Zahl  m  durch  die  Form  #a  +  xy  -f  y2. 
Sieht  man  je  vier  zusammengehörige  Darstellungen  von  der  Form 

0>  V),  (—  «i  —  2/)>  (fr  *)i  (—  »i  —  «) 

als  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  ist  die  Anzahl  der  wesent- 
lich verschiedenen  Darstellungen  nur  noch 

=  3 . 2f-K 

Für  eine  Primzahl  p  von  der  Form  3  h  + 1  giebt  es  daher  immer 
drei    wesentlich    verschiedene    Darstellungen    durch    die    Form 

x2  +  x y  -\-  y2-  -v....  x*-£  *:*-• 

Beispiel:  Ist  m  =  13,  so  sind  w  =  +  7  die  Wurzeln  der 
Congruenz  z2  =  —  3  (inod.  26)  und  also  auch  der  Congruenz 
z2  =  —  3  (mod.  13).  Wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (13, 7, 4) 
und  (26,  7,  2).     Sie  gehen  resp.  durch  die  Substitutionen 


(Ti+Ö  -  (-S±i) 


in  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2)  über.     Die  beiden  inversen 
Substitutionen  sind 

(±i±!)  -  (+J;-1) 

und  folglich  ist 

13  =  l2  4-  3  (—  2p  =  (—  4)2  -f  (—  4)  .  1  ■+  l2; 

hieraus  findet  man  leicht  die  beiden  anderen  Darstellungen 

13  =  42  +  4  .  (—3)  +  (—3)2 
=  32+3  .  1  +  l2. 


§.71. 

Als  letztes  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  5 ; 
es  giebt  zwei  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  5)  und  (2,  1,  3), 

beide  sind  ursprünglich  und  von  der   ersten  Art.     Wir   suchen 
wieder  das  System  aller  ungeraden  und  durch  5  nicht  theilbaren 
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Zahlen  m  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  Formen  darstellbar 
sind.  Die  dazu  erforderliche  Bedingung  besteht  darin,  dass  für 
jede  in  m  aufgehende  Primzahl  p  die  Gleichung 

(t) = <-  »*•- "  (*)-  +  • 

Statt  finden  muss;  hieraus  folgt  (§.  52,  II),  dass  jede  solche  Prim- 
zahl von  einer  der  vier  Formen 

20Ä+1,    20A  +  9,    20Ä  +  3,    20A  +  7 

sein  muss.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  ja  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Primzahlen  j>,  so  hat  die  Congruenz 

z2  =  —  5  (mod.  m) 

wieder  2f*  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsen- 
tant einer  solchen,  und  w2  +  5  =  m  ?,  so  ist  die  Form  (m,  w,  l)  noth- 
wendig  einer  und  nur  einer  der  beiden  obigen  reducirten  Formen 
äquivalent;  es  giebt  dann  jedesmal  (nach  §.62)  zwei  Substitutionen, 
durch  welche  diese  reducirte  Form  in  (m,  w,  l)  tibergeht,  also  auch 
zwei  zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
diese  reducirte  Form.    Im  Ganzen  giebt  es  also 

2.2^  =  2^  +  ! 

Darstellungen  einer  solchen  Zahl  durch  die  obigen  reducirten 
Formen.  Allein  es  bleibt  noch  zweifelhaft,  durch  welche  der  beiden 
reducirten  Formen  die  zu  einer  bestimmten  Wurzel  n  gehörigen 
beiden  Darstellungen  erfolgen;  und  eine  ähnliche  Frage  wird  jedes- 
mal da  auftreten,  wo  es  mehrere  nicht  äquivalente  Formen  der- 
selben Art  giebt  In  unserem  Fall  ist  es  nicht  schwierig,  diesen 
Zweifel  zu  heben. 

Ist  nämlich  die  Zahl  m  darstellbar  durch  die  Form  (1,0,  5), 
also  z.  B.  m  =  x2  -f  5  y2,  so  folgt  hieraus  m  =  x2  (mod.  5),  d.  h. 
m  ist  quadratischer  Rest  von  5 ;  ist  dagegen  die  Zahl  m  darstellbar 
durch  die  zweite  Form  (2,  1,  3),  also  z.  B.  m  =  2  x2  -f-  2  xy  +  3  y2, 
so  ist  2m  =  (2x  +  y)2+  5t/2  =  (2x  +  y)2  (mod.  5),  und,  da  2 
quadratischer  Nichtrest  von  5  ist,  so  ist  m  ebenfalls  quadratischer 
Nichtrest  von  5.  Es  tritt  also  hier  die  besonders  einfache  Erschei- 
nung auf,  dass  alle  Darstellungen  einer  Zahl  entweder  nur  durch 
die  Form  (1,  0,  5)  oder  nur  durch  die  Form  (2,  1,  3)  geschehen,  je 
nachdem  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  5,  d.  h.  je  nach- 
dem m  =+1,  oder  =+2  (mod.  5)  ist  Hieraus  folgen  die  spe» 
ciellen  Sätze; 
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Im  Folgenden  nennen  wir  zwei  Wurzeln  o,  «'  zweier  Formen 
resp.  (a,  &,  c),  (a\  b',  d)  gleichnamig,  wenn  beide  erste,  oder  beide 
zweite  Wurzeln  sind,  ungleichnamig  dagegen,  wenn  die  eine  die 
erste,  die  andere  die  zweite  Wurzel  ist.  Wir  können  dann  das 
eben  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen:  Wenn  zwei  Formen 
dieselbe  (positive)  Determinante  besitzen,  und  wenn  eine  Wurzel 
der  einen  Form  mit  der  gleichnamigen  Wurzel  der  anderen  Form 
übereinstimmt,  so  sind  beide  Formen  identisch. 


§.  73. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  (a,  6,  c)  und  (a',  b\  <f) 
zwei  äquivalente  Formen,  und  zwar  wollen  wir  für  einen  Augen- 
blick die  uneigentliche  Aequivalenz  nicht  ausschliessenv  weil  da- 
durch der  Nerv  der  Betrachtung  deutlicher  hervortritt.  Es  sei 
(fr  §>)  eine  Substitution,  durch  welche  (a,  6,  c)  in  (a',  &',  c')  über- 
geht, also 

aö  —  ßy  =  s  =+1. 

Da  durch  diese  Substitution 

x  =  ua?  +  ßy\  y  =  yx'  +  dy' 
identisch 

ax*  +  2bxy  +  cy*  =  a'af*  +  2b'afy'  -f  c'j/2 

wird,  so  leuchtet  ein,  dass  vermöge  der  Formeln 

y  +  da'        , —  y  -\-  u& 

m  —  a  +  ßan    m  ~    d-ßa 

aus  einer  Wurzel  ro'  der  Form  (a',  b\  c')  eine  Wurzel  ©  der  Form 
(a,  6,  c)  gefunden  werden  kann,  und  umgekehrt;  denn  die  Wurzeln 
dieser  Formen  sind  ja  die  Werthe  der  Verhältnisse  y:x  und  y':x\ 
für  welche  die  Formen  verschwinden.  Aber  es  fragt  sich  vor  allen 
Dingen,  ob  zwei  so  verbundene  Wurzeln  a  und  «'  gleichnamig 
sind,  oder  nicht.    Da  nun 

-fc  +  VD 

CJ  =  ! 

C 

ist,  so  folgt 

,  _    yc—uj—b  +  VD)    _    bcc  +  cy±uVD 

ö  ~~  —  dc  +  ß(-b  +  VD)~  —  bß  —  cd  +  ßVD' 

machen  wir  den  Nenner  rational,  indem  wir  den  Bruch  durch 
—  bß  —  cd  +  ß  MD  erweitern,  und  berücksichtigen,  dass 
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aaß  +  b  (ccö  +  ßy)  +  cyS  =  V 
aß*  +  2bßd  +  c8*  =  c' 

ist,  so  ergiebt  sich 

,  _  —V+sVD 


cy 


Wir  haben  daher  folgendes  Resultat  erhalten:  Wenn  eine  Form 
(o,  6,  c)  durch  eine  Substitution  ("•  $)  in  eine  äquivalente  Form 
(a',  V,  d)  übergeht,  so  ist  je  eine  Wurzel  co  der  ersteten  mit  je  einer 
Wurzel  &'  der  letzteren  Form  durch  die  Relation 

_  y  +  da'  _  —y  +  gg 

G>~  a  +  ßan    a  —     ö-ß<x> 

verbunden;  und  zwar  bilden  cd,  o'  ein  Paar  gleichnamiger  oder  un- 
gleichnamiger Wurzeln  der  beiden  Formen,  je  nachdem  die  Substi- 
tution eine  eigentliche  oder  uneigentliche  ist. 

Wir  schliessen  von  jetzt  an  uneigentliche  Aequivalenz  und 
uneigentliche  Substitutionen  gänzlich  aus;  es  sind  dann  also  stets 
zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  beiden  äquivalenten  Formen  in  der 
angegebenen  Weise  mit  einander  verbunden.  Dieser  Satz  lässt 
sich  in  folgender  Weise  umkehren: 

Wenn  zwei  Formen  (a,  b,  c),  (a\  V,  d)  dieselbe  Determinante 
haben,  und  wenn  zwei  gleichnamige  Wurzeln  a  und  co'  derselben 
durch  die  Gleichung 

y  +  da' 

verbunden  sind,  in  welcher  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  8  der 

Gleichung 

ad—ßy  =  1 

genügen,  so  sind  die  beiden  Formen  äquivalent,  und  zwar  geht  die 
erstere  durch  die  -Substitution  (£'  $)  in  die  letztere  über. 

Denn  durch  diese  Substitution  geht  (a,  b,  c)  in  eine  äquiva- 
lente Form  (a",  V,  d')  über,  und  bezeichnet  man  mit  cd"  ihre  mit 
g>  gleichnamige  Wurzel,  so  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

co  =  und  folglich  o'  =  o"; 

a-f-po'"  ° 

da  ferner  der  Voraussetzung  nach  co'  mit  a>,  folglich  auch 
gleichnamig  ist,  und  da  endlich  (a',  V,  c')  dies"      ~  *en 
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wie  (a,  b,  c),  und  folglich  auch  wie  (a",  b",  c")  hat,  so  ist  zufolge 
der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  (af,  b',  c')  identisch 
mit  (a",  6",  c"),  d.  h.  (a,  &,  c)  geht  durch  die  obige  Substitution  in 
(af,  V,  c')  über. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  das  Folgende  ist  die  Betrach- 
tung  zweier  benachbarten  Formen  (a,  b,  a!)  und  (a',  &',  a"),  in  welchen 
der  Definition  zufolge  (§.  63)  die  Summe  b  -\-  V  durch  a!  theilbar, 
also  b  -f-  V  =  —  a'  5  ist,  und  von  welchen  die  erstere  in  die  letztere 
durch  die  Substitution  (-J;^)  übergeht.  Die  gleichnamigen  Wur- 
zeln co  und  »'  dieser  beiden  Formen  hängen  durch  die  Gleichungen 

ä        1  l 


zusammen. 


§.74. 

Auch  bei  positiven  Determinanten  vergleicht  man  zwei  For- 
men, deren  Aequivalenz  beurtheilt  werden  soll,  nicht  unmittelbar 
mit  einander,  sondern  man  transformirt  jede  von  ihnen  in  eine 
sogenannte  reducirte*)  Form;  der  Begriff  einer  solchen  ist  aber 
hier  wesentlich  verschieden  von  demjenigen,  welcher  früher  (§.  64) 
für  negative  Determinanten  aufgestellt  ist. 

Eine  Form  (a,  b,  c)  von  positiver  Determinante  D  heisst  eine 
reducirte  Form,  wenn,  abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  erste  Wurzel 

—  b  —  VD 


ihre  zweite  Wurzel 


>1, 


*  +  yn 


c 

ist,  und  wenn  ausserdem  beide   Wurzeln  entgegengesetzte  Zeichen 
haben. 

Ziehen  wir  zunächst  einige  Folgerungen  aus  dieser  Erklärung. 
Da  die  erste  Wurzel  numerisch  grösser  als  die  zweite,  also  auch 
die  Summe  der  beiden  Grössen  b  und  VZ)  numerisch  grösser  als 
ihre  Differenz  sein  soll,  so  muss,  da  \D  positiv  ist,  auch  b  positiv 
sein  (nicht  =  0);  da  ferner  die  beiden  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  Grössen 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  183. 
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— (6  +  VD)   und   —&  +  VD; 

und  da  die  erstere  gewiss  negativ  ist,  so  muss  die  letztere  positiv 
sein;  es  ist  daher 

0  <  b  <  VD. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  (c)  wieder  den  absoluten  Werth 
des  Coefficienten  c,  so  muss  also  im  algebraischen  Sinne  (d.  h.  mit 
Bücksicht  auf  die  Vorzeichen) 

,  l      >  1   und  0  < tV—  <  1, 

d.  h.  es  muss 

0<  MD  —  b<(c)<  VD  +  b  (1) 

sein;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Form  (a,  6,  c),  deren 
Coefficienten  diesen  letzteren  Ungleichungen  genügen,  sicher  eine 
reducirte  Form  ist,  weil  aus  ihnen  rückwärts  die  ursprünglichen 
Bedingungen  sich  ableiten  lassen. 

Aus  der  Definition  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen. 
Da  D  =  62  —  ac  und  b*  <  D  ist,  so  müssen  a  und  c  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben;  da  ferner  die  erste  Wurzel  und  c  eben- 
falls entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  hat  die  erste  Wurzel 
dasselbe  Vorzeichen  wie  der  erste  Coefficient  a  der  Form.  Nun 
hat  ferner  die  zweite  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
ersten  Wurzel,  also  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  dritte  Coefficient 
c  der  Form,  was  sich  unmittelbar  auch  daraus  ergiebt,  dass  MD  —  b 
positiv  ist. 

Für  den  absoluten  Werth  des  ersten  Coefficienten  a  gelten 
dieselben  Bedingungen,  wie  für  den  von  c\  denn  da 

D  =  ja -f(a)  (c), 
also 

V) 


_  (VD  +  b)  (VD  - 
W~  (c) 


ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungen 

(c)      >  h       <       (c)      <  *' 

d.£LSS 

(a)>VD  —  6,    und    (a)<VD  +  b 
ist*). 

*)  Dasselbe  ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  die  erste  Wurzel  einer 
Form  (a,  &,  c)  der  reciproke  Werth  der  zweiten  Wurzel  ihres  Gefährten 
\e}  &,  a)  ist;  mithin  sind  entweder  beide  Formen  reducirt,  oder  beide  nicht 
reducirt. 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  \<^ 
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Für  das  Folgende  ist  noch  der  specielle  Fall  bemerkenswerth, 
in  welchem 

VD-(a)  <  b  <  VD  und  (c)  ^  (a)  (2) 

ist;  aus  diesen  Bedingungen  kann  man  nämlich  stets  schliessen, 
dass  die  Form  (a,  b,  c)  reducirt  ist,  obwohl  die  Umkehrung  nicht 
gestattet  ist.     In  der  That,  giebt  man  diesen  Bedingungen  die 

Form 

0<VD-b  <(a)^(c), 

so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  zweite  Wurzel 

—  b  +  VD 
c 

numerisch  <  1,  ferner  dass  die  erste  Wurzel 

_&  —  VD  _       a 
c  —VD  —  b 

numerisch  >  1  ist.  Hieraus  folgt  weiter,  wie  oben,  dass  b  positiv 
ist,  weil  VD  +  b  numerisch  grösser  als  VD —  b  ist;  und  folglich 
haben,  da  ausserdem  b  <  VD  ist,  beide  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen.    Also  ist  die  Form  gewiss  eine  reducirte. 


§.  75. 

Aus  der  Erklärung  einer  reducirten  Form  ergiebt  sich  ferner 
der  folgende  wichtige  Satz*)  (vergl.  §.  67): 

Für  jede  positive  Determinante  giebt  es  nwr  eine  endliche  An- 
zahl reducirter  Formen. 

Denn,  bezeichnen  wir  "mit  X  die  grösste  ganze  in  VD  enthal- 
tene Zahl,  so  dass  X  <  MD  <  X  +  1  und  also  X  mindestens  =  1 
ist,  so  kann  der  mittlere  Coefficient  b  einer  reducirten  Form  (a,  6,  c) 
nur  die  X  verschiedenen  Werthe  1,  2  ...  X  haben;  für  jeden  dieser 
Werthe  von  b  ist  D  —  62  =  (a)  (c)  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei 
Factoren  zu  zerlegen,  welche  zwischen  X  —  b  und  X  -f  1  -f  b  exclu- 
sive  (oder  zwischen  X  -f  1  —  b  und  X  -\-  b  inclusive)  liegen;  je  zwei 
solchen  Factoren  a  und  c  hat  man  entgegengesetzte  Zeichen  zu 
geben,  und  man  muss  sie  permutiren,  wenn  sie  ungleich  sind.    Dann 


*)  Gauss:  D.  A*  art.  185. 
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sind  aber  wirklich  alle  reducirten  Formen  gefunden,  und  es  giebt 
deren  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl. 

Beispiel  1:  Ist  D  =  13,  so  ist  X  =  3;  wir  haben  daher  fol- 
gende Fälle  und  Zerlegungen: 


6  =  1 
6  =  2 
6  =  3 


12  =  3 
9  =  3 
4  =  1 


4 
3 
4  =  2 


und  diese  Hefern  die  folgenden  12  reducirten  Formen: 

(±3,  l,  +  4),  (±1,  3,  +  4),  (±3,  2, +  3), 

(±4,  l,  +  3),  (±4,  3,+  l),  (±2,  3, +  2). 

Beispiel  2:  FürD  =  19  ist  A  =  4;  wir  bilden  daher  folgende 
Tabelle : 

6  =  1;    18  giebt  keine  Zerlegung; 

6  =  2;  15  =  3  .  5;- 
6  =  3;  10  =  2  .  5; 
6  =  4;     3  =  1.3; 

hieraus  ergeben  sich  folgende  12  reducirte  Formen: 

(±3,  2, +  5),  (±2,  3,  +  5),  (+1,  4,  +  3), 

(±5,  2,  +  3),  (±5,  3,  +  2),  (±3,  4,+  l). 

Beispiel  3 :  Für  D  =  35  ist  A  =  5 ;  also  bilden  wir  die  Tabelle 


6 
6 
6 
6 
6 

=  i; 

=  2; 
=  3; 
=  4 

=  5: 

34  giebt  keine  Zerlegung; 

i    «*1       n          n                n 
i    26      „          „               „ 

;    10  =  1  .  10  =  2  .  6; 

wir  erhalten  daher  8  reducirte  Formen: 

(±  1,  5,  +  10),  (±  2,  5,  +  5); 

(±  10,  5,  +  1),  (±  B,  6i  +  2). 

Beispiel  4:  Fi 

Tabelle: 

6  =  1; 

6  =  2; 

6  =  3: 

irD  =  79ist/l  =  8;wir  bilden  daher  folgende 
78  giebt  keine  Zerlegung; 

i   '5       „           „                  n 

;  70  =  7  .  10; 

6  =  4. 

;  63  =  7  .9; 

6  =  5 

;  54  =  6  .  9; 

6  =  6; 
6  =  7 

,  43  giebt  keine  Zerlegung; 

;  30  =  2  .  15  =  3  .  10  =  5  .  6; 

6  =  8 

;  15  : 

=  1  .  15  =  3  .  5; 
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wir  erhalten  daher  32  reducirte  Formen: 

(+  7,  3,  +  10),  et  7,  4,  +  9),  Ct  6>  5,  +  9),  (±  2,  7,  +  15), 
(±  3,  7,  +  10),  (±  5,  7,  +  6),  (+  1,  8,  +  15),  (±  3,  8,  +  5), 

und 

(±  10,  3,  +  7),  (±  9,  4,  +  7),  (+  9,  5,  +  6),  (±  15,  7,  +  2), 
(±  10,  7,  +  3),  (±  6,  7,  +  5),  (±  15,  8,  +  1),  (±  5,  8,  +  3). 

§.  76. 

Aehnlich  wie  bei  negativen  Determinanten  (§.  64)  beweisen 
wir  auch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes*): 

Jede  Form  von  positiver  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 
D  mit  (a,  6,  a'),  so  suchen  wir  eine  ihr  nach  rechts  benachbarte 
Form  (a\  b\  a")  so  zu  bestimmen,  dass 

VD-(a')<&'<  VD 

wird.  Da  zufolge  der  Erklärung  einer  benachbarten  Form  der 
mittlere  Coefficient  V  jeden  Werth  erhalten  kann,  welcher  =  —  b 
(mod.  a1)  ist,  und  keinen  anderen,  so  fragt  sich  nur,  ob  zwischen 
den  Grenzen  VZ>  —  (a')  und  VD  stets  ein  solcher  Werth  existirt; 
dies  ist  offenbar  der  Fall,  da  die  sämmtlichen  zwischen  diesen  bei- 
den Grenzen  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

A-fl  —  (a%    A  +  2  —  («')•-.  A  — 1,    X 

ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  a'  bilden; 
aus  demselben  Grunde  ergiebt  sich,  dass  nur  eine  einzige  solche 
Zahl  V  existirt.  Nachdem  V= — b  —  a'8  bestimmt  ist,  geht  die 
Form  (a,  6,  a!)  durch  die  Substitution  (_J;  j)  in  die  benachbarte 
Form  (a',  b\  a")  über,  deren  Coefficienten  a',  V  der  obigen  Be- 
dingung Genüge  leisten.  Findet  sich  nun,  dass  zu  gleicher  Zeit 
(a")  S^  (a!)  wird,  so  ist  nach  dem  am  Schlüsse  des  §.  74  besonders 
hervorgehobenen  speciellen  Fall  (2)  die  gefundene  Form  (a\  b\  a") 
eine  reducirte.    Ist  dagegen 

(«')  >  (A 

so  verfahre  man  mit  der  gefundenen  Form  (a',  &',  a")  genau  so  wie 


*)  Gauss:  D.  A.  arh  183. 
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mit  der  gegebenen  Form,  d.  h.  man  bilde  die  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  (a",  6",  a'"),  in  welcher 

VD— (a")<b"  <  VD 

ist,  und  welche  gewiss  eine  reducirte  ist,  wenn  (a'")  ^  (a")  ist. 
Sollte  aber  wieder 

(a")  >  (a'") 

sein,  so  setze  man  denselben  Process  in  derselben  Weise  fort;  da 
unter  einer  gegebenen  positiven  Zahl  (a')  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  ganzen  positiven  Zahlen  liegt,  so  muss  man  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Transformationen  durchaus  zu  einer  Form 
(a(*>,  &<*>,  a(*+1)),  in  welcher  sowohl 

VD  —  (a«)<6«<  VD 
als  auch 

(a(»+D)^  («(»)) 

ist,  also  zu  einer  reducirten  Form  gelangen,  was  zu  beweisen  war. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  bei  diesem  Process  nicht 
gerade  erst  die  letzte  Form  eine  reducirte  zu  sein  braucht,  denn 
es  giebt  reducirte  Formen,  in  welchen  die  zweite  Bedingung  des  be- 
sonderen hier  benutzten  speciellen  Falles  nicht  erfüllt  ist.  Von 
grösserer  Wichtigkeit  ist  es  aber,  besonders  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  durch  den  angegebenen  Process  auch  jedes  Mal  eine 
Substitution  gefunden  wird,  durch  welche  die  gegebene  Form  in 
die  reducirte  Form  übergeht,  und  zwar  erhält  man  diese  Substi- 
tution durch  Composition  der  successiven  Substitutionen,  welche 
in  dem  Processe  auftreten.  Der  Algorithmus  selbst  ist  durchaus 
nicht  beschwerlich  (vergl.  §.  64),  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

Beispiel  1:  Die  Form  (4,  6,  7)  hat  die  Determinante  D  =  8; 
es  ist  also  X  =  2.    Unter  den  Zahlen 

-4,-3,-2,-1,0,1,2 
ist  V  =  1  = —  6  (mod.  7);  dies  giebt  die  benachbarte  Form 
(7,  1,  —  1),  welche  noch  nicht  reducirt  ist.  Da  (a")  =  1  ist,  so 
ist  6"  =  X  =  2,  und  folglich  erhält  man  die  benachbarte  Form 
( —  1,  2,  4),  welche  wirklich  reducirt  ist.  Durch  die  Substitution 
(_?;  11)  (_?'  I)  =  (+{;  1*)  geht  die  gegebene  Form  in  die  gefundene 
über. 

Beispiel  2:  Die  Form  (713,  60,  5)  hat  die  Determinante 
D  =  35 ;  man  findet  nach  der  angegebenen  Methode  die  nach 
rechts  benachbarte  Form  (5,  5,  —  2),  und  zu  dieser  wieder  die  Form 
(—  2,  5,  5),  in  welcher  der  letzte  Coefficient  in  der  That  grösser  ist 
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als  der  erste.  In  diesem  Beispiel  ist  aber  auch  schon  die  vorher- 
gehende Form  (5,  5,  —  2)  reducirt.  Die  gegebene  Form  geht  durch 
die  Substitution  (__J;  ±ag)  in  (5,  5,  — 2)  und  durch  die  Substitution 

(_?;  ±$  (_?;  J)  =  (-£  ±4)  in  (-  2,  5,  5)  über. 

Beispiel  3:    Die   Form    (62,  95,  145),    deren   Determinante 
D  =  35,  geht  durch  die  folgenden  successiven  Substitutionen 

/    o,  i\    /    o,  i\    /    MW    o,  i\ 

successive  in  die  Formen 

(145,-95,62),    (62,-29,13),    (13,3,-2),     (—2,5,5) 
über,  von  denen  erst  die  letzte  reducirt  ist;  die  Zusammensetzung 
dieser  Substitutionen  giebt  die  Substitution  (+Jj  i1?)'  durch  welche 
(62,  95,  145)  in  (—  2,  5,  5)  übergeht. 


§.77. 

Nachdem  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  dar- 
gethan  ist,  dass  jede  Form  von  positiver  Determinante  einer  re- 
ducirten  Form  äquivalent  ist,  und  dass  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  reducirten  Formen  für  jede  gegebene  Determinante  existirt, 
so  folgt  hieraus  unmittelbar: 

Die  Classen-Anzahl  der  Formen  von  positiver  Determinante 
ist  stets  endlich. 

Allein  es  bleibt  noch  die  Hauptfrage  zu  beantworten,  ob  zwei 
nicht  identische  reducirte  Formen  derselben  Determinante  einander 
äquivalent  sein  können;  denn  erst  dann  haben  wir  (wiein§§.  65, 66 
für  negative  Determinanten)  die  Mittel  gewonnen,  um  über  die 
Aequivalenz  von  zwei  gegebenen  Formen  derselben  positiven  De- 
terminante entscheiden  zu  können.  Diese  Untersuchung  stösst  bei 
positiven  Determinanten  auf  bedeutende  Schwierigkeiten,  da  in 
der  That  immer  mehrere  nicht  identische  und  doch  äquivalente 
reducirte  Formen  existiren. 

Um  einen  sicheren  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  gewinnen, 
stellen  wir  zunächst  die  bestimmte  Frage*): 

Kann  eine  reducirte  Form  (a,  6,  a')  eine  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  (a',  b\  a")  haben,  welche  ebenfalls  reducirt  ist? 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  184. 
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Nehmen  wir  einmal  an,  dies  sei  möglich,  und  es  sei  (  J»  fy 
die  Substitution,  durch. welche  die  reducirte  Form  (a,  6,  a!)  in  die 
ebenfalls  reducirte  Form  («',  b',  a")  übergeht.  Sind  dann  a>  und 
&'  zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  ersten  und  der  zweiten  Form, 
so  hängen  diese  (nach  §.  73)  durch  die  Gleichungen 

a       1  l 

&  =  o -n    o'  — 


mit  einander  zusammen.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  fest- 
setzen, dass  (o  und  cof  die  beiden  ersten  Wurzeln  der  beiden  Formen 
bedeuten  (obgleich  dieselbe  Relation  auch  zwischen  den  beiden 
zweiten  Wurzeln  Statt  findet).  Da  in  einer  reducirten  Form  die 
beiden  äusseren  Coefficienten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und 
die  erste  Wurzel  stets  das  Zeichen  des  ersten  Coefficienten  besitzt, 
so  haben  die  beiden  unechten  Brüche  a>  und  cot  bezüglich  die  Vor- 
zeichen von  a  und  a',  also  entgegengesetzte  Vorzeichen,  da  der  erste 
Coefficient  a'  der  zweiten  Form  zugleich  der  letzte  Coefficient  der 
ersten  Form  ist.  Zufolge  der  obigen  Relationen  muss  daher  ra  —  ö 
ein  echter  Bruch  sein  von  gleichem  Vorzeichen  wie  o;  es  muss  da- 
her S  diejenige  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche  dem 
absoluten  Werth  nach  nächst  kleiner  als  &  ist  und  dem  Vorzeichen 
nach  mit  &  übereinstimmt.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  eine  redu- 
cirte Form  (a,  6,  a')  höchstens  eine  einzige  nach  rechts  benachbarte 
Form  (a',  &',  a")  hat,  welche  ebenfalls  reducirt  ist. 

Aber  es  existirt  auch  wirklich  immer  eine  solche  der  reducir- 
ten Form  (a,  6,  a!)  nach  rechts  benachbarte  und  reducirte  Form 
(a',  V,  a").  Denn  es  sei  ra  die  erste  Wurzel  der  reducirten  Form 
(a,  6,  a'),  also  ein  unechter  Bruch,  dessen  Vorzeichen  mit  dem 
von  a  übereinstimmt;  so  wähle  man  die  ganze  Zahl  S  so,  dass  ihr 
absoluter  Werth  (ö)  die  grösste  ganze  in  (o)  enthaltene  ganze  Zahl 
(also  nie  =  0)  wird,  und  gebe  ö  das  Vorzeichen  von  o;  dann  geht 
die  gegebene  Form  (a,  6,  a!)  durch  die  so  bestimmte  Substitution 
(_J  ^)  in  eine  benachbarte  Form  (a',ft',a")  über,  deren  erste  Wurzel 

ein  unechter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  o  und  a  ent- 
gegengesetzt ist  und  also  mit  dem  von  a!  übereinstimmt.  Bezeich- 
nen wir  nun  mit»»!  und  (o\  die  beiden  zweiten  Wurzeln,  so  besteht 
zwischen  ihnen  dieselbe  Relation 
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da  nun  cj1  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  o, 
und  also  auch  dem  von  d  entgegengesetzt,  und  da  d  eine  von  Null 
verschiedene  ganze  Zahl  ist,  so  folgt,  dass  9 — cö!  ein  unechter 
Bruch,  und  also  g>\  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  mit 
dem  von  §,  g>  und  a  übereinstimmt,  also  dem  von  «'  und  a!  ent- 
gegengesetzt ist.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  beiden  Wurzeln 
ra'  und  g>\  der  neuen  Form  (a',  &',  a")  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,,  ferner  dass  die  erste  ro'  ein  unechter,  die  zweite  g>'1  ein 
echter  Bruch  ist;  folglich  ist  diese  Form  in  der  That  eine  reducirte, 
was  zu  beweisen  war. 

Jede  reducirte  Form  hat  daher  eine  und  nur  eine  nach  rechts 
benachbarte  Form,  welche  ebenfalls  reducirt  ist,  und  diese  hmn  auf 
die  angegebene  Weise  immer  leicht  gefunden  werden. 

Genau  ebenso  liesse  sich  nun  auch  beweisen,  dass  jede  redu- 
cirte Form  eine  und  nur  eine  nach  links  benachbarte  reducirte 
Form  besitzt.  Doch  ist  es  bequemer,  diesen  Fall  auf  den  eben  be- 
handelten durch  die  einleuchtende  Bemerkung  (§.  74  Anm.)  zurück- 
zufuhren, dass  die  beiden  Formen  (a,  6,  a')  und  (a',  6,  a)  gleichzeitig 
reducirte,  oder  gleichzeitig  nicht  reducirte  Formen  sind.  Wenn 
nun  die  reducirte  Form  (a,  &,  a*)  eine  nach  links  benachbarte  und 
ebenfalls  reducirte  Form  ('a,  %  a)  besitzt,  so  hat  die  reducirte 
Form  («',  6,  a)  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a,  %  'a), 
welche  ebenfalls  reducirt  ist;  und  umgekehrt,  sobald  die  Form 
(a,  '6,  'a)  der  reducirten  Form  (a',  6,  a)  nach  rechts  benachbart 
und  zugleich  reducirt  ist,  so  ist  die  Form  ('a,  '6,  a)  ebenfalls  redu- 
cirt und  der  Form  (a,  6,  a')  nach  links  benachbart.  Da  wir  nun 
gesehen  haben,  dass  eine  reducirte  Form  (a',  6,  a)  immer  eine  und 
nur  eine  nach  rechts  benachbarte  reducirte  Form  (a,  %  fd)  hat, 
so  folgt: 

Jede  reducirte  Form  (a,  ft,  a')  besitzt  stets  eine  und  nur  eine 
nach  links  benachbarte  reducirte  Form  ('a,  %  a). 


§.78. 

Aus  den  soeben  bewiesenen  Sätzen  über  die  nach  rechts  und 
links  benachbarten  reducirten  Formen  ergiebt  sich,  dass  man 
sämmtliche  reducirte  Formen  einer  positiven  Determinante  D  in 
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Perioden*)  eintheilen  kann,  die  auf  folgende  Weise  zu  bilden  sind. 
Man  wähle  irgend  eine  reducirte  Form  <jp0  und  bilde  die  nach  rechts 
und  links  fortgesetzte  Reihe 

....  qp_2,  qp-j,  90,  9>i,  92  .  .  .  . 
der  successiven  nach  rechts  und  nach  links  benachbarten  redu- 
cirten  Formen,  welche  durch  das  eine  Glied  qp0  vollständig  be- 
stimmt sind.  Da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  reducirten 
Formen  der  Determinante  D  giebt,  und  die  ersten  Coefficienten 
zweier  auf  einander  folgenden  Formen  stets  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  muss  einmal  auf  eine  Form  q>^  dieser  Reihe  nach 
einer  geraden  Anzahl  2n  von  Gliedern  eine  mit  <p^  identische 
Form  <Piu+2n  folgen;  und  da  eine  Form  q>^  oder  qp,u  +  2n  nur  e*ne 
einzige  nach  rechts,  und  nur  eine  einzige  nach  links  benachbarte 
reducirte  Form  besitzt,  so  müssen  auch  die  beiden  Formen  qp^-M 
und  9^  +  1  +  2ni  ebenso  die  beiden  Formen  9^—1  und  g>p_1+am  und 
also  auch  allgemein  je  zwei  Formen  dieser  Reihe  identisch  sein, 
deren  Indices  dieselbe  Differenz  2n  haben.  In  der  ganzen  Reihe 
sind  daher  höchstens  2n  verschiedene  Formen 

9><h  9>i>  9a  •  •  •  9>2«-2»  g>2«-i; 

und  diese  werden  in  der  That  alle  von  einander  verschieden  sein, 
wenn  keine  der  Formen  qp2,  qp4  .  .  .  g>2n— 2  mit  9>o  identisch  ist; 
denn  wären  qp„  und  <py+2n*  zwei  identische  Formen,  so  müsste 
auch  <p2«'  mit  g>o  identisch  sein.  Nehmen  wir  also  an,  dass  2w 
die  Anzahl  der  wirklich  verschiedenen  Formen  dieser  Reihe  ist, 
so  besteht  dieselbe  aus  einer  nach  beiden  Seiten  sich  unendlich  oft 
periodisch  wiederholenden  Folge  dieser  2  n  Formen;  je  zwei  Formen 
q)^  und  €pyy  deren  Indices  eine  durch  2n  theilbare  Differenz  ft  —  v 
haben,  sind  identisch;  und  umgekehrt,  sind  die  Formen  (p^  und 
<py  identisch,  so  ist  f*  =  v  (mod.  2n). 

Es  kann  nun  sein,  dass  diese  2w  Formen  alle  reducirten  For- 
men der  Determinante  D  erschöpfen;  aber  es  ist  auch  möglich, 
dass  ausser  ihnen  noch  andere  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante existiren.  Im  letzteren  Fall  sei  ^0  eine  solche,  in  der  obi- 
gen Periode  nicht  enthaltene  reducirte  Form,  so  entspricht  ihr 
ebenso  eine  Periode  von  2  m  unter  einander  verschiedenen  Formen 

alle  diese  Formen  der  zweiten  Periode  werden  auch  von  denen  der 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  186. 
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ersten  verschieden  sein;  denn  besässen  beide  Perioden  eine  ge- 
meinschaftliche Form,  so  wären  beide  Reihen  vollständig  identisch, 
da  von  dieser  gemeinschaftlichen  Form  aus  die  Reihe  nur  auf  eine 
einzige  Weise  nach  rechts  und  links  fortgesetzt  werden  kann. 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  endlich  alle  re- 
ducirten  Formen  in  verschiedene  Perioden  eingetheilt  sind;  die 
Anzahl  der*  Perioden  ist  nothwendig  eine  endliche;  die  Anzahl  der 
Glieder  kann  in  verschiedenen  Perioden  verschieden  sein,  jeden- 
falls ist  sie  stets  gerade*). 


*)  Von  besonderem  Interesse  sind  noch  folgende  Bemerkungen  (Gauss: 
D,  A.  artt.  187,  194).  Wenn  (a,  6,  c)  eine  reducirte  Form  ist,  so  gilt  Das- 
selbe von  ihrem  Gefährten  (c,  6,  a)  (§.  74) ;  sind  die  Perioden  dieser  beiden 
Formen  entwickelt,  und  die  beiden  Formen  selbst  nach  den  Plätzen,  welche 
sie  in  diesen  Penoden  einnehmen,  mit  q>u  und  \py  bezeichnet,  so  leuchtet 
ein,  dass  auch  50^  + 1  und  g>y— 1,  allgemeiner  je  zwei  Formen  <Pju  +  h  und  i/v— a 
Gefährten  sind,  wo  h  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  beide  Perioden  aus  gleich  vielen  Gliedern  bestehen 
werden. 

13s  ist  nun  möglich,  dass  beide  Perioden  identisch  sind,  dass  also  \pp 
selbst  ein  Glied  in  der  Periode  der  Form  y>p  ist;  und  dann  wird  offenbar 
der  Gefahrte  einer  jeden  Form  dieser  Periode  ein  Glied  derselben  Periode 
sein.  Ist  nun  <pr  der  Gefahrte  von  gp0,  so  ist,  weil  die  äusseren  Coefficienten 
einer  reducirtenForm  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  ausserdem  die  ersten 
Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  Formen  abwechselnde  Vorzeichen 
haben,  nothwendig  r  ungerade  =  2  m —  1;  da  nun  <pQ  und  (ptm—i  Gefährten 
sind,  so  gilt  Dasselbe  von  g>h  und  qnm—i—h,  also  auch  von  (pm  und  <pm—i,  und 
ebenso,  wenn  2n  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  bedeutet,  von  q)m  +  n 
und  (pm—\—n  =  g>m  +  n— 1;  bezeichnet  man  daher  irgend  eine  der  beiden  For- 
men (pm  oder  grvn  +  n  mit  (A,  B,  C),  so  ist  die  ihr  nach  links  benachbarte 
Form  identisch  mit  (0,  B,  Ä),  und  folglich  ist  2B  =  0  (mod.  A),  d.  h. 
g>m  und  0>m+*  sind  ambige  Formen;  und  sie  sind  verschieden,  weil  m  nicht 
=  w  +  w  (mod.  2n)  ist. 

Umgekehrt,  ist  in  einer  Periode  eine  ambige  Form  (A,  B,  Cj  enthalten, 
so  ist  ihr  linker  Nachbar  ihr  Gefahrte  (0,  B,  A\  und  folglich  findet  sich  in 
derselben  Periode  noch  eine  zweite  ambige  Form.  Ausser  diesen  beiden 
ambigen  Formen  (pm  und  <pm  +  n  giebt  es  aber  keine  andere  ambige  Form  in 
derselben  Periode;  denn,  wenn  <p*  eine  ambige  Form  ist,  so  sind  (ps— 1  und 
<ps,  und  folglich  auch  g>2s— 1  und  <p0  Gefährten;  mithin  ist  902*— 1  identisch 
mit  g>2w— 1,  folglich  2s  =  2m  (mod.  2n),  also  s  =  m,  oder  s  =  m  -\-  n 
(mod.  2n). 

Dieser  Fall  kann  offenbar  nur  bei  der  Periode  einer  solchen  Form  ein- 
treten (§§.  56, 58),  welche  ihrem  Gefährten  eigentlich  und  folglich  sich  selbst 
uneigentlich  äquivalent  ist,  d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Form  einer  sogenannten 
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Beispiel  1:  Wir  haben  (§.  75)  das  System  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  D  =  13  aufgestellt;  nehmen  wir 
z.  B.  für  qp0  die  Form  (3,  1,  —  4),  so  erhalten  wir  folgende  Periode 
■von  zehn  Formen 

9>o  =  (3,  1,  -4);  <px  =  (- 4,  3,  1) 

92  =  (1,3,-4);  9>3  =(—4,  1,3) 

9>4  =  (3,  2,  —3);  <pb  =  (-  3,  1,  4) 

<p6  =  (4,  3,—  1);  <p7  =  (—  1,  3,  4) 

9>s  =  (4,  1,  -3);  <p9  =  (—3,  2,  3). 

Diese  Rechnung  geschieht  am  einfachsten  auf  folgende  Art; 
um  aus  der  reducirten  Form  (a,  6,  a!)  die  ihr  nach  rechts  benach- 
barte reducirte  Form  (a',  &',  a")  zu  finden,  braucht  man  nur  ihren 
mittleren  Coefficienten  V  zu  suchen,  welcher  durch  die  Bedingung 
V  = —  b —  a'8  =  —  b  (mocL  a!)  und  die  Nebenbedingungen 

stets  vollständig  bestimmt  ist  und  durch  den  blossen  Anblick  der 
Form  sogleich  erkannt  wird.  In  unserem  Fall  ist  X  =  3 ;  man 
findet  daher  den  mittleren  Coefficienten  V  der  Form  <px  durch  die 
Bedingungen 

V  =—  1  (mod.  4),    0  ^  V  <;  3, 

nämlich  V  =  3.  Und  nachdem  so  V  und  8=1  gefunden  sind, 
ergiebt  sich 

also  in  unserem  Fall  a"  =  1.  In  derselben  Weise  ist  fortzufahren, 
bis  die  erste  Form  qp0  sich  reproducirt ;  in  unserem  Beispiel  wird 
der  mittlere  Coefficient  von  <p10  dadurch  bestimmt,  dass  er  =  —  2 
(mod.  3)  sein,  und  ausserdem  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  1  und 
3  liegen  muss,  woraus  folgt,  dass  er  =  1  ist;  also  wird  g>l0  iden- 
tisch mit  q>0. 

Die  so  gefundenen  zehn  ursprünglichen  Formen  der  ersten 
Art  erschöpfen  aber  noch  nicht  alle  reducirten  Formen  der  De- 


ambigen  Classe  angehört.  Dass  umgekehrt  jedes  Mal,  wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  die  Periode  der  Form  auch  ihren  Gefährten  und  folglich  zwei 
ambige  Formen  enthalten  muss,  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  weiter  unten 
(§.  82)  bewiesenen  Hauptsatzes  dieser  ganzen  Theorie.  —  Man  vergleiche  die 
Beispiele  im  Text 
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terminante  13;  es  bleiben  noch  zwei  ursprüngliche  Formen  der 
zweiten  Art  übrig 

*o  =  (2,  3,  —  2),    *1==(— 2,  3,2), 

« 

welche  offenbar  noch  eine  zweite  Periode  bilden. 

Beispiel  2:  Für  D  =  19  erhalten  wir  folgende  zwei  Perioden, 
jede  von  sechs  Gliedern : 

9,  =  (8,  2,  —  5);  «p,  =  (- 5,  3,  2) 

9»,  =  (2,  3,  -  5);  <p3  =  (—  5,  2,  3) 

<p4  =  (3,  4,  -1);  9>5=(-l,  4,  3) 
und 

♦,  =  (-8,2,5);  ^  =  (5,3,-2) 

*,  =  (-  2,  3,  5);  fe  =  (5,  2,.  -  3) 

*«  =  (-  3,  4,  1);  *&  =  (1,  4,  -  3). 

Beispiel  3:  Für  D  =  35  erhält  man  folgende  vier  Perioden, 
jede  von  zwei  Gliedern: 

<p0  =  (  1,  5,  -  10),  ^  =  (- 10,  5,    1) 

*o  =  (10,  5,  -    1),  Vi  =  (-    1,  5,  10) 

Xo  =  (  2,  5,  -   5),  xi  =  (~   5,  5,    2) 

0o  =  (  5,  5,  -    2),  0,  =  (-   2,  5,    5). 

Beispiel  4:  Die  32  reducirten  Formen  der  Determinante 
2)  =  79  zerfallen  in  vier  Perioden  von  je  sechs  Gliedern  und  zwei 
Perioden  von  je  vier  Gliedern;  eine  der  sechsgliedrigen  Perioden 

ist  folgende: 


9»,  =  (7,  3,  -  10) 
<p3  =  (3,  8,-  5) 
9>4  =  (6,  5,  -   9) 


g>,  =  (- 10,  7,  3) 
<p3  =  (-   5,7,6) 

9>5  =  (-   9,  4,  7); 


aus  ihr  entstehen  die  drei  anderen  durch  Vertauschung  der  äusseren 
Coefficienten  (womit  die  Vertauschung  von  rechts  nach  links  in  der 
Folge  der  Glieder  verbunden  ist),  ferner  durch  Verwandlung  der 
Vorzeichen  der  äusseren  Coefficienten  in  die  entgegengesetzten. 
Eine  der  beiden  viergliedrigen  Perioden  ist 

*,  =  (1,  8,  -  15);    *  =  (-  15,  7,  2) 
*,  =  (2,  7,  -  15);    *,  =  (-  15,  8,  1); 

aus  ihr  entsteht  die  andere  durch  die  Zeichenänderung  der  äus- 
seren Coefficienten. 
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§.  79. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die  Perioden  der 
reducirten  Formen  von  positiver  Determinante  stehen  in  der  eng- 
sten Beziehung  zu  der  Entwicklung  der  Wurzeln  dieser  Formen  in 
Kettenbrüche.  Nehmen  wir  für  die  Anfangsform  <p0  einer  Periode 
immer  eine  solche,  deren  erster  Coefficient  positiv  ist,  so  ist  auch 
ihre  erste  Wurzel  cdq  positiv.  Wir  bezeichnen  mit  ©^  die  erste 
Wurzel  der  Form  tp^,  mit  dp  den  vierten  Coefficienten  der  Sub- 
stitution 

durch  welche  q>p  in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  qp^+i  über- 
geht, und  endlich  mit  kp  den  absoluten  Werth  von  6^.  Da  (nach 
§.  77)  der  Coefficient  dp  seinem  Zeichen  nach  mit  ©^  übereinstimmt, 
und  dem  absoluten  Werth  nach  die  grösste  in  dem  absoluten  Werth 
von  <Op  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  und  da  die  Wurzeln  o0,  £DX,  g>3  . . . 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  ist  ( —  1)"»^  stets  positiv, 
und  folglich 

zwischen  den  successiven  Wurzeln  o<i,  o#i+i  •••  bestehen  aber  fol- 
gende Relationen  (§.  77): 

1 


m..  =  otM ;    cd 


U   =  "14  — >        W14  +  l   Ü/W  +  1""^ "    " 

r  r  ^fi  +  l  r  r  öiU  +  2 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  +  1,  +  1 
u.  3.  w.  der  Art,  dass  die  linke  Seite  stets  positiv  wird,'  so  er- 
hält man 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  positiven  Irrationalen  unechten 
Bruch  (—  lyPctp  der  folgende  unendliche  Kettenbruch  (§.  23): 

Offenbar  ist  dieser  Kettenbruch  periodisch;  denn  besteht  die  Pe- 
riode der  reducirten  Formen  <p  aus  2  n  Gliedern,  so  ist  dfÄ+tn=dt* 
und  also  auch  kfA+2n  =  fyui  es  wiederholt  sich  daher  dieRei 
Zahlen  k  immer  nach  höchstens  2w  Gliedern  von  Neuem. 
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Beispiel  1:  Nehmen  wir  D  =  13,  so  haben  wir,  um  die  erste 
Wurzel  g>o  der  Form  g>0  =  (3,  1,  —  4)  in  einen  Kettenbruch  zu 
entwickeln,  ihre  Periode  aufzustellen  (§.  78): 


«Po  =  (3,  1, 

-4); 

9>i  =  (-  4,  3,  1) 

<Pt  =  (h  3, 

-4); 

<p3  =  (-4,  1,3) 

<P*  =  (3,  2, 

-3); 

<Ps  =  (-  3,  1,  4) 

9>6  =  (4,  3, 

-i); 

<p7  =  (-  1,  3,  4) 

9>s  =  (4,  1, 

-3); 

9>9  =  (-3,  2,  3); 

die  successiven  Werthe  der  Substitutionscoefficienten  S  sind  fol- 
gende: 

<V  =  +  1,    *i=-6,    *2=+l,    «,=-1,    *4=+l, 

db=-i,   *6=  +  6,    «,=-1,    *8=+i,   «9=-i; 

daraus  ergeben  sich  die  absoluten  Werthe 

&0  ==   1?       »1   ==  O,       A?2  =   1?       #3  =   1?       #4  =   1, 
Vi/5  ^^   1,      n/g  ^^  O,      n/7  ^^   1,      fl/g  ==   1^      ft$  — -   ■■•• 

Hier  zeigt  sich  die  eigentümliche  Erscheinung,  dass  die  Periode 
des  Kettenbruchs  nur  aus  fünf  Gliedern  besteht,  während  die  Pe- 
riode der  Formen  doppelt  so  viele  Glieder  enthält;  wir  werden 
später  (§.  83)  darauf  zurückkommen.  Die  gesuchte  Kettenbruch- 
Entwicklung  ergiebt  sich  hieraus  als  die  folgende: 

1  +V13  =  ^  ^  x   ^  1;  ^  ß  x   ^  1;       } 

Ebenso  liefern  xüe  beiden  anderen  reducirten  Formen  derselben 
Determinante  D  =  13,  nämlich 

*0  =  (2,  3,  -2),     ^  =  (-2,3,2) 
folgende  Werthe 

ti0  =  +  3,    8X  =  —  3, 
also 


/Cq  —  ö,  K>\  —  ö 


und  folglich 


3+VT3 


—  (3;  3;  .  .  .); 


auch  hier  ist  die  Periode  des  Kettenbruchs  nur  halb  so  gross  wie 
die  der  reducirten  Formen. 
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Beispiel  2:  Für  D  =  19  giebt  die  sechsgliedrige  Formen- 
periode 

90  =  (3,  2,  -  5);  «p,  =  (-  5,  3,  2) 
<pa  =  (2,  3,  -  5);  qp,  =  (-  5,  2,  3) 
<pA  =  (3,  4,  - 1);    <pb  =  (-  1,  4,  3) 

die  Zahlen 

*0=  +  l,  a,=  — S,  «,=+1,  *s=-2,  *<=  +  8,  *5  =-2; 

Äq  =  1,         A?i  =  3,         A?2  ==  1?         %  =  2,         #4  =  8,         A?5  =  2; 

also 

2  +5Vl9  =  (1,  3,  1,  2,  8,  2;  .  .  .) 

Beispiel  3:   Für  Z)  =  79  giebt  die  sechsgliedrige  Periode 

<p0  =  (7,  3,  - 10);  y,  =  (- 10,  7,  3) 
<pt  =  (3,  8,  —  5);  <p3  =  (-  5,  7,  6) 
g><  =  (6,  5,  -   9);    9>5=(-   9,4,7) 

die  Zahlen 


0=+l,  Sl=-5,  Ö9  =  +  3,  *s=-2,  *4=+i,  *5=-i; 

A?o  ==  1,         #i  ^^  5,         #2  ==  3,         #3  =  2,         A4  =  1,         /G5  =  1  \ 

also  entsteht  die  Entwicklung 

3+1^  =  (1,  5,  3,  2,  1,  1 ;  .  .  .)• 

Ebenso  liefert  die  viergliedrige  Periode 

*0  =  (1,  8,  -  15);    fe  =  (- 15,  7,  2) 
i>t  =  (2,  7,  - 15);    i>%  =  (-  15,  8,  1) 

die  Zahlen 

«0  =  +  1,  ^  =  -  7,  8a  =  + 1,  Äs  =  -  16 
A?o  =  1,  A?i  =  7,  #2  ==  1?  #3  ^=  loj 

also  den  Kettenbruch 

8+1/79 


15 


=  (1,7,1,16;...). 


Zu  gleicher  Zeit  findet  man  natürlich  auch  die  Entwicklung  der 
Wurzeln  der  drei  anderen  Formen 
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-ü^  =  -(7,  1,16,1;...) 

7+i5/^=     (1.16.1.7;...) 

_8+J/79=_(161  )7)1;       } 
durch  einfache  Verschiebung  der  Periode*).  . 


§.  80. 

Es  bleibt  nun  noch  die  schwierigste  Frage  zu  beantworten 
übrig,  nämlich  die,  ob  zwei  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante, welche  verschiedenen  Perioden  angehören,  äquivalent 
sein  können  oder  nicht.  Dazu  müssen  wir  eine  Digression  über 
die  Theorie  der  Kettenbrüche  machen,  in  welcher  wir  einige  weni- 
ger bekannte  Sätze  über  dieselben  beweisen  wollen. 

Ein  Kettenbruch  (a,  6,  c,  d  .  .  .),  dessen  sämmtliche  Elemente 
a,  b,  c,  d  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind  (mit  Ausnahme  des  ersten 
a,  für  welches  auch  der  Werth  Null  gestattet  ist),  soll  im  Folgen- 
den ein  regelmässiger  heissen;  der  Werth  eines  solchen  endlichen 
oder  unendlichen  Kettenbruchs  ist  bekanntlich  stets  positiv,  und 
umgekehrt  ist  bekannt,  dass  jeder  positive  Werth  stets  und  nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  einen  regelmässigen  Kettenbruch 
verwandelt  werden  kann.  Sehr  wichtig  für  unsere  Zwecke  ist 
nun  die  Umwandlung  eines  unregelmässigen  unendlichen  Ketten- 
bruchs 

(a,  ß,  y  .  .  .  fi,  v,  p,  q,  r  .  .  .  w,  v  .  .  .), 

dessen  Elemente  ganze  Zahlen  und  zwar  von  einem  bestimmten  p 
ab  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  einen  regelmässigen. 


*)  Die  Form  (1,  0,  —  D)  ist  der  reducirten  Form  g>0  =  (1,  Jt,  X2  —  B) 
äquivalent;  die  letzte  Form  der  entsprechenden  Periode  ist  offenbar  qp2n—i 
=  (a2  —  D,  a,  1),  und  hieraus  folgt  eine  Entwicklung  von  der  Form 

"T7fyZZ~x  ==  (  0  •  •  •  "*•— 2>  *»— 1>  Kn — 2  .  .  .  &o,  2 a;  .  .  .) 

und 

VD  =  (a;  Jb0  .  .  .  *«-2,  k*—i,  fci-2  .  .  .  *0,  2a;  .  .  .). 
Eine  ähnliche  Entwicklung  tritt  jedes  Mal  auf,  wenn  in  der  Periode 
zwei  ambige  Formen  vorkommen  (§.  78). 


Quadratische  Formen.  193 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  bei  dieser  Umwandlung  alle  Elemente 
«,#...  von  einem  bestimmten,  in  endlicher  Entfernung  liegenden, 
Element  u  ab  unverändert  bleiben,  und  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  geänderten  und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden 
Elemente  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist,  je  nachdem  der  Werth 
des  ganzen  Kettenbruchs  positiv  oder  negativ  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  v  das  letzte  nicht 
positive  Element  des  Kettenbruchs,  und  wir  setzen  ausserdem  zu- 
nächst voraus,  dass  v  nicht  das  erste  Element  des  ganzen  Ketten- 
bruchs ist.  Wir  suchen  nun  die  Unregelmässigkeit  des  Kettenbruchs 
von  dieser  äusserstep  Stelle  v  zu  entfernen  und  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  zu  drängen. 

Hierzu  brauchen  wir  offenbar  nur  den  unendlichen  Ketten- 
bruch (p,  v,  p,  q  .  .  .)  zu  betrachten,  den  wir  auch  in  endlicher 
Form  (p,  v, p')  oder  (p,  v, p,  q[)  oder  (p,  v,  p,  q,  /)  u. s.w.  schreiben 
können,  wenn  wir  die  unendlichen  regelmässigen  Kettenbrüche 

(p,  q,  r,  s  .  .  .)»    (ji  f\  s  .  •  .)>    (r,  s  .  .  .)  u.  s.  w. 
zur  Abkürzung  mit  pf,  q[,  r*  u.  s.  w.  bezeichnen.    Wir  haben  nun 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Ist  v  =  0,  so  ist 

1  • 
(p,  0,  p1)  =  p  +p'  =  p  +  p  +  y 

oder  also 

(fr0,p,  q')  =  (ti+p,  q')- 

es  ist  also  die  Unregelmässigkeit  von  der  Stelle  v  =  0  um  min- 
destens eine  Stelle  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  an  Stelle 
der  abgeänderten  drei  Elemente  p,  0,  p  das  einzige  Element  p  -f  p 
getreten. 

2.  Ist  v  negativ  ==  —  n,  und  n  >  1 ,  so  erhält  man  mit  Be- 
nutzung der  Identität 

(9,-V  =  (9-l,  1,A-1) 
folgende  successive  Umformung:  » 

(p,  -n,  ff)  =  (p,  - n  +  y)  =  (p- 1,  1,  n  -  1  - y) 

=  (p  — 1,  1,  n  —  1,  —  p') 
und  hieraus  durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Identität 

(p,  —n,  p,  4)  =  (p  —  1,  1,  n  —  2,  1,  p'  —  1) 

=  (p  — 1,  1,  n  — 2,  1,  jp  — 1,  < 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  \^ 
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An  Stelle  der  drei  abgeänderten  Elemente  fi,  —  w,  p  sind  die  fünf 
Elemente  (i —  1,  1,  w  —  2,  1,  p —  1  getreten,  und  von  diesen  ist 
höchstens  das  erste  negativ.  Sollte  ferner  n  —  2  oder  p  —  1,  oder 
sollten  beide  Zahlen  =  0  sein,  so  wird  man  durch  einmalige  oder 
zweimalige  Anwendung  der  unter  1.  aufgestellten  Regel  alle  Ele- 
mente, mit  Ausnahme  des  ersten,  in  positive  verwandeln;  auch 
dann  wird  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten 
und  der  Anzahl  der  dieselben  ersetzenden  Elemente  eine  gerade 
Zahl  bleiben,  und  die  Unregelmässigkeit  ist  mindestens  um  eine 
Stelle  nach  links  verschoben. 

3.  Ist  v  =  —  1,  so  ist  die  eben  angegebene  Regel  nicht  an- 
wendbar; wenn  gleichzeitig  p  >  1,  so  findet  man 

(fi,  - 1,1»,  4)  =  (ft-2,  1,  p-2,  <*'); 

sollte  jp  =  2  sein,  so  hat  man  wieder  nach  der  unter  1.  aufge- 
stellten Regel  zu  verfahren.  Ist  aber  p  =  1,  so  hilft  diese  Formel 
Nichts;  dann  ist  aber 

(ft, -1,1,3')  =  f- 1-3' 
und  folglich 

(fr  —  1>  1,  q,  *\  *')  =  (f*  —  2  — g,  1,  r  —  1,  $'); 

und  sollte  r  =  1  sein,  so  würde  man  wie  in  1.  verfahren. 

Auf  diese  Weise  ist  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  die  Un- 
regelmässigkeit des  Kettenbruchs  von  der  Stelle  v  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  und  der  Anzahl  der 
sie  ersetzenden  Elemente  jedes  Mal  eine  gerade  Zahl.  Durch 
successive  Anwendung  desselben  Verfahrens  wird  man  daher  den 
ursprünglich  gegebenen  Kettenbruch 

(«>  ß,  Y  •  •  •  fr  v,  p,  g,  r  .  .  .  f,  w,  v  .  .  .) 

in  einen  anderen 

(«',  b,  c  .  .  .  &,  Z,  w,  v  .  .  .) 

umformen  können,  in  welchem  alle  auf  das  erste  folgenden  Ele- 
mente 6,  c  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind,  welche  von  einer  in 
endlicher  Entfernung  liegenden  Stelle  u  an  mit  den  Elementen  des 
gegebenen  Kettenbruchs  übereinstimmen;  und  zwar  wird  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 

<x,ß,y'frv,p,q,r...t 
und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden  Elemente 


Quadratische  Formen.  195 

a\  b,  c  .  . .  1c,  l 

eine  gerade  Zahl  sein,  weil  dasselbe  bei  jedem  einzelnen  Act  der 
gesammten  Umformung  Statt  findet. 

Ist  nun  oi  positiv  oder  =  0,  so  ist  die  Umformung  vollendet, 
und  der  Werth  des  Kettenbruchs  ist  positiv;  ist  dagegen  'a'  negativ 
=  —  o,  so  ist  der  Kettenbruch  negativ,  und  zwar 

=  —  (a — 1,  1,  b  —  1,  c  .  .  .) 

oder,  wenn  6=1  sein  sollte, 

=  —  (a  —  1,  c  -f  1,  d  .  .  .). 

Bei  diesem  letzten  Act  ist  die  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 
um  eine  Einheit  kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  sie  er- 
setzenden Elemente;  und  hiermit  ist  der  letzte  Punct  unserer 
obigen  Behauptung  nachgewiesen. 


§.  81. 

Wir  bedürfen  zweitens  für  die  Untersuchung  der  Aequivalenz 
zweier  Formen  noch  des  folgenden  Satzes: 

Sind  a,  ß,  y,  S  vier  ganze  Zahlen,  welche  der  Bedingung 

ad  —  ßy  =  1 

genügen ,  und  deren  erste  a  von  Null  verschieden  ist;  findet  ferner 
stoischen  zwei  Grössen  g>  und  ß  die  Relation 

_y  +  8Sl 
(°  —  a  +  ßSl 

Statt,  so  kann  man  stets 

&  =  (y',  m,  n  .  .  .  r,  ß1,  &) 

setzen,  wo  die  Anzahl  der  positiven  gcmzen  Zahlen  m,  n  .  .  .  r  eine 
gerade  ist,  y'  und  ß'  aber  auch  Null  oder  negative  ganze  Zahlen  sein 
können. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  die  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahl  a  positiv  ist;  denn  sollte  a  negativ  sein,  so  verwandele 
man  die  Zeichen  aller  vier  Zahlen  a,  ß,  y,  ö  in  die  entgegen- 
gesetzten, so  bleibt  die  zwischen  ihnen,  und  ebenso  die  zwischen  o 
und  &  bestehende  Relation  ungeändert.  Ist  nun  zunächst  a  - 
also  d  =  /3y  -|-  1,  so  ist  unmittelbar 

IS* 
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also  ist  in  diesem  Fall  unser  Satz  richtig.  Ist  aber  a  >  1,  so  ent- 
wickle man  den  Bruch  y :  a  in  den  Kettenbruch  (/,  w,  w  .  .  .  r), 
dessen  Elemente  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  mit  Aus- 
nahme des  ersten  /,  welches  positiv,  Null  oder  negativ  sein  wird, 
je  nachdem  y  positiv  und  grösser  als  a,  oder  positiv  und  kleiner 
als  a,  oder  endlich  negativ  ist. 

Wir  können  ferner  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  positiven 
Elemente  m,  n  .  .  .  r  gerade  ist;  denn  da  bei  der  gewöhnlichen 
Methode ,  einen  Bruch  y :  a  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln, 
das  letzte  Element  r  mindestens  =  2  ist,  so  könnte  man,  wenn 
die  Anzahl  der  Elemente  m,  n...r  ungerade  sein  sollte,  das  letzte 
Element  r  in  den  Kettenbruch  r  —  1  +  \  verwandeln  und  also  statt 
des  obigen  Kettenbruchs  den  folgenden  (/,  m,  n  .  .  .  r  — 1,1)  neh- 
men, in  welchem  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  w,  n ...  r —  1,  1 
nun  gerade  ist.  Bildet  man  nun  nach  der  früher  (§.  23)  ange- 
gebenen Methode  die  sogenannten  Näherungsbrüche, 

[?']     WM     [?>m>n]  ^  ^     [/,m,M  .  .  .  g,r] 
1  '      [m]  '  %    [w,w]  [m,w  .  .  .  g,r]  ' 

so  erkennt  man  leicht,  dass  ihre  Nenner  sämmtlich  positiv  sind. 
Damals  haben  wir  auch  bewiesen,  dass  diese  Brüche  irreductibel 
sind,  und  da  der  letzte  der  obigen  Brüche  dem  in  Folge  der  Re- 
lation ad  —  ßy  =  1  ebenfalls  irreductibeln  Bruche  y :  a  gleich,  und 
a  positiv  ist,  so  muss 

cc  =  [my  n  .  .  .  qy  r],    y  =  [y\  m,  n  .  .  .  q,  r] 

sein,  weil  ein  Bruch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  irreductibele 
Form  mit  positivem  Nenner  gebracht  werden  kann.  Da  ferner  die 
Anzahl  der  Elemente  y\  m,  n  .  .  .  g,  r  ungerade  ist,  so  folgt  aus 
der  damals  aufgestellten  Formel  [§.  23,  (9)],  dass 

[m,  n . . .  q]  [/,  w,  n . . .  g,  r]  —  [m,  n . . .  q,  r]  [/,  w,  n . . .  q]  =  —  1 
oder  also 

v  \y\  n»,  n  . .  .  q]  —  [m,  n  .  .  .  q]  y  =  1 

ist;  vergleicht  man  dies  mit  der  Relation  ad  —  ßy  =  1,  so  ergiebt 
sich  (ähnlich  wie  im  §.  24),  dass  man 

«  =  [/,  w,  n  .  .  .  q]  +  yß' 

ß  =  [m%n  .  ..q]  +  aß' 
d.  h. 
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*  =  [/,  m,  n  .  .  .  q,  r,  ß9] 

ß=[mJn...q,r,ßf] 
also 

ß  =  (/,  "»,  n  .  .  .  g,  r,  /J') 

setzen  kann,  wo  ß'  eine  ganze  Zahl  bedeutet*).    Nach  demselben 
Bildungsgesetz  ist  nun 

y  +  «ß  =  [y',  m,  n...r,  0',  A] 

a  +  |8«ß  =  [m,n...r,  0',  Ä] 

und  folglich,  wie  zu  beweisen  war, 

09  =  (y\  m,  n  .  .  .  r,  0',  &). 


§.  82. 


Nachdem  auch  dieser  zweite  Punct  aus  der  Theorie  der  Ketten- 
brüche behandelt  ist,  schreiten  wir  zur  definitiven  Entscheidung 
der  Frage,  ob  zwei  verschiedene  Perioden  von  reducirten  Formen 
einer  positiven  Determinante  äquivalente  Formen  enthalten  können. 
Es  seien  daher  (a,  6,  c)  und  (A,  2?,  C)  zwei  reducirte  (eigentlich) 
äquivalente  Formen;  da  alle  Formen  einer  und  derselben  Periode 
einander  stets  äquivalent  sind,  so  können  wir  annehmen,  dass  die 
ersten  Coefficienten  a,  A,  und  folglich  auch  die  ersten  Wurzeln 
dieser  beiden  Formen  positiv  sind,  weil  im  entgegengesetzten  Fall 
die  unmittelbar  benachbarten  Formen  diese  Eigenschaft  besitzen 
würden.  Bezeichnen  wir  (a,  b,  c)  mit  qp0  und  (A,  B,  C)  mit  <P0, 
und  bilden  wir  für  jede  dieser  beiden  Formen  (nach  §.  78)  die  sie 
enthaltende  Periode,  so  erhalten  wir  dadurch  für  die  ersten  Wur- 
zeln gj0,  iß0  dieser  beiden  Formen  die  regelmässigen  Kettenbrüche 

Sl0  =  (2T0, 2^1,2^2  •  •  •)• 

Ist  nun  Qy\$)  eine  Substitution ,  durch  welche  <p0  in  <&Q  übergeht, 
so  besteht  zwischen  den  ersten  Wurzeln  co0,  Sl0  die  Relation 


*)  Da  die  Brüche  y : «,  ß :  a  resp.  den  Kettenbrüchen  (y',  m  .  .  .  r), 
(ß\  r  .  .  .  m)  gleich  sind,  so  sind  y\  ß*  die  grössten  in  denselben  enthalte* 
nen  ganzen  Zahlen  (im  Sinne  des  §.  43). 
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_  y  +  fl&o 

und  ausserdem  ist 

ad  —  ßy  =  1. 

Da  ferner  a  nicht  =  0  sein  kann,  weil  sonst  A  =  c,  also  A  negativ 
wäre,  so  kann  man  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze 

g>o  =  {r\  m,n...r,  ß\  £0) 
und  also  auch 

^o  =  d/,  ni,n...r,  ß\  K0,  K^  K2  .  .  .) 

setzen,  und  in  diesem  unendlichen  Kettenbruch,  welcher  wenigstens 
von  der  Stelle  K0  ab  keine  Unregelmässigkeit  enthält,  ist  die  An- 
zahl der  Elemente  y\m,n...r^ßf  eine  gerade  =  2  g.  Ist  ßf  positiv, 
so  ist,  da  gj0  >  1  ist,  auch  y'  positiv,  also  der  Bruch  regelmässig. 
Ist  aber  ß'  =  0  oder  negativ,  so  forme  man  den  Kettenbruch  nach 
den  obigen  Regeln  (§.  80)  in  einen  regelmässigen  um;  nimmt  man 
f*  hinreichend  gross,  so  werden  die  Elemente  K^  üT^  +  i  .  .  .  bei 
dieser  Umformung  ungeändert  bleiben,  und  die  Anzahl  v  der  Ele- 
mente, welche  an  die  Stelle  der  vorhergehenden  (2  g  -f  f*)  Elemente 

y',  m,  n  .  .  .  r,  ß1,  K0  .  .  .  JT^-i 

treten,  wird  =  ft  (mod.  2)  sein  (nach  §.  80),  da  der  Werth  des 
ganzen  Kettenbruchs  positiv  ist.  Da  nun  gj0  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  ein  regelmässiger  Kettenbruch  dargestellt  werden  kann, 
so  müssen  die  Zahlen 

■K]ui  -ST^u+ii  Kp  +  2 

resp.  mit  den  Zahlen 

identisch  sein.  Ist  daher  ft  -|-  h  ein  Multiplum  von  der  Anzahl  der 
Formen,  welche  die  Periode  der  Form  &0  bilden,  und  also  eine 
gerade  Zahl,  so  ist  auch  v  -f-  h  eine  gerade  Zahl  =  2  m,  und  die 
Zahlen 

stimmen  mit  den  Zahlen 

und  diese  folglich  mit  den  Zahlen 

#2»»?  ^m  +  l»  #2m4-2  •  •  • 

überein.    Hieraus  folgt  unmittelbar 
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und  da  durch  ihre  erste  Wurzel  auch  stets  die  Form  vollständig 
charakterisirt  ist  (§.  72),  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  die  Form 
4>0  mit  der  Form  q>im  identisch  sein  muss,  dass  also  <&0  sich  in  der 
aus  g>o  entwickelten  Periode  befinden  muss.  Wir  haben  so  folgen- 
den Hauptsatz*)  gewonnen: 

Zwei  äquivalente  reducirte  Formen  von  positiver  Determinante 
gehören  einer  und  derselben  Periode  an;  zwei  reducirte  Formen 
können  nickt  äquivalent  sem,  wenn  sie  verschiedenen  Perioden  an- 
gehören. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun  eine  Methode,  um 
zu  prüfen,  ob  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  positiver  De- 
terminante äquivalent  sind  oder  nicht.  Man  suche  (nach  §.  76) 
zu  jeder  der  beiden  Formen  eine  ihr  äquivalente  reducirte  Form; 
je  nachdem  die  so  gefundenen  reducirten  Formen  derselben  oder 
verschiedenen  Perioden  angehören,  sind  die  gegebenen  Formen 
äquivalent,  oder  nicht  äquivalent.  Im  ersteren  Fall  ergiebt  sich 
offenbar  zugleich  eine  Substitution,  durch  welche  die  eine  Form  in 
die  andere  übergeht  (vergl.  §.  66). 

Beispiel:  Die  beiden  gegebenen  Formen  seien  (713,  60,  5) 
und  (62,  95,  145),  welche  dieselbe  Determinante  D  =  35  haben. 
Die  erste  geht  durch  die  Substitution  (_£;+,£)  in  die  reducirte  Form 
(5,  5,  — 2),  die  zweite  durch  die  Substitution  (+£  l1?)  in  die  redu- 
cirte Form  ( — 2,  5,  5)  über  (§.76).  Diese  beiden  reducirten  Formen 
gehören  aber  derselben  zweigliedrigen  Periode  (5, 5,  —  2),  (—  2, 5, 5) 
an,  und  zwar  geht  die  erstere  durch  die  Substitution  (_?'  J)  in  die 
letztere  über.  Mithin  sind  die  beiden  gegebenen  Formen  (713, 60, 5) 
und  (62,  95,  145)  äquivalent,  und  da  (zj;  Z™)  die  inverse  Substi- 
tution, von  (+J;  l1?)  ist,  so  geht  die  erstere  dieser  beiden  Formen 

durch  die  Substitution  (_?;  ±£)  (_?;£)  (z£  Z'3°)  =  (TÄTeO  in 
die  letztere  über. 


§•  83. 

Durch  unsere  letzten  Untersuchungen  ist  das  erste  der  beiden 
in  §.  59  aufgestellten  Hauptprobleme  auch  für  Formen  von  positiver 


*)  Gauss:  D.  A.  .art.  193. 


200  Vierter  Abschnitt. 

Determinante  gelöst;  das  zweite  haben  wir  in  §.  62  auf  die  Auf- 
lösung der  unbestimmten  Gleichung 

zurückgeführt,  und  es  bleibt  daher,  uip  in  der  Theorie  der  Formen 
von  positiver  Determinante  zu  demselben  Abschluss  zu  kommen, 
wie  früher  für  negative  Determinanten,  nur  noch  übrig,  diese 
Gleichung  für  jeden  positiven  (nicht  quadratischen)  Werth  der 
Determinante  D  vollständig  aufzulösen.  Fermat  hat  diese  Glei- 
chung den  Mathematikern  zuerst  vorgelegt,  worauf  ihre  Lösung 
von  dem  Engländer  Pell  angegeben  wurde;  allein  obwohl  seine 
Methode  die  Lösung  in  jedem  Fall  wirklich  giebt,  so  lag  doch  in 
ihr  nicht  der  Nachweis,  dass  sie  immer  zum  Ziele  führen  muss, 
und  dass  die  Gleichung  ausser  der  evidenten  Lösung  t  =  +  tf, 
u  =  0  noch  andere  Lösungen  besitzt.  Diese  Lücke  ist  erst  von 
Lagrange*)  ausgefüllt,  und  hierin  besteht  wohl  eine  der  bedeutend- 
sten Leistungen  des  grossen  Mathematikers  auf  dem  Gebiete  der 
Zahlentheorie,  da  die  von  ihm  zu  diesem  Zweck  eingeführten  Prin- 
cipien  in  hohem  Grade  der  Verallgemeinerung  fähig  und  deshalb 
auch  auf  ähnliche  höhere  Probleme  anwendbar  sind  **). 

Wir  schlagen  hier  einen  ganz  anderen  Weg  ein,  der  sich  den 
zunächst  vorangehenden  Untersuchungen  unmittelbar  anschliesst. 
Der  Zusammenhang  zwischen  der  obigen  unbestimmten  Gleichung 
und  dem  zweiten  Hauptproblem  in  der  Theorie  der  Aequivalenz 
war  folgender.  Ist  (a,  6,  c)  eine  Form  von  der  Determinante  D 
und  vom  Theiler  <J,  und  ist  ($  §)  irgend  eine  eigentliche  Substitu- 
tion, durch  welche  (a,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist  stets 


*)  Solution  d'un  Probleme  d'Arithme'tique,  Miscellanea  Taurinensia, 
Tom.  IV.  ((Euvres  de  Lagrange,  publ.  par  Serret,  T.  I.  1867.  p.  669.)  — 
Sur  la  Solution  des  problemes  indetermines  du  second  degre,  Mem.  de  PAc. 
de  Berlin  T.  XXIII.  ((Euvres  de  L.  T.  II.  1868.  p.  375.)  —  Ädditions  aux 
Clemens  d?Algebre  par  L.  Euler  §§.  II,  VIII.  —  Das  Verdienst,  die  tiefe 
Bedeutung  der  PelPschen  Gleichung  für  die  allgemeine  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  zweiten  Grades  zuerst  dargethan  zu  haben,  gebührt 
Euler;  man  vergl. :  De  solutione  problematum  Diophanteorum  per  numeros 
integros,  Comm.  Petrop.  VI.  p.  175.  De  resolutione  formularum  quadra- 
ticarum  indeterminatarum  per  numeros  integros,  Nov.  Comm.  Petrop.  IX. 
p.  3.  De  usu  novi  algorithmi  in  problemate  PeUiano  solvendo ,  Nov.  Comm. 
Petrop.  XI.  p.  28.  Nova  subsidia  pro  resolutione  formulae  axx  -f-  1  =  yy, 
Opusc.  anal.  I.  p.  310.  — Man  vergleiche  ferner  Gauss;  D.A.  artt,  197  —  202. 

**)  Siehe  Supplement  VIII. 
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t  —  bu      Q  cu  au      2       t  +  bu 

wo  J,  u  zwei  der  Gleichung 

genügende  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  umgekehrt,  jeder  Lö- 
sung t,  u  der  unbestimmten  Gleichung  entspricht  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  eine  Substitution  (£$),  durch  welche  die  Form 
(o,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht.  Wir  haben  nun  durch  die  letzten 
Untersuchungen,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  ein  Mittel  gewonnen, 
alle  Transformationen  Qp  £)  einer  reducirten  Form  von  positiver 
Determinante!)  in  sich  selbst  direct  zu  finden,  und  folglich  können 
wir  hieraus  auch  alle  Lösungen  £,  u  der  unbestimmten  Gleichung 
ableiten.  Wir  schicken  der  Ausführung  dieser  Untersuchung  noch 
eine  Bemerkung  über  die  Perioden  der  reducirten  Formen  voraus. 
Wir  wissen,  dass  die  Reihe  der  positiven  Zahlen  &,  welche  die 
Elemente  des  Kettenbruchs  bilden,  in  den  die  erste  Wurzel  <d0 
einer  reducirten  Form  <p0  entwickelt  wird,  eine  gerade  Anzahl  von 
Gliedern 

enthält,  nach  welchen  dieselben  Glieder  periodisch  wiederkehren; 
und  zwar  ist  diese  Anzahl  2  n  die  der  reducirten  Formen ,  welche 
mit  <p0  in  einer  Periode  enthalten  sind.  Wir  haben  aber  oben 
(§.  79)  an  einzelnen  Beispielen  gesehen,  dass  die  Zahlen  k  aus 
kleineren  Perioden  bestehen  können ;  wir  fanden  z.B.  aus  der  zehn- 
gliedrigen  Formenperiode  der  Determinante  D  =  13  folgende 
Zahlen : 

=  -1,       ö6=+6,       »7   =   —  1,       *8=+l,       *9   =   -l; 

und  also 

/Cq  ===  1,    tCi  =  b,    #2  =:=  1}    &3  ==  1}    k±  —  I; 
und  hierauf  wiederholt  sich  schon  dieselbe  Reihe 

k$  =  J,    kß  =  6,    ki  =  1,    k$  =  1,    k$  =  1. 

Es  ist  nun  wichtig  zu  untersuchen,  wann  dies  eintreten  kann. 
Es  sei  daher  2w  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode  und  m  die 
Gliederanzahl  irgend  einer  Periode  in  der  Reihe  der  Zahlen  Je. 
Dann  ist,  indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  für  die  Formen 
und  ihre  ersten  Wurzeln  beibehalten,  wenn  m  gerade  ist, 


202  Vierter  Abschnitt. 

&m  =  (&m,  ÄJro  +  l  •  •  •)  =  (#0r  #1   •  •  •) 

und  folglich  am  =  gj0,  und  also  auch  q>m  identisch  mit  q>0  und 
daher  noth wendig  m  ein  Multiplum  von  2n\  es  existirt  also  jeden- 
falls keine  kleinere  Periode  von  gerader  Gliederanzahl  als  die  der 
ganzen  Formenperiode  entsprechende.  Ist  dagegen  m  ungerade, 
so  ist  2  m  ebenfalls  die  Gliederanzahl  einer  Periode  in  der  Reihe 
der  Zahlen  A,  und  folglich  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  2  m  ein 
Multiplum  von  2w,  also  m  mindestens  =  n\  der  Fall,  dass  die 
Periode  der  Zahlen  k  kürzer  ist  als  die  aus  2w  Gliedern  beste- 
hende Periode  der  Formen,  kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  indem  dann,  wie  wir  ja  auch  an  dem 
obigen  Beispiel  sehen,  die  Periode  der  Zahlen  k  aus  n  Gliedern 
bestehen  kann ;  es  ist  dann  dn  =  —  co0,  und  also  cn  =  —  c0,  hn  =  b0, 
an  =  —  a0.  Doch  muss  man  sich  hüten  zu  glauben,  dass  diese 
Erscheinung  jedesmal  wirklich  eintreten  muss,  wenn  n  ungerade 
ist;  denn  wir  haben  nur  gezeigt,  dass  sie  in  diesem  Fall  allein 
eintreten  kann.  Für  D=  19  z.B.  sind  die  beiden  Formenperioden 
sechsgliedrig  (§.  79),  also  ist  w  =  3;  aber  die  Perioden  der  Zahlen 
k  sind  nicht  dreigliedrig,  sondern  sechsgliedrig*). 

Um  nun  die  unbestimmte  Gleichung  t2 —  Du2  =  ö2  zu  lösen, 


*)  Die  Erscheinung,  dass  die  Kettenbruch-Entwicklung  nur  halb  so  lang 
ist ,  als  die  Periode  der  Form,  wird,  wie  oben  gezeigt  ist,  nur  dann  ein- 
treten, wenn  die  Formen  (a,  6,  c)  und  ( — a,  b,  — c)  äquivalent  sind,  und 
man  erkennt  leicht  (aus  §.  82),  dass  sie  dann  auch  stets  eintreten  muss. 
Führt  man  nun  die  Untersuchung  über  "die  Aequivalenz  dieser  beiden 
Formen  genau  ebenso  durch  wie  in  §.  62,  so  erhält  man  das  Resultat:  Die 

Coefficienten  einer  jeden  Substitution  Q*  fi) ,  durch  welche  eine  Form  (a,  b,  c) 

von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  a  in  die  Form  ( —  a,  b,  —  c) 
übergeht,  sind  in  den  Formeln 

.        t  —  bu                cu                 au                     t-\-bu  _x 

*  =  ,      u  =  — ,      v  =  — ,      o  = ! (I) 

enthalten,  wo  t}  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  unbestimmten 

Gleichung 

*2_Dw2=_ffa  (II) 

Genüge  leisten;  und  umgekehrt,  giebt  es  zwei  solche  ganze  Zahlen  t,  u,  so 
liefern  jene  Formeln  (I)  stets  eine  Substitution  von  der  angegebenen  Be- 
schaffenheit. Die  erwähnte  Erscheinung  wird  daher  stets  und  nur  dann  auf- 
treten, wenn  die  Gleichung  (II)  möglich  ist;  tritt  sie  daher  in  der  Periode 
irgend  einer  Form  auf,  so  wird  sie  auch  in  allen  Perioden  derjenigen  For- 
men auftreten,  welche  zu  derselben  Ordnung  gehören  (§.  61) ;  ist  ferner  die 
Gleichung  t2  —  Du2  =  —  1  möglich,  so  wird  sie  bei  allen  Perioden  dieser 
Determinante  J)  auftreten.    Dies  ist  z.B.  stets  der  Fall,  wenn  D  =  j?2«  +  i 
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in  welcher  D  eine  beliebige  nicht  quadratische  positive  Zahl ,  und 
entweder  D  =  0  (mod.  <*»),  oder  4fl=ö3  (mod.  4<J*)  ist,  nehmen 
wir  eine  beliebige  reducirte  Form  (a,  6,  c)  von  der  Determinante 
D  und  vom  Theiler  6.  (Dass  eine  solche  stets  existirt,  leuchtet 
aus  §§.  61,  76  unmittelbar  ein.)  Wir  nehmen  ferner,  was  stets  ge- 
stattet ist,  a  positiv,  und  folglich  c  negativ  an ;  dann  ist  die  erste 
Wurzel  o  dieser  Form  positiv,  und  folglich 

wo  2n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode,  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  ist    Setzt  man  nun 

d.  h  (nach  §.  23) 

und  p  eine  positive  Primzahl  =  1  (mod.  4)  ist ;  denn  sind  T,  U  die  klein- 
sten  positiven  Zahlen,  welche  der  Gleichung  T»  —  DU2=-\-l  genügen 
(§.  84),  so  ist  T  ungerade,  U  gerade,  und 


T— 1      T+l 


-  ■>&'■■ 


2  2 

da  die  beiden  Factoren  linker  Hand  relative  Primzahlen  siod,  so  ist  einer 
und  nur  einer  von  ihnen  durch  D  theilbar;  wäre  nun  T — 1  =  2  D/2, 
r+1  =  20»,  ü  =  2/0,  so  wäre  tf  —  Df2  =  +  1,  und  /  <  U,  gegen 
die  Voraussetzung;  es  muss  daher  T—  l  =  2/a,  T+l=2Dg2,  17=2/0, 
und  also  f2 — Dg2  = — 1  sein,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass 
T-f-  TjyB  =  (f-\-g\D)2  ist,  was  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemei- 
neren Satzes  ist. 

Besonders  interessante  Resultate  erhält  man,  wenn  man,  falls  die  Glei- 
chung (II)  "möglich  ist,  die  Perioden  von  ambigen  Formen  betrachtet  (§.  78). 
Um  uns  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken,  nehmen  wir  an,  die  Glei- 
chung t2  —  Du2  = — 1  sei  möglich;  ist  nunA  die  grösstein  y~D  enthaltene 
ganze  Zahl,  also  q>0  =  (1,  X,  X2  —  D)  eine  reducirte  und  zugleich  ambige 
Form,  deren  Periode  2n  Glieder  enthält  (§.  79),  so  ist  n  ungerade  =  2  m  -f- 1 ; 
da  ferner  für  jeden  Index  h  gleichzeitig 

g*h  =  (a,  b,  c),  9>2n— i-A  =  (c,  &,  a),  q>h  +  n  =  (— a,  b,  —  c) 
ist,  so  folgt,  dass  <pm  =  (a,  &,  — a),  973  m  +  i  =  ( — a,  b}  a),  also  D  =  a2  -\-  b2 
ist,  wo  a  ungerade  und  relative  Primzahl  zu  b  ist,  weil  q)0  eine  ursprüng- 
liche Form  der  ersten  Art  ist.  Da  wir  vorhin  gesehen  haben,  dass  dieser 
Fall  stets  eintritt,  wenn  D  eine  Primzahl  ==  1  (mod.  4)  ist,  so  liegt  hierin 
ein  neuer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  (§.  68),  und  zugleich  eine  directe 
Methode,  die  Zerlegung  einer  solchen  Primzahl  D  in  zwei  Quadrate  aus  der 
Entwicklung  von  VD  in  einen  Kettenbruch  abzuleiten  (vergl.  Gauss:  D.A. 
art.  265;  Legendäre:  Theorie  des  Nombres  3m«  ed.  Tom.  I.  §.  VII.  (52)).  Dies 
Resultat  steht  in  der  engsten  Beziehung  zu  der  biquadratischen  Hülfs- 
gleichung,  welche  bei  der  Theilung  des  Kreises  in  D  gleiche  Theile  auftritt. 
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a  =  [fei  .  .  .  #2A»— a]i     ß  =  [fei  •  •  •  fe2A«— 21     fea»n— lji 

y  =  [fe0,     fei   •  .  .  feaftn^SJ)      O  =  [feo>     fei  .  .  .  fesA»— 8)     feaA«—  lj> 

so  ist  nach  den  schon  öfter  benutzten  Sätzen  ad  —  ßy  =  1  und 

U-\-ß(0  =   [fej   .  .   .  fe2An-2,     fe2A«-l,     <*>] 

y  -f  Äd  =  [fe0,     fei   .  .  .  fe2A*-2,      fe2A»-li      »] 


und  folglich 

y  +  da 


(fco?     fei   .  .  .  fCihn—2-)     fe2A«—  li      C)  O, 


a  4-  /8co 

woraus  unmittelbar  folgt  (§.  73),  dass  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die 
Substitution  (£»  $)  in  sich  selbst  übergeht. 

Setzt  man  daher  für  A  der  Reihe  nach  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  1,2,3...,  so  erhält  man  durch  die  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche  vom  Range  2  An—  1  und  2  An  jedesmal  eine 
entsprechende  Transformation  (£•  J)  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich  selbst 
(wenn  n  =  1  ist  und  A  =  1  genommen  wird,  hat  man  a  =  1, 
/8  =  Jcx,  y  =  fc0,  d  =  fc0 fei  +  1  zu  setzen);  die  vier  Coefficienten 
a>  Ä  y>  tf  sind  immer  positiv,  und  da  ausserdem  mit  wachsendem  A 
auch  nothwendig  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche 
beständig  wachsen,  so  entsprechen  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  A  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen  (£»  £). 

Umgekehrt  wollen  wir  nun  zeigen,  dass  man  auf  diese  Weise 
alle  die  Transformationen  (£;  $)  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich  selbst 
erhält,  in  denen  die  vier  Coefficienten  «,  0,  y,  Ä  sämmtlich  positiv 
sind.    Denn  es  sei  (£;  £)  eine  solche  Substitution,  so  ist  (§.  73) 

y  -J-  SfO 

ad  —  ßy  =  1  und  o  =      ,   a    , 
also  auch 

und  zwar  müssen  dieser  quadratischen  Gleichung  beide  Wurzeln 
der  Gleichung  genügen.  Da  nun  die  eine  zwischen  1  und  +  oo , 
die  andere  zwischen  —  1  und  0  liegt,  so  muss  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  für  co==l  negativ,  für  o  ==  —  1  positiv  ausfallen;  hier- 
aus folgt,  dass 

y  +  d>a  +  ß,    ß+d>a+y 

ist,  wo  die  Ungleichheitszeichen  die  Gleichheit  ausschliessen.  Da 
wir  beweisen  wollen,  dass  y  :  a  und  d  :  ß  zwei  auf  einander  fol- 
gende Näherungsbrüche  eines  regelmässigen  Kettenbruchs  (fc0,  fci . . .) 
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sind,  so  haben  wir  vor  allem  zu  zeigen,  dass  y  2^  a  und  8>y  ist; 
dies  ergieht  sich  in  der  That  aus  den  vorstehenden  Ungleichungen. 
Wäre  nämlich  #<Iy,  so  würde  aus  der  zweiten  Ungleichung  folgen, 
dass  a  <  ß  und  also  auch  ad  <  ßy  sein  müsste,  während  doch 
ad  =  ßy  +  1  ist;  also  ist  gewiss  8  >  y.  Wäre  ferner  y  <  a,  also 
a  =  y  -\-  p,  wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  würde  aus 
der  ersten  Ungleichheit  folgen,  dass  8  >  ß  -f-  p,  also  auch 

wäre;  dies  ist  aber  wieder  unmöglich,  da  die  linke  Seite  =  1,  die 
rechte  aber  mindestens  =  3  ist,  weil  /3,  y,  q  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten;  also  ist  in  der  That  y  ^  a. 
Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass  man 

2-  =  (y',m...q,  r) 

setzen  kann,  wo  die  Elemente  y',  m  .  .  .  g,  r  sämmtlich  positiv  sind, 
und  zwar  kann  man  es  so  einrichten,  dass  ihre  Anzahl  ungerade 
ist,  weil  man  eventuell  wieder  r  in  r  —  1  +  \  auflösen  kann.  Neh- 
men wir  ferner  zunächst  an,  dass  a  >  1  ist,  so  ist  auch  y  >  a  und 
y  nicht  theilbar  durch  «,  und  folglich  enthält  der  Kettenbruch 
mindestens  drei  Elemente.  Bilden  wir  daher  den  unmittelbar  vor- 
ausgehenden Näherungsbruch 

*  =  (/,.»...*), 

so  folgt  aus  aq> — fy  =  1  und  ad  —  ßy  =  1,  dass  man  wieder 
ß  =/+  a/8',  8  =  q>  -f-  yß'  setzen  kann,  und  hierin  wird  ß'  eine 
positive  ganze  Zahl  sein.  Wäre  nämlich  ß*  =  0,  so  wäre  8  =  % 
und  da  q>  gewiss  <  y  ist,  so  wäre  8  <  y,  während  doch  8  >  y 
ist;  wäre  ferner  ß'  negativ,  so  wäre  auch  8  negativ,  gegen  unsere 
Voraussetzung,  dass  a,  /8,  y,  d  positive  ganze  Zahlen  sind.  Es 
ist  daher 

j  =  (y',  m  .  .  .  g,  r,  /J') 

und  folglich,  ähnlich  wie  früher, 

y-|-  So  , 

05  =  ^r+ihi =  (y  * w  •  •  •  *  r>  ^  * ö)' 

wo  nun  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  y',  w  .  .  .  q,  r,  ß1  gerade 


v 
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ist*).  In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  «  =  1  erhält  man  ein 
ganz  ähnliches  Resultat,  denn  dann  ist 

_  Y  +  (ßy  +  l)m  _,„„„% 
ra- l+jSc        -WP'»> 

Wir  erhalten  daher  für  cj  stets  einen  regelmässigen  periodi- 
schen Kettenbruch 

cj  =  (/,  m  .  .  .  g,  r,  /8';  /,  m  .  .  .) 

in  welchem  die  Anzahl  der  Glieder  /,  ro  .  .  .  j,  r,  /J'  eine  gerade 
ist.  Da  nun  ein  Werth  o  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  einen 
regelmässigen  Kettenbruch  entwickelt  werden  kann,  so  müssen  die 
Zahlen  y',  m  .  .  .  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  fc0,  &i  .  .  .  überein- 
stimmen; und  da  wir  uns  oben  überzeugt  haben,  dass  jede  Periode 
der  Zahlen  fc,  deren  Gliederzahl  gerade  ist,  entweder  mit  der  Reihe 
der  den  sämmtlichen  2  n  Formen  entsprechenden  Zahlen  k  identisch 
ist  oder  aus  einer  mehrmaligen  Wiederholung  dieser  kleinsten  Pe- 
riode von  gerader  Gliederanzahl  besteht,  so  ist  also  r  =  k2hn-2, 
ß'  =  kthn-i,  wo  h  irgendeine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und 
folglich 

y  8 

—  =  (Afo  ki   .  .  .  K^hn—Vi      ~a    ==  (Ao>  *h   .  .  .  K2h%— 2)  »2An— l) 

was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben ,  wie  wir  alle  aus  vier  positiven 
Coefficienten  bestehenden  Transformationen  der  reducirten  Form 
(a,  i,  c)  in  sich  selbst  finden  können,  deren  erster  Coefficient  a 
positiv  ist,  brauchen  wir  nur  noch  einen  Blick  auf  die  obigen 
Formeln 

t  —  bu      » cu        au     ^ t  +  bu 

zu  werfen,  um  sogleich  zu  erkennen,  dass  die  hieraus  resultirenden 
Lösungen  t,  u  der  unbestimmten  Gleichung  stets  aus  zwei  po- 
sitiven Zahlen  t,  u  bestehen.  Für  u  folgt  dies  aus  der  dritten  For- 
mel; da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  S  >  y  und  y  2>  «,  also 
d  >  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  t  positiv  ist.  Das  Umgekehrte 
ist  ebenfalls  richtig;  sind  t,  u  zwei  positive  der  unbestimmten  Glei- 


*)  Basselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  grössten  in 
den  Brüchen  y:a,  ß:  a  enthaltenen  ganzen  Zahlen  y*,  ff  zufolge  der  obigen 
Ungleichheiten  positiv  sind  (vergl.  §.  81). 
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chung  genügende  Zahlen,  so  besteht  die  aus  denselben  abgeleitete 
Substitution  (y|$)  aus  vier  positiven  Zahlen;  denn  da  die  Form 
(o,  6,  c)  reducirt,  also  b  positiv,  und  der  Annahme  nach  a  positiv, 
also  c  negativ  ist,  so  sind  zunächst  ß,  y,  8  positiv;  endlich  ist 
P  —  b*u*  =  6*  —  acu*  positiv,  folglich  hat  t  —  6m,  also  auch  «, 
dasselbe  Zeichen  wie  t  -\-bu,  nämlich  das  positive. 


§.  84. 

Wir  können  daher  behaupten,  dass  alle  aus  zwei  positiven 
Zahlen  t,  u  bestehenden  Lösungen  —  und  auf  diese  kommt  es 
uns  zunächst  allein  an  —  durch  die  Kettenbruchentwicklung  der 
Wurzel  0  der  Form  (a,  6,  c)  gefunden  werden,  und  zwar  jede  nur 
ein  einziges  Mal.  Aus  dem  Anblick  der  unbestimmten  Gleichung 
t%  —  Du2  =  <J2  geht  aber  hervor,  dass  die  zusammengehörigen 
positiven  Werthe  /,  u  gleichzeitig  wachsen  und  gleichzeitig  abneh- 
men; dasselbe  folgt  auch  aus  der  Natur  der  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche ;  m,  und  folglich  auch  t,  wird  gleichzeitig  mit 
y,  also  auch  mit  der  von  uns  mit  h  bezeichneten  Zahl  wachsen; 
nehmen  wir  h  =  1 ,  so  wird  die  entsprechende  Lösung ,  die  wir 
mit  (T,  U)  bezeichnen  wollen,  aus  den  kleinsten  Zahlen  bestehen, 
d.h.  T  wird  die  kleinste  aller  Zahlen  tf,  und  gleichzeitig  wird  ü 
die  kleinste  aller  Zahlen  u  sein  (die  Lösung  t  =  0,  u  =  0  ge- 
hört natürlich  nicht  zu  den  positiven  Lösungen).  Diese  kleinste 
Lösung  T,  ?7findet  man  daher  sehr  leicht  durch  Entwicklung 
einer  Periode  von  reducirten  Formen. 

Beispiel  1 :  Nimmt  man  für  die  Determinante  D  =  79  die 
reducirte  Form  (7,  3,  —  10),  welche  natürlich  von  der  ersten  Art 
ist,  so  erhält  man  (§.  79) 

die  successiven  Näherungsbrüche  sind  folgende: 


1 

6 

19 

44 

63 

107 

• 

p 

5' 

16' 

37' 

53' 

90  ' 

aus  den  beiden  letzten  ergiebt  sich  daher  die  Substitution  (Jij;  JjJ)  ; 
will  man  nur   die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  t2  —  D«2  =  02, 
so  braucht  man  nur  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  bis  ß  =  f 
oder  die  Zähler  derselben  bis  y  =  63  zu  bilden,  so  findet  n 
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durch  die  Formeln  ßö  =  —  cm  oder  yö  =  au  die  kleinste  der  Zahlen 
m,  nämlich  ü=  9,  und  hieraus  das  zugehörige  T  =  V(6*  +  -D  U*) 
=  80.  Statt  dessen  findet  man  T  auch  durch  die  Formel  aö  +  b  U 
oder  86  — bü. 

Nimmt  man  die  reducirte  Form  (1,  8,  —  15),  so  findet  man 
folgende  Zahlen  (§.  79) 

also  die  Näherungsbrüche 

111     152. 
1'     7'     8'    135' 

die  beiden  letzten  liefern  die  Substitution  (J|  J2)>  un^  hieraus  er- 
giebt  sich  wieder  U  =  9,  T  =  80,  wie  vorher. 

Beispiel  2:  Es  sei  D  =  13  =  1  (mod.  4);  um  die  kleinste 
Auflösung  der  Gleichung  t2 —  13w2=4  zu  finden,  nehmen  wir  die 
reducirte  Form  (2,  3,  —  2),  so  ist  (§.  79) 

die  Näherungsbrüche  sind  also  f  und  ^;  dadurch  erhalten  wir  die 
Substitution  (J;  x{)  und  hieraus  U  =  3,  T  =  11. 


§.  85. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  kleinste  positive  Lö- 
sung (T,  U)  der  unbestimmten  Gleichung  immer  gefunden  werden 
kann,  gehen  wir  dazu  über,  alle  anderen  Lösungen  (£,  u)  auf 
diese  eine  zurückzuführen.  Der  Bequemlichkeit  halber  wollen  wir, 
wenn.  ty  u  irgend  zwei  (positive  oder  negative)  der  Gleichung 
t2  —  Du2  =  6*  genügende  Zahlen  sind,  und  VD  stets  positiv 
genommen  wird,  die  Ausdrücke 

t+uVD     t—uVD 

6        '  6 

die  zu  dieser  Lösung  (£,  u)  gehörigen  Factoren  nennen  und  als 
ersten  und  zweiten  Factor  von  einander  unterscheiden;  dasProduct 
beider  ist  stets  =  1;  sie  haben  daher  immer  gleiche  Zeichen,  und 
zwar  das  positive  oder  negative,  je  nachdem  t  positiv  oder  negativ 
ist;  haben  ferner  t  und  u  gleiche  Zeichen,  so  ist  der  erste  Factor 
numerisch   grösser   als    der  zweite,   folglich  ist  dann  der  erste 
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numerisch  >  1 ,  der  zweite  numerisch  <  1 ;  das  Gegentheil  findet 
Statt,  wenn  t  und  u  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  und  wenn 
u  =  0  ist,  sind  beide  Factoren  =  +  1.  Ist  also*z.  B.  (J,  u)  eine 
aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehende  Lösung,  so  ist  ihr  erster 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch;  und  umgekehrt,  ist  der  erste 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch,  so  sind  beide  Zahlen  £,  u 
positiv. 

Sind  (V,  u')  und  (£",  u")  irgend  zwei  identische  oder  verschie- 
dene Lösungen,  so  kann  man 

t'  +  W  V D    t"  +  u"VD  _  t  +  uVD 

6  6  6 

setzen,  wo  (t,  u)  wieder  eine  Lösung  bedeutet.  Denn  entwickelt 
man  das  Product  links  und  trennt  das  Rationale  vom  Irrationalen, 
so  findet  man 

±       t't"  +  Du'u"  t'u"  +  u't" 

t  =  - ,      U  =  - ; 

da  ferner  aus  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  durch  Verwand- 
lung von  y  D  in  —  \  D  oder  auch  durch  den  blossen  Anblick  der 
Ausdrücke  für  t,  u  die  andere  Gleichung 

t'  —  u'VD    t"  —  u"VD  _t  —  uVD 

6  6  6 

folgt,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  beider 

t*  —  Du*  =  ö2; 

es  braucht  daher  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  u  eine  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  von  selbst  folgt, 
dass  t2,  also  auch  t  eine  ganze  Zahl  ist.  Geht  nun  62  inD,  folglich 
auch  in  t'2,  t"2  auf,  so  sind  t',  t"  theilbar  durch  0,  und  folglich  ist 
u  eine  ganze  Zahl;  ist  aber  425  =  tf2(mod.  4  02),  so  folgt  (2  V)2 
=  (6u')2  (mod.  4<J2),  hieraus  2t'  =  6u\  und  ebenso  2  t"  =  6u" 
(mod.  2  tf),  folglich  2 (tf  u"  +  u'  t")  =  2  6u'u"  =  0  (mod.  2ö);  mit- 
hin ist  u  auch  jetzt  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  beliebig  viele  Lö- 
sungen (£',  w'J,  (£",  u"),  (£'",  u"')  .  .  .  ausdehnen:  setzt  man 

t'  +  u'VD    t"  +  u"VD    t"'  +  u'"VI)  t  +  uVT) 

6  6  6  6 

so  wird  (£,  u)  stets  wieder  eine  ganzzahlige  Lösung  s< 
stehen  ferner  alle  jene  Lösungen  aus  zwei  positiven  Z 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  \4 
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sind  alle  Factoren  linker  Hand  positive  unechte  Brüche;  dasselbe 
gilt  also  auch  von  dem  ersten  Factor  der  Auflösung  (t,  w),  und 
folglich  sind  t,  u  zwei  positive  Zahlen. 

Setzen  wir  alle  die  einzelnen  Lösungen  (t\  u'),  (£",  u") . . .  iden- 
tisch mit  der  kleinsten  positiven  Lösung  (T,  £7),  so  können  wir 

T  +  UVD\»      tn  +  unVD 


/T  +  UVD\n_ 


setzen,  wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  es 
wird  dann  (£M,  un)  jedesmal  eine  positive  Lösung  werden;  zu- 
gleich leuchtet  ein,  dass  mit  wachsendem  Exponenten  n  der  Werth 
der  linker  Hand  stehenden  Potenz  eines  unechten  Bruchs,  und 
folglich  auch  tn  +  unV  D  beständig  wächst,  so  dass  verschiedene 
Werthe  von  n  auch  verschiedene  Lösungen  (£n,  un)  liefern;  und 
da  die  beiden  Zahlen  £n,  un  entweder  beide  gleichzeitig  wachsen, 
oder  beide  gleichzeitig  abnehmen,  so  tritt  offenbar  das  erstere  oder 
letztere  ein,  je  nachdem  n  wächst  oder  abnimmt. 

Umgekehrt  können  wir  zeigen,  dass  durch  die  vorstehende 
Formel  in  der  That  jede  positive  Lösung  (£,  u)  geliefert  wird. 
Denn  wäre  der  erste  Factor  einer  solchen  Lösung  keine  genaue 
Potenz  des  ersten  Factors  der  kleinsten  Lösung  (T,  U),  so  müsste 
er,  da  beide  positive  unechte  Brüche  sind,  zwischen  zwei  successiven 
Potenzen 

T  +  UVD\n      ,  /T+  UVDV  +  1 


(r+7J)"  und  (T+yD) 


des  letzteren  liegen,  wo  n  mindestens  =  1  ist.    Dann  wäre  also 

tn  +  unVD  ^t  +  uVD      tn  +  unVD    T+UVD 

6  <  6  < 6 6 ' 

und  folglich,  wenn  man 

t+uVD    tn  —  unVD       t'  +  u'VD 


setzt, 


-       t'  +  u'VD      T+UVD 

1  < i— . <  !_ 


es  existirte  daher  eine  positive  Lösung  (t\  w'),  welche  aus  klei- 
neren Zahlen  t',  u'  bestände,  als  die  kleinste  Lösung  (T,  U);  was 
unmöglich  ist. 

Man  findet  daher  alle  aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehenden 
Lösungen  durch  die  Formeln 
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h  _  _L  \t*  +  n(n"1)  fn-2  TT2J)    I     . .  . 

1  1.2.3  I 


Un    _  -_1_ 

wenn  man  der  Reihe  nach  für  n  alle  positiven  ganzen  Zahlen  setzt. 
Da  nun  ferner 


tn-unVD  =  /y—  UVD\n_  (T+  UVD\ 

ist,  so  ergieht  sich,  dass  durch  die  Formel 

tn±unVD       /T+  UVD\* 


—  n 


__  /T+jryjjy 


sämmtliche  Lösungen  6»,  un  gegeben  sind,  in  welchen  tn  positiv 

ist,  wenn  man  für  n  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen 

setzt,  indem  w_Ä=  —  wÄ,  t— H=  tn  ist.     Für  n  =  0  ergiebt  sich 

ferner  t0  =  -f-  <j,  ü0  =  0.      Will   man  daher  alle   Lösungen  £,  w 

ohne  Ausnahme  in   eine  Formel  zusammendrängen,  so   braucht 

man  nur 

t  +  uVD 


uVD  _  ,   /T+UVDV 


zu  setzen,  und  hierin  jedes  der  beiden  Vorzeichen  mit  jedem  ganz- 
zahligen Exponenten  n  zu  combiniren.  Dass  auf  diese  Weise  keine 
Lösung  übergangen,  und  jede  nur  einmal  erzeugt  wird,  folgt  un- 
mittelbar daraus,  dass  unter  den  vier  verschiedenen  Lösungen 

(t,  u),  (t,  —  u),  (—  t,  u),  (—  t,  —  u), 

wenn  u  nicht  =  0  ist,  immer  eine  und  nur  eine  aus  zwei  positiven 
Zahlen  besteht. 

Hiermit  ist  nun  das  zweite  Hauptproblem  der  Lehre  von  der 
Aequivalenz  auch  für  Formen  von  positiver  Determinante  vollständig 
gelöst.  Wir  sind  durch  die  vollständige  Auflösung  der  unbestimm- 
ten Gleichung  t2  —  Du2  =  G2  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Transfor- 
mationen einer  solchen  Form  in  sich  selbst,  und  folglich  auch  alle 
Transformationen  einer  Form  in  eine  äquivalente  aus  einer  einzigen 
gegebenen  solchen  Transformation  zu  finden  (§§.  61,  62);  mithin 
ist  auch  die  Aufgabe,  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer  gegebe- 
nen Zahl  durch  eine  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 
zu  finden,  als  vollständig  gelöst  anzusehen  (§.  60). 

U* 
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der    Anzahl    der    Classen,    in 
welche    die    binären    quadratischen    Formen 
von  gegebener  Determinante  zerfallen. 


§.  86. 

Wir  schreiten  nun,  nachdem  die  elementaren  Theile  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  behandelt  sind,  zu  tieferen 
Untersuchungen,  und  namentlich  zur  Bestimmung  der  Classen- 
anzahl  der  Formen  von  einer  gegebenen  Determinante*).  Wir 
beschränken  uns  dabei  auf  ursprüngliche  Formen  der  ersten  oder 
zweiten  Art  (§.  Gl),  ferner,  wenn  die  Determinante  negativ  ist, 
auf  die  Formen  mit  positiven  äusseren  Coefficientcn,  da  die  Classen- 
anzahl  der  anderen  Formen  offenbar  genau  ebenso  gross  ist  (§.  G4). 
Unter  diesen  Beschränkungen  denken  wir  uns  ein  vollständiges 
Formensystem  S  der  tften  Art  für  die  Determinante  D  gebildet 
(§.  59).  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  in  diesem  System  S 
enthaltenen  Formen  (a,  6,  c)  führt  die  Betrachtung  und  genaue 


*)  G.  Lejenne  Dirichlet:  Recherchen  sur  diverses  applications  de  Vana- 
lyse  infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal  Bdde.  19,  21.  — 
Vergl.  Gauss:  D.  A.  Additam.  ad  art.  306.  X,  und  die  nachgelassenen 
Abhandlungen:  De  nexu  inter  multitudinem  classium  in  quas  formae  bi- 
nariae  secundi  gradus  distribuuntur  earumque  determinantem ,  Gauss'  Werke 
Bd.  IL  1863.  —  Vergl.  ferner  Hermite:  Sur  la  theorie  des  formes  quadra- 
tique8  (Comptes  rendus  de  PAc.  de  Paris,  3.  novembre  1862). 
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Definition  aller  durch  sie  darstellbaren  Zahlen.  Da  durch  eine 
Form  der  zweiten  Art  nur  gerade  Zahlen  dargestellt  werden 
können,  so  bezeichnen  wir,  um  beide  Fälle  zusammenzufassen, 
die  darstellbaren  Zahlen  allgemein  mit  <Jm,  und  ausserdem 
beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  derjenigen,  in  welchen 
m  positiv,  ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  die  Determinante 
D  ist.  Endlich  beschränken  wir  uns  vorläufig  noch  auf  eigentliche 
Darstellungen,  d.  h.  auf  die  Annahme,  dass  die  beiden  darstellen- 
den Zahlen  x,  y  relative  Primzahlen  sind  (§.  60). 

Um  den  Charakter  dieser  Zahlen  m  genau  festzustellen,  er- 
innern wir  uns,  dass  die  Determinante  D  quadratischer  Rest  von 
jeder  darstellbaren  Zahl  6  m,  d.  h.  dass  die  Congruenz 

z2  =  D  (mod.  6  m) 

möglich  ist  (§.  60).  Es  können  daher  in  der  ungeraden  Zahl  m 
nur  solche  Primzahlen  /  aufgehen,  für  welche 


(?)= 


1 


ist.  Umgekehrt:  enthält  m  nur  solche  Primzahlen  /,  und  ist  die 
Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  =  (i  (wo  der  Fall  (i  =  0 
nicht  ausgeschlossen  bleibt),  so  ist  D  quadratischer  Rest  von  m, 
also  auch  von  6m,  und  die  obige  Congruenz  hat  genau  2^  incon- 
gruente  Wurzeln  (§.  37).  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
bestimmten  dieser  Wurzeln,  so  können  wir  w2  —  D  =  62ml  setzen, 
wo  l  eine  ganze  Zahl  bedeutet  (denn  wenn  6  =  2,  also  D  =  1 
(mod.  4)  ist,  so  ist  n  ungerade,  also  w2  —  D  durch  ö2  =  4  theil- 
bar).  Dann  ist  (6m,  n,  6l),  weil  m  relative  Primzahl  zu  2  D,  eine 
ursprüngliche  Form  der  Uten  Art  von  der  Determinante  D  und 
folglich  einer  und  nur  einer  in  dem  System  S  enthaltenen  Form 
äquivalent*).  Ist  (a,  6,  c)  diese  Form  des  Systems,  so  liefert  nur 
sie  solche  Darstellungen  (x,  y)  der  Zahl  tfm,  welche  zu  der  durch 
n  repräsentdrten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  und  zwar 
ebenso  viele  verschiedene  solche  Darstellungen  (x,  y),  als  es  Trans- 
formationen (£  |)  der  Form  (a,  6,  c)  in  die  Form  (6m,  n,  6l),  d.  h. 
ebenso  viele,  als  es  Lösungen  (t,  u)  der  unbestimmten  Gleichung 
P  —  Du*  =  ö2  giebt  (§§.  60,  61,  62).     Den  Complex  aller  dieser 


*)  Da  der  Coefficient  <rm  positiv  ist,  so  gilt  dies  auch  für  den  Fall,  in 
welchem  D  negativ  ist,  und  also  S  nur  Formen  mit  positiven  äusseren  Coeffi- 
c'enten  enthält. 
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Darstellungen  der  Zahl  6m,  welche  zu  einer  und  derselben  durch 
n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  wollen  wir 
eine  Gruppe  von  Darstellungen  nennen.  Den  2^  incongruenten 
Wurzeln  dieser  Congruenz  entsprechen  daher  2^  solche  Gruppen 
von  Darstellungen  derselben  Zahl  6  m  durch  Formen  des  Systemes  S, 
und  in  jeder  Gruppe  sind  ebenso  viel  Darstellungen  enthalten,  als 
es  Lösungen  der  Gleichung  t2  —  Du2  =  62  giebt. 

Das  System  der  Zahlen  m  ist  nun  also  vollständig  definirt 
durch  die  Bedingungen: 

1.  m  ist  positiv; 

2.  m  ist  relative  Primzahl  gegen  2D; 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  m. 


§.  87. 

Jetzt  haben  wir  die  Darstellungen  von  öm,  welche  einer  und 
derselben  Gruppe  angehören,  genauer  zu  betrachten. 

Für  den  Fall  einer  negativen  Determinante  D  ist  die  Anzahl 
x  der  Lösungen  (£,  u)  der  unbestimmten  Gleichung  t2  —  Du2 
=  62  endlich;  dieselbe  ist  zugleich  die  Anzahl  aller  zu  einer 
Gruppe  gehörenden  Darstellungen  einer  jeden  Zahl  6m\  bedeutet 
also  ii  wieder  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden 
Primzahlen/,  so  ist  2U  die  Anzahl  der  Gruppen,  deren  jede  x  Dar- 
stellungen enthält,  und  folglich  ist 

x  .  2/" 

die  Gesammtanzahl  aller  Darstellungen  der  Zahl  6m\  und  hierin 
ist  (§.  62) 

x  =  2  im  Allgemeinen; 

x  =  4,  wenn  D  —  —  1, 

x  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  6  =  2 
ist. 

Für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  D  dagegen  ist 

die   Anzahl  der  Lösungen  (£,  u)    der    unbestimmten   Gleichung 

t2  —  Du2  =  ö2,  und  folglich  auch  die  Anzahl  der  in  jeder  der  2H 

Gruppen  enthaltenen  Darstellungen  der  Zahl  6m  unendlich  gross. 

Wir  gehen  daher  zunächst  darauf  aus,  durch  neue  Bedingungen, 

welche  den  darstellenden  Zahlen  x,  y  aufzuerlegen  sind,  aus  den 

unendlich  vielen  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Darstellungen  stets 
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eine  einzige  zu  isoliren.  Dazu  betrachten  wir  die  allgemeine  Form 
aller  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  (#,  y)  der 
Zahl  6  m.  Ist  wieder  (o,  6,  c)  die  Form  des  Systems  S,  mit  welcher 
die  Form  (tfw,  n,  öl)  äquivalent  ist,  und  ist  (£'  $)  eine  bestimmte 
Transformation  der  ersteren  Form  in  die  letztere,  so  erhält  man 
(nach  §.  61)  aus  dieser  einen  alle#anderen  durch  die  Zusammen- 
setzung 

/A,  (i\  /«,  ß\  _  /Xa  +  (iy,  Xß  +  (id\ 
\v,  Qj  \y,  SJ       \vcc  +Qy,vß  +  Q8J 

aller  Substitutionen  (2?£),  durch  welche  (a,  i,  c)  in  sich  selbst 
übergeht,  mit  dieser  bestimmten  Substitution  (£;  $).  Da  nun  (nach 
§.  60)  jedesmal  der  erste  und  dritte  Coefficient  einer  solchen  Sub- 
stitution eine  zu  der  Wurzel  n  gehörende  Darstellung  liefern,  und 
da  auch  umgekehrt  jede  solche  Darstellung  (#,  y)  auf  diese  Weise, 
und  zwar  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird,  so  ist  die  allgemeine 
Form  aller  dieser  Darstellungen  folgende : 

x  =  kcc  +  (iy,    y  '=  va  +  gy; 

da  (a,  y)  selbst  eine  solche  Darstellung  ist,  so  kann  man  sagen, 
dass  diese  beiden  Gleichungen  aus  einer  bestimmten  Darstellung 
(a,  y)  alle  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  (x,  y) 
finden  lehren.    Nun  war  aber  (§.  62) 

.  t  —  bu         cu 

au  t  -\-bu 

v  =  "5-'  »  =  -«-• 

wo  (£,  u)  jede  beliebige  Lösung  der  Gleichung  t2 — Du'2  =  tf2  be- 
deutete; folglich  erhalten  wir 

x  =  a-  —  (6a  +  cy)  -,    y  =  y  —  +  (aa  +  by)  -. 

Für  alle  diese  Werthe  ist  daher 

ax2  +  2  bxy  +  cy2  =  öt»; 

durch  Multiplication  mit  dem  ersten  Coefficienten  ergiebt  sich  wie 
früher 

oam  =  (ax  +  (b  +  VD)y)  (a#  +  (b  —  VD)y), 

und  es  tritt  nun  die  höchst  merkwürdige  Erscheinung  auf,  dass 
jeder  der  beiden  irrationalen  Factoren  rechter  Hand  eine  ge 
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trische  Reihe  constituirt;  setzt  man  nämlich  die  vorstehenden 
Werthe  von  x,  y  ein,  so  ergiebt  sich  leicht 

ax  +  (b  +  VD)y  =  (acc  +  (b  +  \D)Y)  *  +  ^V1), 

ax  +  (b-VD)y  =  (qf  +  (b - VD)y)  ^~"VJ ; 

wenn  man  also  mit  T,  U  wie  früher  die  kleinsten  positiven  Werthe 

von  t,  u  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  den  positiven  unechten 

Bruch 

T+UVD       a 

« =° 

setzt,  so  ist  (nach  §.  85) 

ax  +  (b  +  VD)y  =±(aoc  +  (b  +  VD)r)0* 
ax  +  (b  —  VD)y  =  +  (a«  +  (b  —  VD)y)0-» 

wo  w  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
sein  kann.  Wir  betrachten  nur  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen, da  aus  ihr  die  zweite  schon  von  selbst  folgt.  Ist  nun  h 
irgend  ein  von  Null  verschiedener  reeller  Zahlwerth,  so  leuchtet 
ein,  dass  man  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  und  den  Ex- 
ponenten n  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen 
kann,  dass  der  algebraische  Werth  von  ax  -f  (b  +  VD)y  zwischen 
den  Grenzen  k  und  kd  liegt;  denn  nachdem  das  Zeichen  +  so  ge- 
wählt ist,  dass  +  (aa  +  (b  +  VD)y)  gleichstimmig  mit  k  wird, 
giebt  es  nur  noch  ein  einziges  Glied  der  geometrischen  Reihe 
zwischen  den  beiden  vorgeschriebenen  Grenzen,  wenn  man,  um 
für  jeden  Fall  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  die  eine  derselben, 
z.  B.  fc0,  von  dem  Intervall  ausschliesst.  Durch  diese  Forderung 
für  den  Werth  von  ax  +  (b  +  VD)#  ist  dann  aus  der  unend- 
lichen Anzahl  von  Darstellungen  (#,  y)  eine  einzige  vollständig 
isolirt.  Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  k  zweckmässig  zu 
wählen. 

Dazu  können  wir  immer  voraussetzen,  dass  die,  eine  ganze 
Classe  repräsentirende  Form  (a,  &,  c)  des  Systems  S  einen  posi- 
tiven ersten  Coefficienten  a  hat;  denn  es  giebt  ja  in  jeder  Classe 
sogar  reducirte  Formen,  welche  diese  Eigenschaft  haben.  Wir 
machen  daher  von  jetzt  ab  diese  Voraussetzung  über  die  Wahl 
der  in  S  enthaltenen  Formen  (für  negative  Determinanten  haben 
wir  schon  früher  dieselbe  Forderung  gemacht,  um  dort  die  eine 
Hälfte  aller  Classen  ganz  von  der  Betrachtung  auszuschliessen) 
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und  müssen  sie  dann  natürlich  für  alles  Folgende  festhalten. 
Dann  wählen  wir  für  Je  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  posi- 
tiven Zahl  6 am,  und  erhalten  so  die  Bedingungen 


Väöw<;  ax  +  (b  +  VD)y  <  oVöarn, 

durch  welche  aus  allen,  derselben  Gruppe  angehörigen  Darstel- 
lungen von  öm  durch  (a,  6,  c)  eine  einzige  (#,  y)  isolirt  wird.  Sie 
lassen  sich,  da  ihre  drei  Glieder  positiv  sind,  so  umformen:  qua- 
drirt  man,  und  bedenkt,  dass 

oam  ==  (ax  +  (b  +  VD)y)  (ax  +  (b  —  VD)y) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

ax  +  (b  -  VD)y  ^  ax  +  (b  +  VD)y  <  0*  (ax  +  (b  —  VD)y)\ 

durch  Vergleichung  der  beiden  ersten  Glieder  ergiebt  sich,  da  VD 
stets  positiv  genommen  wird,  die  Bedingung 

die  beiden  letzten  Glieder  geben  durch  Division  mit  0  zunächst 

(0  -  0-1)  (ax  +  by)  >  (0  +  0~l) y  VD, 
und  wenn  man  0,  0-1  durch  ihre  Werthe 

„       T+UVD      „.       T-  UVB 

0= 6 '       6        =  6 

ersetzt,  so  ergiebt  sich 

U(ax  +  by)  >  Ty. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen  beiden 
Bedingungen 

2/^0,  U(ax  +  by)>  Ty 

rückwärts  die  obigen  ursprünglichen  Isolirungsbedingungen  folgen. 
Ausserdem  zeigt  sich,  was  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  in 
Folge  dieser  beiden  Bedingungen  auch  der  Werth  der  Form 
aoe?  +  2  bxy  +  cy2  von  selbst  positiv  ausfällt;  denn  da  T  >  U y~D 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  +  Uy  VD  auf  beiden  Seiten 
der  zweiten  Bedingung,  dass  die  beiden  Factoren 

ax  +  (b  +  VD)y,    ax  +  (b  —  VD)y 

positiv  sind;  mithin  gilt  dasselbe  auch  für  ihr  Product  6 am  und 
folglich,  da  a  positiv  ist,  auch  für  die  dargestellte  Zahl  6  m  (für 
Formen  von  negativer  Determinante  versteht  sich  dies  von  selbst» 
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da  wir  nur  solche  betrachten,  deren  äussere  Coefficienten  posi- 
tiv sind). 

§.  88. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Bemerkung  können  wir  nun 
das  Vorhergehende  in  folgender  Weise  noch  einmal  zusammen- 
fassen : 

Es  sei  S  ein  vollständiges  System  ursprünglicher  Formen 

(a,  b,  c),    (a',  V,  d)  .  .  . 

der  öten  Art  für  eine  gegebene  Determinante  D,  mit  positiven  ersten 
Coefficienten  a,  a'  .  .  .  Dann  setze  man  in  jede  dieser  Formen,  z.  B. 
(a,  b,  c)x  für  die  Variabein  alle  ganzzahligen  Werthenpaare  x,  y 
ein,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

,  ax2  -f  %bxy  -f  cy2  .  .     7  ..      „  .       ,7       n  ^ 
I. —2 —  ist  relative  Frimzahl  zu  2D; 

0 

II.  im  Fall  einer  positiven  Determinante  D  ist 

y^O,  ü(ax  +  by)>  Ty 

wo  T,  U  die  kleinsten  positiven,  der  Bedingung 

P  —  DU2  =  ö2 
genügenden  ganzen  Zahlen  bedeuten; 

HI.  x  wnd  y  sind  relative  Primzahlen  zu  einander. 

Auf  diese  Weise  werden  dwrch  die  Formen  S  alle  diejenigen 
ganzen  Zahlen  öm  und  nur  solche  dargestellt,  welche  folgenden 
Bedingungen  genügen: 

1.  m  ist  positiv, 

2.  m  ist  relative  Primzahl  zu  2  D, 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  m, 

und  die  Gesammtanzahl  dieser  Darstellungen  einer  jeden  solchen 

Zahl  öm  ist  gleich 

x  .  2i", 

wo  ft  die  Anzahl  der  in  m  aufgehenden  verschiedenen  Primzahlen 
bedeutet,  während  x  von  m  unabhängig  ist,  nämlich 

n  =  1  für  positive  Determinanten  D, 

=  4t  für  D  =—  1, 

=  6  für  D  =  —  3  und  6  =  2, 

=  2  in  den  übrigen  Fällen. 
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Dasselbe  System  der  unendlich  vielen  Zahlen  m  kann  daher 
auf  doppelte  Art  erzeugt  werden,  erstens  durch  Zusammensetzung 
aus  den  Primzahlen  /,  von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist,  und 
zweitens  durch  die  Substitution  aller  erlaubten  Zahlenpa&re  x,  y 
in  die  Formen  des  Systems  S.  Dieses  Resultat  der  früheren  Unter- 
suchungen über  die  Aequivalenz  der  Formen  und  die  Darstellbar- 
keit der  Zahlen  bildet  das  Grundprindp  der  folgenden  Unter- 
suchung. Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Identität  der  auf  die 
beiden  verschiedenen  Arten  erzeugten  Zahlensysteme  nicht  auf- 
hören wird,  wenn  wir  von  jeder  der  erzeugten  Zahlen  eine  be- 
stimmte Function  #  nehmen,  d.  h.  es  wird  wieder  Identität  bestehen 
zwischen  dem  Complex  der  Zahlen 

,  /ax*  -f  2  bxy  -f  cy\       ,  /a'x*  +■  2  Vxy  +  c'y'2\ 

*V 5 >  *v 6 ;•• 

und  dem  System  der  Zahlen  ^(w),  vorausgesetzt,  dass  der  einem 
bestimmten  Individuum  m  entsprechende  Functionswerth  ^(w) 
genau  x  .  2,Mmal  in  den  letzteren  Complex  aufgenommen  wird.  Ist 
daher  die  sonst  ganz  beliebige  Function  ty  so  gewählt,  dass  die 
Summe  aller  dieser  Werthe  eine  von  der  Anordnung  derselben 
unabhängige  convergente  Reihe  bildet,  so  folgt  aus  der  angegebenen 
Identität  die  Fundamentalgleichung 

v  t/a&+2bzy  +  C!j*\  +  ^/«'s'  +  Wxy  +  c'y*\  + 

=  xJ2^(4 

Die  linke  Seite  derselben  besteht  aus  ebensoviel  Summen,  als  das 
System  S  Formen  (a,  &,  c),  (a',  &',  c')  .  .  .  enthält,  d.  h.  als  es  Formen- 
classen  für  diese  Determinante  giebt.    Jede  Summe,  wie  z.  B. 


^      /ax*  +  2  bxy  +  cy*\ 


ist  eine  doppelt  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  den  sämmtlichen 
durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III.  definirten  Zahlenpaaren  x,  y 
entsprechen  (die  Bedingungen  I.  und  IL  sind  natürlich  für  die 
folgende  Summe  so  zu  modificiren,  dass  (a',  b\  d)  an  die  Stelle 
von  (a,  6,  c)  tritt).  Endlich  bezieht  sich  die  rechts  angedeutete 
Summation  auf  alle  aus  den  Primzahlen/  zusammengesetzten  Zahlen 
m,  und  ebenso  behalten  p  und  x  ihre  frühere  Bedeutung.  Wir 
specialisiren  nun  die 'Function  r\>  so,  dass  wir 
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setzen,  wo  s  ein  beliebiger  positiver  Werth,  aber  >  1  ist;  diese 
letztere  Bedingung  ist;  wie  wir  später  nachträglich  zeigen  werden, 
nothwendig,  damit  die  vorstehenden  unendlichen  Reihen  convergiren. 
Hierdurch  geht  unsere  obige  Gleichung  in  die  folgende  über: 

v  fax2  +  2  bxy  +  cy*\-°  .  ^  2<" 

\  6  )      ^  **  m$  ' 

wo  der  Bequemlichkeit  halber  links  nur  eine  einzige  der  den  ver- 
schiedenen Formen  entsprechenden  Summen  aufgeschrieben  ist. 


§.  89. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  einer  Umformung*) 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung;  zu  dem  Zweck  betrachten  wir 
das  System 

flif2'ifz  •  •  • 

der  8ämmtlichen  Primzahlen  /,  welche  nicht  in  2  D  aufgehen,  und 
von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist.  Jede  der  oben  definirten 
Zahlen  m  ist  dann  von  der  Form 

/ini/2**/3n3..., 
wo  die  Exponenten  %,%,%...  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  und  jedes  m  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  diese 
Form  gebracht  werden.     Bilden  wir  nun  die  diesen  Primzahlen 
entsprechenden  unendlichen  Reihen 

2  2  2  2 

1 +K  +f?  +f^  +  ' "  +fsr°  +  "  ' 

2  2  2  2 

1  +  — +  — +  —  +  •••  +-—  +  •  •  • 

Vi'       /22'      fi*°  /t"' 

2          2          2  2 

1  +  TT  +  7=  +  t-itt  H +  T3-,  +  •  •  •  u.  s.  w., 


U      '  /32'     '   /s*      '  '   /S 


n-3« 


so  erkennt  man  leicht  mit  Berücksichtigung  der  eben  gemachten 
Bemerkung,  dass  das  Product  aller  dieser  Reihen  nichts  Anderes 
als  die  Summe 


*)  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Umformung  auch  auf  die 
allgemeinere  Reihe  2*2^  i/>(m)  anwendbar  ist,  wenn  nur  die  Function  \fj  für 
ganze  Argumente  der  Bedingung  V  (*)  V  (e,)  =  \p(js'z')  genügt  (vergl.  §.  124). 
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2  — 
m* 

ist.   Denn  das  Product  aus  beliebigen  Gliedern  der  ersten,  zweiten, 
dritten  Reihe  u.  s.  f.  hat  die  Form 

2t*  2P 


(fi*ff*fi*.--y  m' 
wo  p  die  Anzahl  der  wirklich  in  m  aufgehenden  Primzahlen  /  be- 
deutet, d.  h.  derjenigen,  deren  Exponent  n  von  Null  verschieden 
ist;  es  entsteht  daher  auf  diese  Weise  wirklich  jedes  Glied  der 
genannten  Reihe,  und  jedes  auch  nur  ein  einziges  Mal.  Da  nun 
andererseits 

i    i    2         2         2  i^i 

1+- 

=.i+a.  _>_  =  _/: 

ist,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung 

T 

in  welcher  das  Productzeichen  77  sich  auf  die  sämmtlichen  oben 
definirten  Primzahlen  /  bezieht. 

Bezeichnen  wir  mit  q  allgemein  jede  positive  nicht  in  22)  auf- 
gehende Primzahl,  so  leuchtet  ein,  dass  man  die  vorstehende  Glei- 
chung auch  in  folgender  Form  schreiben  kann : 


m*  /D\    1  ' 


denn  so  oft  q  nicht  zu  den  Primzahlen/  gehört,  reducirt  sich  der 
entsprechende  Factor  des  Productes  auf  -|-  1.  In  der  so  erhaltenen 
Gleichung  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  des  allgemeinen 
Factors  zur  Rechten  mit  1  —  q—*,  wodurch  derselbe  gleich 
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1 


1       q*° 


1     q8     \      \q)q8t 


V1     q°)  V1     \q)  q°) 


wird,  und  indem  wir  das  unendliche  Product  in  drei  unendliche 
Producte  zerlegen,  erhalten  wir 


i-l     i-(IL\l 

v  W  _  q8 \qJ  q* 

m* 


n 


q2s 


Jetzt. können  wir  endhch  jedes  der  drei  rechts  befindlichen 
Producte  wieder  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.   Da  nämlich 


1 


W  3« 


\qj  qrs 


^\J         \qJq 
q)  a 


^\qJ  q°^\qJq2<  ^        ^\<l)  <T  ^ 

ist,  so  wird,  wenn  man  für  q  alle,  nicht  in  2  D  aufgehenden  Prim- 
zahlen 

2lJ  #2»  ?3   •   •   • 

setzt,  das  Product  aller  dieser  Factoren  gleich  der  Summe  aller 
Glieder  von  der  Form 

D  Y1  (D  Y*  aD  y»  1 


(fr  (t )' 


\qJ  (2iri  22ra  23ra  •  •  •)*' 

wo  die  Exponenten  yl5  r2,  r3  .  .  ,  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
und  Null  zu  durchlaufen  haben.  Das  System  aller  der  in  den 
Nennern  unter  dem  Exponenten  s  vorkommenden  Zahlen 

2iri  22ra  23ra  -  •  •  =  n 
besteht  offenbar  aus  sämmtlichen  positiven  ganzen  Zahlen  w,  welche 
relative  Primzahlen  gegen  22)  sind-,  jede  solche  Zahl  n  wird  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  durch  ein  bestimmtes  System  von  Expo- 
nenten ru  r2,  r$  .  .  .  erzeugt;  gleichzeitig  ist  dann  mit  Benutzung 
der  von  Jacobi  erweiterten  Bedeutung  des  Legendre'schen  Zeichens 
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\ TJ    \ft  /    \ÖT/    "  '  =  WV  wv  WV 

=  ( 5 \  =  (E). 

Hierdurch  gewinnen  wir  also  folgende  Verwandlung 

n      l       -s^V 

wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  positiven  Zahlen  <n  be- 
zieht, die  relative  Primzahlen  gegen  2  D  sind. 

Verfahrt  man  ganz  ebenso ,  indem  man  alle  die  Entwicke- 
lungen 

— - —  =  1_|-_-lJLi..j i    ... 

1  __  J_  ^  qg  ^  q2s  ^         ^  qr*  ^ 

mit  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  offenbar 

n— !t  =  2-t 

1  n* 

und  folglich  auch 

q2> 
Hierdurch  haben  wir  die  wichtige  Umformung 

1    .     ~/D\   1 


2^  = 


n*  \n/  n8 


m*  ^   1 

z  — ' 


gewonnen. 


§.  90. 

Wir  multipliciren  nun  beide  Seiten  unserer  Hauptgleichung 
(§.  88)  mit  der  unendlichen  Reihe 
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wodurch  sie  dem  eben  gewonnenen  Resultat  gemäss  in  die  fol- 
gende übergeht: 

s£xx(-+'y+«,r*--'  *r**®y 

Führen  wir  in  dem  ersten  Gliede  links  die  Multiplication  der 
beiden  Summen  aus,  so  kann  das  Resultat  als  die  dreifach  unend- 
liche Reihe 


v  /an2x2  -\-2bn2xy  -f  cn2y2\~ * 


geschrieben  werden,  in  welcher  für  x,  y  alle  den  früheren  Bedin- 
gungen L,  p.,  III.  genügenden  Werthe  (§.  88),  und  für  n  alle 
positiven  relativen  Primzahlen  gegen  2  2)  zu  setzen  sind.  Diese 
Reihe  kann  man  aber  auch  wieder  als  eine  doppelt  unendliche  an- 
sehen, wenn  man 


nx  =  #',    ny  =  y' 


setzt;  denn  dann  nimmt  sie  die  Gestalt 

ax'2  +  2bx'y'  +  cy'2\-* 


/ax'2-\-2bx'y'  +  cy'2\- 


an,  und  es  fragt  sich  nur,  welche  Bedingungen  den  neuen  Summa- 
tionsbuchstaben  #',  y'  aufzuerlegen  sind.  Diese  ergeben  sich  aus 
den  Bedingungen  für  #,  y,  n  folgendermaassen.  Erstens:  Da  #,  y 
zufolge  der  Bedingung  I.  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

ax2-\-2bxy  -\-cy2 

relative  Primzahl  gegen  2  2)  wird,  und  da  n  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  22)  ist,  so  gilt  dasselbe  von 

aa'g-f  2bx?y'  -\~cy'2  _     f    ax2  +  2bxy  +  cy2 

Zweitens:  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  waren  x,  y 
den  Isolirungsbedingungen  IL 

y  ^  0,     ü(ax  +  by)  >  Ty 

zu  unterwerfen;  multiplicirt  man  dieselben  mit  w,  so  ergeben  sich 
die  ganz  gleichlautenden  Bedingungen 

y'^0,     ü(ax'  +  by')>Tyf. 

Drittens:  aus  der  Bedingung,  dass  x,  y  relative  Primzahlen  sein 
sollen,  würde  jetzt  nur  noch  folgen,  dass  der  grösste  gemeinschaft- 
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liehe  Divisor  n  von  xf,  %f  relative  Primzahl  gegen  2D  sein  muss; 
allein  diese  Bedingung  kann  man  gänzlich  fallen  lassen,  da  sie 
schon  in  der  ersten  enthalten  ist;  denn  sobald  od,  \f  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  hätten,  der  nicht  relative  Primzahl  gegen  2  D 
wäre,  so  könnte  auch 

aa^*  +  2  frgy  +  cy** 
6 

nicht  relative  Primzahl  gegen  2  D  sein. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  neuen  Variabein  xfi  y'  nur  den 
beiden  Bedingungen  I.  und  IL  zu  unterwerfen  sind,  wenn,  man  in 
denselben  die  Variabein  accentuirt,  dass  dagegen  die  Bedingung  III. 
ganz  fortgefallen  ist  Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
ein  jedes  solches  Werthenpaar  a/,  \f  einmal  und  nur  einmal  durch 
ein  Werthenpaar  x,  y  und  eine  Zahl  n  erzeugt  wird. 

Wir  lassen  nun  der  Bequemlichkeit  halber  die  Accente  der 
Variabein  wieder  fort,  und  schreiben  daher  unsere  Hauptgleichung 
in  folgender  Form*) 

\  6  )     ^  n*  \nj  n9' 

wo  nun  in  der  ersten,  auf  die  Form  (a,  6,  c)  bezüglichen  Summe 
die  Summationsbuchstaben  x,  y  nur  noch  den  beiden  folgenden 
Bedingungen  zu  unterwerfen  sind: 

L   Der  Werth — "  »     "   so\\  relative  Primzahl  gegen 

2  D  sein. 

IL    Im  Fall  einer  positiven  Determinante  soll 

y^O,     U(ax  +  by)>  Ty 

sein,  wo  T,  U  die  frühere  Bedeutung  haben. 


§.91. 

Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  aus  unserer  letzten  Glei- 
chung einige  interessante  Folgerungen  ziehen:  die  erste  derselben 

*)  Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  die  allgemeinere  Gleichung  abgeleitet 
werden,  in  welcher  statt  der  Function  g-*  irgend  eine  Function  \\>(z)  auf- 
tritt, welche  der  Bedingung  i//  (z)  \p  (#')  =  ^(zz*)  genügt ,  so  oft  z  und  z* 
ganze  Zahlen  sind. 

Diriohlet,  Zahlentheorie.  15 
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ist  rein  zahlentheoretischer  Natur  und  vervollständigt  unsere  frü- 
here Theorie  der  Darstellung.  Wir  multipliciren  die  beiden  unend- 
lichen Reihen 

rechter  Hand,  nachdem  wir  die  Summationsbuchstaben,  um  sie  von 
einander  zu  unterscheiden,  accentuirt  haben;  dann  erhalten  wir 
als  Product  die  doppelt  unendliche  Reihe 

7  (rin")* ' 

in  welcher  sowohl  n'  als  auch  w"  das  Gebiet  aller  Zahlen  w,  d.  h. 
aller  derjenigen  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat,  welche 
relative  Primzahlen  gegen  22)  sind.  Offenbar  ist  jedes  Product 
von  der  Form  n'n"  wieder  in  demselben  Gebiet  enthalten;  fassen 
wir  daher  alle  Glieder  der  Doppelsumme,  in  welchen  das  Product 
n'  n"  denselben  Werth  n  hat,  immer  in  ein  einziges  zusammen,  so 
können  wir  diese  Doppelsumme  wieder  in  die  Form  einer  einfach 
unendlichen  Reihe 

bringen;  bezeichnet  man  mit  ö  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl 
n,  so  wird  offenbar 


*n 


=*(!)■ 


Dividiren  wir  femer  die  Gleichung  auf  beiden  Seiten  durch  ö«,  so 
nimmt  sie  folgende  Form  an 

•+-  •  •  •  =  z 


(ax2  -f  2  bxy  +  cy2)s  (tin)8 

Fassen  wir  nun  auch  links  alle  in  den  verschiedenen  Doppelsummen 
vorkommenden  Glieder,  welche  denselben  Werth  haben,  in  ein  ein- 
ziges zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung 


2^  =  2 


v*  (<5n)*' 

wo  mit  v  alle  die  durch  die  sämmtlichen  Formen  (a,  6,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  darstellbaren  Zahlen  bezeichnet  werden,  und  A„  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  v  bedeutet. 
Hierbei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  jetzt  ebensowohl  uneigentliche 
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wie  eigentliche  Darstellungen  zugelassen  werden,  indem  die  dar- 
stellenden Zahlen  x,  y  nur  noch  den  Bedingungen  I.  und  II.  des 
vorigen  Paragraphen  unterworfen  sind,  während  sie  früher  auch 
relative  Primzahlen  unter  einander  sein  mussten. 

Besteht  nun  für  jeden  über  einer  gewissen  Grenze  liegenden 
positiven  Werth  des  Exponenten  s  eine  Gleichung  von  der  Form 

«•  ^  b*  ^  #  ^  *  a'*^  b'>  ^  c'<  ^ 

wo  a,  6,  c  .  .  .  sowohl  wie  a',  6',  c'  .  .  .  positive  und  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge wachsende  Zahlwerthe  bedeuten,  und  sind  diesämmt- 
lichen  Uoefficienten  a,  0,  y  .  .  .  a',  0',  y'  .  .  .  von  Null  verschieden, 
so  folgt  hieraus  die  vollständige  Identität  beider  Reihen,  d.  h.  es  ist 

a  =  a',    6  =  V,    c  =  cf  .  .  . 
a  =  a',     ß  =  ß',     y  =  y'  .  .  . 

Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  annehmen,  es  sei  a  <£>  a'\ 
multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  «*,  so  erhalten  wir 

°+>(t)'+<t)'+--- 
-*(7)'+'(y)'+''(7)'+- 

Da  nun  sowohl  die  Werthe 


als  auch  die  Werthe 


a 

a 

6' 

c 

a 

a 

F' 

d 

fortwährend  abnehmende  echte  Brüche  sind,  und  beide  Reihen 
convergiren,  so  überzeugt  man  sich  leicht*),  dass  mit  unbegrenzt 
wachsendem  s  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  sich  dem 
Grenzwerth  a  nähert,  und  ebenso  die  rechte  dem  Grenzwerth  et! 
oder  0,  je  nachdem  a  =  ol  oder  <  a!  ist.  Da  nun  beide  Seiten 
sich  nothwendig  demselben  Grenzwerth  nähern  müssen,  und  a  von 
Null  verschieden  ist ,  so  muss  a  =  a',  und  folglich  auch  a  =  a' 
sein.  Nachdem  so  die  Identität  der  ersten  Glieder  auf  beiden 
Seiten  bewiesen  ist,  kann  man  dieselben  fortlassen ;  aus  der  so  ent- 
stehenden Gleichung 


*)  Vergl.  Supplement  IX.  §.  143. 

~*S* 
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bs  ^  c  ~*~  '  '  '  —  V8  ^  c'<  "*"  '  " 

folgt  dann  auf  dieselbe  Weise,  dass  b  =  V  und  ß  =  ß'  sein  muss, 
und  so  kann  man  fortfahren. 

Wendet  man  dies  Princip  auf  unsere  obige  Gleichung  an,  so 
ergiebt  sich,  dass  jedes  6n,  dem  ein  von  Null  verschiedenes  tn  ent- 
spricht, nothwendig  eine  Zahl  v,  d.  h.  eine  durch  die  Formen  S 
darstellbare  Zahl,  und  dass  die  Anzahl  A„  der  verschiedenen  Dar- 
stellungen eines  solchen  v  =  tfw  gleich  7ttn  ist;  wenn  dagegen  rn  =  0 
ist,  so  kann  auch  6n  keine  durch  die  Formen  S  darstellbare  Zahl 
v  sein;  wir  können  daher  in  beiden  Fällen  sagen:  die  Anzahl  aller 
Darstellungen  einer  Zahl  ön  durch  die  Formen  S  ist  immer 


=  xr„  =  x  2  \-jf\ 


wo  8  alle  Divisoren  der  Zahlen  n  durchlaufen  muss*). 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.  Ist  D  —  —  1  (und  folglich  6  =  1),  so  ist  nur  eine  einzige 
Form  in  dem  System  S  enthalten,  für  welche  wir  die  Form  (1,  0,  1) 
wählen  können;  das  System  der  Zahlen  ön  ist  das  der  positiven 
ungeraden  Zahlen,  und  da  x  =  4  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat : 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  beliebigen  positiven  un- 
geraden Zahl  n  durch  die  Form  (1,  0,  1)  =  x%  -f  y2  ist  gleich 

4  1  (— l)V8(cT-i>  _  A(M—N) 

d.  h.  gleich  dem  vierfachen  Ueberschuss  der  Anzahl  M  ihrer  Divi- 
soren 8  von  der  Form  4  h  +  1  über  die  Anzahl  N  der  Divisoren  8 
von  der  Form  4  h  +  3. 

Die  darstellenden  Zahlen  #,  y  sind  gar  keiner  Beschränkung 
unterworfen;  es  leuchtet  ferner  ein,  dass  jedesmal  acht  verschiedene 
Darstellungen  eine  einzige  Zerlegung  in  zwei  Quadrate  geben;  nur 
wenn  eine  der  beiden  darstellenden  Zahlen  =  0  ist,  findet  eine 
Ausnahme  Statt,  weil  dann  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 
dieselbe  Zerlegung  liefern,  ein  Fall,  der  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  n  eine  Quadratzahl  ist.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Zer- 
legungen ist  daher  \{M—  JV+  1)  oder  \(M—  N),  je  nachdem  n 
eine  Quadratzahl  ist  oder  nicht.    So  ist  z.  B. 


*)  Vergl.  §.  124. 
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25  =  0*  +  5*  =  3*  +  4* 

45  =  3*  +  6* 

49  =  0*  +  7* 

65  =  l*  +  8*  =  4* +7*. 

Ist  endlich  n  eine  Primzahl,  so  ergiebt  sich  wieder,  dass  n 
auf  eine  einzige,  oder  auf  gar  keine  Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegt 
werden  kann ,  je  nachdem  n  von  der  Form  4  h  +  1 ,  oder  von  der 
Form  4  h  -f  3  ist  (§.  68). 

2.  Für  die  positive  Determinante  D  =  2  existiren  nur  die 
beiden  einander  äquivalenten  reducirten  Formen  (1,  1,  —  1)  und 
( —  1,  1,  1),  also  nur  eine  einzige  Classe;  als  repräsentirende  Form 
kann  man  daher  auch  (1,  0,  —  2)  =  x*  —  2  y*  wählen.  Da  die 
kleinsten  der  Gleichung  T*  —  2  U2  =  1  genügenden  Zahlen  T  =  3, 
U  =  2  sind ,  so  werden  nur  solche  Darstellungen  betrachtet ,  in 
welchen  y  ^  0,  2  x  >  3  y  ist    Da  ferner 

(y)  =  (-  l)%(trf  -D  =  +  i  oder  =  - 1 

ist,  je  nachdem  8  =  8A+1  oder  8  =  Sh  +  b  ist,  so  bekommen 
wir  folgendes  Resultat: 

Die  Anzahl  aTier  den  obigen  Bedingungen  genügendeti  Dar- 
stellungen (#,  y)  einer  beliebigen  positiven  ungeraden  Zahl  n  durch 
die  Form  x2  —  2  y2  ist  gleich  dem  Ueberschuss  der  Anzahl  derjenigen 
Divisoren  von  n,  welche  die  Form  8Ä+1  haben,  über  die  Anzahl 
der  anderen  Divisoren. 


§.92. 

Eine  zweite  interessante  Anwendung  der  vorstehenden  Unter- 
suchung machen  wir  auf  die  Analysis.  Wir  haben  gesehen,  dass 
durch  Einsetzen  aller  den  Bedingungen  I.  und  IL  genügenden 
ganzzahligen  Werthenpaare  #,  y  in  die  Formen  (a,  i,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  die  Zahlen  ön  erzeugt  werden,  und  zwar  ist 


xrn  =  x  2  (yj 


die  Anzahl  der  verschiedenen  Erzeugungen  einer  solchen  Zahl  <5w, 
wenn  wieder  für  8  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden.  Nehmen 
wir  daher  von  jeder  der  Zahlen  ax2  -f-  2  bxy  +  cy2  eine  bestimmte 
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Fuhction  ^,  so  entsteht  auf  diese  Weise  jeder  Werth  il>(ön)  so  oft 
als  Ktn  angiebt.    Hieraus  folgt  wieder,  dass 

2  ty(ax*  +  2bxy  +  cy*)  +  •••  =  xS  tntl>(ön) 

sein  wird,  sobald  die  Function  ty  so  gewählt  wird,  dass  diese  un- 
endlichen Reihen  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  un- 
abhängige Summen  haben.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  man 

♦  (*)  =  <1° 

setzt,  wo  q  eine  reelle  oder  complexe  Grösse  bedeutet,  deren  Mo- 
dulus  ein  echter  Bruch  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  folgende 
sehr  allgemeine  Gleichung 

da  auf  der  rechten  Seite  derCoefficient  tn  selbst  wieder  eine  Summe 
ist,  in  welcher  ä  die  sämmtlichen  Divisoren  von  n  zu  durchlaufen 
hat,  so  kann  man,  indem  man  n  in  n'ö  verwandelt,  die  Gleichung 
auch  so  schreiben 

J  qax*  +  2bxy  +  cy*   -f    ...  =  X   2   /^\  qon>&^ 

wo  nun  rechts  eine  Doppelsumme  steht,  in  welcher  jeder  der  beiden 
Summationsbuchstaben  n'  und  ö  das  Gebiet  aller  Zahlen  n  zu 
durchlaufen  hat. 

Wir  wollen  die  vorstehende  Gleichung  auf  einige  specielle 
Fälle  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B.  D  =  —  1 ,  also  ö  =  1 ,  so 
haben  wir  links  nur  eine  einzige  Doppelsumme;  nehmen  wir  wie- 
der (1,  0,  1)  als  die  repräsentirende  Form,  so  ist  dieselbe  gleich 

2  q**+v\ 

worin  #,  y  alle  Werthenpaare  zu  durchlaufen  haben,  für  welche 
x2  4-  y2  ungerade  ausfällt;  es  muss  daher  eine  der  beiden  Zahlen 
x,  y  ungerade,  die  andere  gerade  sein;  da  man  nun  in  jeder  er- 
laubten Combination  x  mit  y  vertauschen  kann,  so  setzen  wir  fest, 
dass  x  nur  die  ungeraden,  y  nur  die  geraden  Werthe  durchlaufen 
soll,  müssen  dann  aber  die  so  beschränkte  Doppelreihe  mit  2  mul- 
tipliciren;  wir  erhalten  so 

2  2  3**+y*  =  2  2  qx*  <ly*  =  2  2  qx*  X  2  qy* 

wo  x  alle  positiven  und  negativen  ungeraden,  y  alle  positiven  und 
negativen  geraden  Zahlen  und  Null  zu  durchlaufen  hat ;  beschränken 
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wir  aber  x  auf  alle  positiven  ungeraden ,  und  y  auf  alle  positiven 
geraden  Zahlen,  so  können  wir  das  vorstehende  Product  auch  so 
schreiben 

4  2  a*f  X  (1  +  2  2  g"*). 
Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  (nach  §.  88)  die  Doppelsumme 

4  2  {^\  q»'*  =  42  (_l)V*(ef-D  gn'^ 

wo  vi  und  d  alle  positiven  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen  haben ; 
die  Summation  in  Bezug  auf  ri  ergiebt 

V  q-"f  =  q*  +  q**  +  g5 4  +  .  .  .  =  _£*     f 

mithin  wird  die  rechte  Seite  gleich 


und  wir  erhalten  daher  folgende  merkwürdige  Gleichung 
(3  +  g9  +  g*5  +  349+  •  •  •)  (1  +  224  +  2216  +  2236+  •  •  0 

_    g g!_  .  _«! «L_  . 

1  _  q2        i  _ 26  T"  i  —  qio        i  _2u  1" 

welche,  wie  die  anderen  Gleichungen,  welche  negativen  Determi- 
nanten entsprechen,  auch  aus  der  Theorie  der  Elliptischen  Func- 
tionen abgeleitet  werden  kann  *). 

Für  positive  Determinanten  fallen  die  entsprechenden  Glei- 
chungen weniger  einfach  aus,  weil  auf  der  linken  Seite  die  Varia- 
bein xy  y  immer  noch  der  Bedingung  IL  unterworfen  sind.  Nehmen 
wir  z.  B.  D  =  2,  also  ö  =  1,  x  =  1,  so  erhalten  wir  in  ähnlicher 
Weise  die  Gleichung 


2  <?**-***  =  2  (j)i*n' 


+  T-^7   + 


wo  auf  der  linken  Seite  für  #,  y  alle  Werthenpaare  zu  setzen  sind, 
die  den  Bedingungen  y  3^0,2#>  Sy  genügen,  und  für  welche 
ausserdem  x2  —  2y2  und  also  x  ungerade  ist. 


*)    Man    vergleiche  Jacobi:    Fundamenta    nova    theoriae  functionuw 
ellipticarum  1829  pagg.  92,  103,  184. 
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§•93. 

Wir  kehren  nun  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande,  der 
weiteren  Behandlung  der  Gleichung  (§.  90) 

zurück,  und  es  wird  gut  sein,  den  Gang  der  Untersuchung  hier 
mit  wenigen  Worten  im  Voraus  anzugeben.  Man  würde  auf  un- 
übersteigliche  Schwierigkeiten  stossen,  wenn  man  die  auf  der  linken 
Seite  angedeuteten  Summationen  für  einen  beliebigen  Werth  von 
s  >  1  wirklich  ausführen  wollte.  Lässt  man  dagegen  den  Expo- 
nenten s  immer  mehr  abnehmen  und  gegen  den  Werth  1  conver- 
giren,  so  wird  gleichzeitig  jede  dieser  Summen  über  alle  Grenzen 
wachsen,  und  bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich,  dass  das  Product 
aus  einer  solchen  Summe  und  aus  (s  —  1)  sich  einem  festen  end- 
lichen Grenzwerth  L  nähert,  welcher  nur  von  der  allen  Formen 
gemeinschaftlichen  Determinante  D  abhängt,  und  folglich  wird  der 
Grenzwerth  der  ganzen  mit  (s  —  1)  multiplicirten  linken  Seite 
=  hL  sein,  wenn  man  mit  h  die  Anzahl  der  Summen,  d.  h.  also  ' 
die  Anzahl  der  in  dem  Formensystem  S  enthaltenen  Formen 
(a,  6,  c)  .  .  .  bezeichnet.  Da  ferner  der  Grenzwerth  der  mit  (s  —  1) 
multiplicirten  rechten  Seite  sich  direct  bestimmen  lässt,  so  erhält 
man  auf  diese  Weise  einen  Ausdruck  für  die  Classenanzahl  A,  deren 
Bestimmung  ja  den  Gegenstand  unserer  ganzen  Untersuchung 
bildet. 

Bevor  wir  aber  dazu  übergehen,  diesen  Grenzprocess  durch- 
zuführen, müssen  wir  noch  einige  vorläufige  Fragen  erörtern,  deren 
Beantwortung  für  unseren  Zweck  durchaus  erforderlich  ist.  Zu- 
nächst wenden  wir  uns  dazu,  die  den  Summationsbuchstaben  xy  y 
auferlegte  Bedingung  I.  (§.  90)  so  umzuformen,  dass  man  einen 
deutlichen  Ueberblick  über  das  System  der  ihr  genügenden  Wer- 
thenpaare  #,  y  erhält.  Zu  dem  Ende  dürfen  wir  annehmen,  dass 
der  Repräsentant  (a,  6,  c)  einer  ganzen  Glasse  immer  so  gewählt 
ist,  dass  der  Quotient  a  :  6  nicht  nur,  wie  schon  früher  festgesetzt 
wurde,  positiv,  sondern  auch  relative  Primzahl  gegen  2  D  ist  Von 
der  Berechtigung  zu  dieser  Annahme  wird  man  sich  durch  die 
folgende  Betrachtung  überzeugen.    Ist 
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(o,  6,  c)  =  6(Ax*  +  Bxy  +  Cj/*)  =  <SF 

eine  beliebige  Form  vom  Theiler  6 ,  und  r  irgend  eine  Primzahl, 
so  kann  man  den  beiden  Variabein  x,  y  der  Form  stets  solche 
Werthe  beilegen,  dass  der  Werth  von  F  nicht  durch  r  theilbar 
wird;  denn  ist  eine  der  beiden  Zahlen  A,  C,  z.  B.  A,  nicht  durch 
r  theilbar ,  so  gebe  man  x  einen  durch  r  nicht  theilbaren ,  y  da- 
gegen einen  durch  r  theilbaren  Werth;  sind  aber  beide  Coeffi- 
cienten  -4,  C  durch  r  theilbar,  so  ist  B  gewiss  nicht  durch  r  theil- 
bar, und  folglich  genügt  es  dann,  x  und  y  Werthe  beizulegen,  die 
beide  nicht  durch  r  theilbar  sind.  Man  kann  folglich  auch  x  und  y 
immer  so  wählen,  dass  der  Werth  von  F  relative  Primzahl  gegen 
irgend  eine  vorgeschriebene  Zahl  Je  wird;  denn  bezeichnet  man  mit 
r*,  r",  r"'  .  .  .  die  sämmtlichen  in  k  aufgehenden  Primzahlen ,  so 
braucht  man  nur  zu  bewirken ,  dass  F  durch  keine  einzige  der- 
selben theilbar  wird,  was  nach  dem  eben  Gesagten  sich  stets  dadurch 
erreichen  lässt,  dass  die  beiden  Variabein  #,  y  durch  einige  dieser 
Primzahlen  theilbar,  durch  andere  nicht  theilbar  angenommen 
werden  —  Bedingungen,  die  sich  stets  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  erfüllen  lassen.  Man  kann  hinzufügen,  dass  x,  y 
ausserdem  noch  so  gewählt  werden  können,  dass  der  Werth  von  F 
positiv  ausfällt;  für  eine  negative  Determinante  D  versteht  sich 
dies  von  selbst,  da  wir  Formen  mit  negativen  äusseren  Coefficienten 
ausschliessen ;  für  eine  positive  Determinante  braucht  man,  da 

,     aöF  =  (ax  +  byy  —  Dy 2 

ist,  nur  dafür  zu  sorgen,  dass,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  entsprechend  (ax  +  by)  absolut  genommen  grösser  oder  kleiner 
als  y  V  D  ausfällt ,  und  offenbar  lassen  die  bisher  den  Variabein 
x,  y  auferlegten  Bedingungen,  durch  einige  Primzahlen  theilbar, 
durch  einige  andere  nicht  theilbar  zu  sein,  noch  solchen  Spielraum 
für  ihr  Grössenverhältniss ,  dass  auch  dieser  Forderung  noch  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  genügt  werden  kann.  Endlich 
können  wir  noch  behaupten,  dass  für  die  Variabein  #,  y  auch  solche 
Werthe  gewählt  werden  können,  welche  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind  und  doch  die  übrigen  Bedingungen  erfüllen,  dass 
F  positiv  und  relative  Primzahl  gegen  die  vorgeschriebene  Zahl  Je 
ist;  denn  haben  x  und  y  einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so  braucht 
man  sie  nur  durch  Division  von  demselben  zu  befreien,  und  die 
Quotienten,  die  unter  einander  relative  Primzahlen  sind,  bilden  ein 
solches  allen  Anforderungen  genügendes  Werthenpaar. 
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Wir  machen  von  der  vorstehenden  (auch  für  andere  Unter- 
suchungen nützlichen)  Betrachtung  eine  specielle  Anwendung  auf 
den  Fall,  in  welchem  Je  =  2D  ist;  wir  können  dann  so  sagen:  ist 
(a,  6,  c)  irgend  eine  Form  vomTheiler  6  und  von  der  Determinante 
D,  so  kann  man  stets  zwei  relative  Primzahlen  a,  y  von  der  Be- 
schaffenheit finden,  dass 

o^  _  aa2  +  2bocy  +  cy2 

positiv  und  relative  Primzahl  gegen  2  D  wird.  Da  nun  a,  y  rela- 
tive Primzahlen  sind,  so  kann  man  (§.  24)  irgend  ein  Paar  von 
Werthen  ß,d  wählen,  welche  der  Gleichung  ad  —  ßy=  1  genügen, 
und  dann  geht  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Substitution  (£;  $)  in 
eine  äquivalente  Form  über,  deren  erster  Coefficient  a!  positiv  ist 
und  ausserdem  die  Eigenschaft  hat,  dass  o!  :  6  relative  Primzahl 
gegen  2  D  ist  Und  hiermit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nach- 
weis geliefert,  dass  in  jeder  Formenclasse  solche  Repräsentanten 
ausgewählt  werden  können,  welche  die  obige  neue  Bedingung 
erfüllen. 


§.94. 

Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  die  repräsentirende  Form 
(a,  6,  c)  so  gewählt  ist,  das  a :  6  nicht  nur  positiv,  sondern  auch 
relative  Primzahl  gegen  2  D  ist,  und  fragen  nun  nach  dem  System 
aller  Werthenpaare  #,  y,  welche  der  Bedingung  L  genügen,  dass 

ax2  +  2  bxy  +  cy2 

0 

relative  Primzahl  gegen  22)  wird*).     Bezeichnen  wir  wie  früher 
mit  4  den  absoluten  Werth  der  Determinante  D,  so  kann  man  stets 

x  =  24v-\-a,    y  =  14vO'\-y 

setzen,  wo  a  und  y  irgend  welche  der  2  ^/  Zahlen 

0,  1,  2,  .  .  .(2z/  —  1), 


*)  Ganz  ähnlich  lässt  sich  auch  der  Fall  behandeln,  wenn  (a,  b,  c)  keine 
ursprüngliche  Form  ist;  man  kann  dann  gleich  darauf  ausgehen,  die  An- 
zahl der  Classen  von  beliebigem  Theiler  a  zu  bestimmen,  und  erhält  auf 
diese  Weise  ebenfalls  das  unten  (in  §.  100)  gewonnene  Resultat. 


Classenanzahl  der  Formen.  235 

und  v  und  w  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten;  jede  Combination 
zweier  ganzen  Zahlen  #,  y  kann  stets  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  diese  Form  gebracht  werden.    Da  nun  aus 

x  =  a  (mod.  2  A)    und    y  =  y  (mod  2  A) 
auch 

ax*  +  2bxy  +  cy'  =  a*2  +  2bay  +  cy2        d  2 

folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  man  unter  den  sämmtlichen  4  z/2  Com- 
binationen  (a,  y)  nur  diejenigen  zu  ermitteln  hat,  für  welche 

«a2  +  2bay  +  cy2 
_ 

relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.  Die  gesuchten  Combinationen 
(#i  y)  vertheilen  sich  dann  in  zusammengehörige  Paare  von  arith- 
metischen Reihen,  deren  Differenz  =  2  4  ist,  und  deren  Anfangs- 
glieder a,  y  specielle  solche  Combinationen  sine},  die  dieselbe 
Bedingung  erfüllen.  Uns  kommt  es  nun  weniger  darauf  an ,  wirk- 
lich alle  diese  Combinationen  (a,  y)  genau  zu  definiren,  als  viel- 
mehr, nur  ihre  Anzahl  sicher  festzustellen,  weil  diese  allein  bei 
dem  späteren  Grenzübergang  eine  Rolle  spielt.  Hierzu  ist  es  aber 
nöthig  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens-.  <>  =  1.  Wir  fragen  nach  der  Anzahl  der  Combi- 
nationen (a,  y),  für  welche  au2  +  2bocy  -f  cy2  oder,  da  a  relative 
Primzahl  gegen  2  J  ist,  für  welche 

a(acc2  +  2buy  +  cy2)  =  (acc  +  by)2±Ay2 

relative  Primzahl  gegen  2  d  wird.  Setzt  man  zunächst  für  y  irgend 
eine  der  d  geraden  Zahlen 

0,  2,  4  ...  (2  <d  —  2), 

so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  (aoe  -f  by)2  und  folglich 
(aa  +  by)  relative  Primzahl  gegen  2  4  werde;  lässt  man  aber  a 
das  in  Bezug  auf  den  Modulus  2  J  vollständige  Restsystem 

0,  1,  2  .  .  .  (2^  —  1) 

durchlaufen ,  während  y  seinen  Werth  behält ,  so  durchläuft  (nach 
§.  18)  der  Ausdruck  (aa  +  6y),  weil  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modulus  ist,  ebenfalls  ein  vollständiges  Restsystem,  und  folglich 
gehören  zu  jedem  solchen  geraden  y  genau  q>  (2  4)  erlaubte  Werthe 
von  a,  wo  die  Charakteristik  <p  im  früheren  Sinne  (§.  11)  gebraucht 
ist.    Jedem  der  J  ungeraden  Werthe 
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1,  3  .  .  .  (24  —  1) 

von  y  entsprechen  ebenfalls  y(2  4)  erlaubte  Werthe  von  a;  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  wenn  4  gerade  ist,  weil  die  Forderung 
sich  dann  ebenfalls  darauf  reducirt,  dass  (act  +  by)  relative  Prim- 
zahl gegen  2  4  werden  muss.  Ist  aber  4  und  also  auch  +  4y2 
ungerade,  so  muss,  da 

(aa  -f  by)2  ±  4y* 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  4  werden  soll,  (aa-\-by) 
gerade  und  relative  Primzahl  gegen  4  werden,  und  folglich  muss 
auch  der  Rest  von  (acc  +  by)  in  Bezug  auf  den  Modul  2  4  gerade 
und  relative  Primzahl  gegen  4  sein,  und  umgekehrt  wird,  sobald 
dies  der  Fall  ist,  die  obige  Forderung  erfüllt  sein.  Durchläuft 
nun  a  alle  seine  2  z/ Werthe,  so  durchläuft  der  Rest  von  (acc  -f  by) 
dieselben  2  4  Werthe ;  unter  diesen  sind  die  folgenden  4  Reste 
gerade 

0,  2,  4  ..  .  2(4—  1), 

und  unter  diesen  sind  <p^4)  relative  Primzahlen  gegen  die  un- 
gerade Zahl  4.  Dies  ist  also  die  Anzahl  der  zu  jedem  ungeraden 
y  gehörenden  erlaubten  Werthe  von  a;  da  nun  aber  4  ungerade, 
also  relative  Primzahl  gegen  2  ist,  so  ist  auch  qp  (2  4)  =  9?  (2)  <p  (4) 
=  <p(4),  und  folglich  haben  wir  in  allen  Fällen  dieselbe  Antwort: 
zu  jedem  geraden  oder  ungeraden  y  gehören  stets  q>(24)  erlaubte 
Werthe  von  a;  mithin  existiren  im  Ganzen  24  qp  (24)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Zweitens:  0  =  2;  a  und  c  gerade,  b  ungerade,  und  D  =  1 
(mod.  4).    Es  fragt  sich:  für  wieviele  Combinationen  (a,  y)  ist 

laa2  +  bay  +  \cy2 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  4ci  —  Wir  beschränken 
uns  zunächst  darauf,  die  Combinationen  zu  bestimmen,  für  welche 
dieser  Werth  ungerade  ausfällt.  Da  wir  den  Repräsentanten 
(a,  ft,  c)  so  gewählt  haben ,  dass  |  a  relative  Primzahl  gegen  2  4 
und  also  auch  ungerade  ist,  so  wird 

D  —  b2  —  ac  =  1     oder    =  5  (mod.  8), 

je  nachdem  \c  gerade  oder  ungerade  ist;  im  ersten  Fall  muss  da- 
her cc(\aa  +  by)  ungerade,  also  a  ungerade,  und  y  gerade  sein;  im 
zweiten  Fall  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  a  und  y 
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ungerade  sein.  Die  Anzahl  der  erlaubten  Combinationen  ist  hier- 
durch im  ersten  Falle  auf  ^a,  im  zweiten  auf  3  ^2  herabgedrückt. 
Soll  nun  der  Werth  von  |aa3-f  b^y  +  \cy*  auch  relative 
Primzahl  gegen  z/  werden,  so  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass 

(aci+byy±4y*  =  2a(£aa2  +  bcty  +  \ca*) 

oder  also  (aa  -f  by)  relative  Primzahl  gegen  4  werde.  Im  ersten 
Fall,  wofl=l  (mod.  8)  ist,  dürfen  für  y  nur  gerade,  für  a  nur 
ungerade  Werthe  gesetzt  werden.  Giebt  man  daher  y  einen  be- 
stimmten der  d  Werthe 

0,  2,  4  ...  (2  ^  —  2) 
und  lässt  dann  a  die  sämmtlichen  4  Werthe 

1,  3,  5  .  .  .(2,4— -1) 

durchlaufen,  welche  offenbar  in  Bezug  auf  den  Modul  d  ein  voll- 
ständiges Restsystem  bilden,  so  gilt  (da  a  relative  Primzahl  gegen 
z/  ist)  dasselbe  von  den  d  entsprechenden  Zahlen  (««  +  6y),  und 
folglich  sind  unter  denselben  q>  (J)  =  <p  (2  A)  relative  Primzahlen 
gegen  z/.  Im  Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  Fall  4q>(2d) 
erlaubte  Combinationen  (a,  y).  —  Im  zweiten  Fall,  wo  D  =  5 
(mod.  8)  ist,  und  in  welchem  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
a,  y  ungerade  sein  muss,  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass 
jedem  geraden  Werthe  von  y  wieder  g?(^)  =  q>  (2  z/)  ungerade 
Werthe  von  a  entsprechen,  woraus  zunächst  z/qp  (2  z/)  zulässige 
Combinationen  entspringen;  ist  aber  y  ungerade,  und  durchläuft 
a  seine  sämmtlichen  2  z/  Werthe ,  so  durchläuft  der  Ausdruck 
(aa-{-by)  zweimal  dasselbe  vollständige  Restsystem  in  Bezug  auf 
den  Modulus  z/;  es  giebt  daher  immer  2<p(z/)  =  2<p(2z/)  erlaubte 
Werthe  von  a,  so  dass  aus  den  z/  ungeraden  Werthen  von  y  ge- 
nau 2z/<p(2z/)  erlaubte  Combinationen  (a,  y)  entspringen.  Im 
Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  zweiten  Falle  3  z/qp  (2  z/)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Wir  können  die  sämmtlichen  Fälle  so  zusammenfassen:  die 
Anzahl  der  Paare  von  zusammengehörigen  arithmetischen  Reihen 

x  —  2  dv  +  a,    y  =  2  z/w  +  y 
welche  der  Bedingung  I.  genügen,  ist 

=  (o  .  z/<p(2z/), 
wo 
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3, 
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6 
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und 
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— 

5  (mod.  8) 

ist. 


8.  95. 

Wir  kehren  nun  zu  unserer  Hauptgleichung  zurück,  der  wir 
die  Form 

geben,  indem  wir  s  =  1  +  q  setzen,  mit  q  multipliciren  und  durch 
ö1  +  e  dividiren;  lassen  wir  jetzt  die  positive  Zahl  q  unendlich  klein 
werden,  so  haben  wir  die  Grenzwerthe  der  einzelnen  Glieder  zu 
bestimmen,  welche  sich  auf  der  linken  und  rechten  Seite  befinden. 
Indem  wir  mit  der  Discussion  der  linken  Seite  beginnen,  wird  es 
wieder  nothwendig,  den  Fall  einer  negativen  Determinante  von 
dem  einer  positiven  vollständig  zu  trennen. 

Wir  nehmen  daher  zunächst  an ,  die  Determinante  D  sei  ne- 
gativ = —  <4.  Dann  sind  die  Variabein  x,  y  in  der  der  Form 
(a,  6,  c)  entsprechenden  Summe  nur  der  Bedingung  I.  unterworfen, 
und  wir  haben  eben  gesehen,  dass  eine  solche  Summe  in  a>4<p(24) 
Partialreihen  zerfällt,  welche  den  einzelnen  zulässigen  Combinatio- 
nen  (a,  y)  entsprechen.  Betrachten  wir  daher  zunächst  nur  eine 
einzige  solche  Partialsumme 

y     1 

9  Z  (ax*  +  2bxy  +  cy*y  +  Q' 

in  welcher  x,  y  alle  Werthe 

x  =  2  4v  -\-  a,    y  =  2  4w  +  y 

zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  zulässigen  Combination 
(a,  y)  und  allen  denkbaren  ganzzahligen  Werthen  #,  w  entsprechen. 
Nach  den  in  den  Supplementen  (II.  §.  118)  aufgestellten  Principien 
ist  der  Grenzwerth  des  vorstehenden  Productes  identisch  mit  dem 
des  Quotienten  T:  t,  wo  t  eine  über  alle  Grenzen  wachsende  posi- 
tive Zahl,  und  T  die  zugehörige  Anzahl  der  dargestellten  Zahlen 
ax*  +  2bxy  +  cy2  bedeutet,  welche  nicht  grösser  als  t  sind,  für 
welche  also 
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•(Ä)'+»w-Ä+'(fy 


1 


ist.  Dieser  Grenzwerth  des  Quotienten  T:t  lässt  sich  leicht  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Betrachtung  bestimmen;  setzt  man 
nämlich 

x  t       y 

so  ist  T  die  Anzahl  der  Werthenpaare 

für  welche 

a&  +  2b£ri  +  cri*^  1  (2) 

wird;  sieht  man  nun  |,  r\  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punctes  in  einer  Ebene  an,  und  lässt  man  v  und  w  alle  ganz- 
zahligen Werthe  durchlaufen,  so  bilden  die  durch  die  Formeln  (1) 
bestimmten  Puncte  (£,  r\)  ein  Gitter,  welches  durch  die  recht- 
winklige Kreuzung  zweier  Systeme  von  Geraden  entsteht,  die  den 
Axen  parallel  sind,  und  von  denen  je  zwei  benachbarte  die  con- 
stante  Distanz  ä  =  2  d :  \t  haben.  Die  ganze  Ebene  wird  auf 
diese  Weise  in  Quadrate  von  dem  Flächeninhalt 

*'  =  — 

zerlegt,  deren  Eckpuncte  jene  Puncte  (£,  r\)  sind;  und  folglich  ist 
T  die  Anzahl  derjenigen  dieser  Gitterpuncte  (g,  1?),  welche  nicht 
ausserhalb  der  durch  die  Gleichung 

«!*  +  2  6^  +  ^=  l  (3) 

dargestellten  Curve  liegen;  da  nun  62  —  ac=  —  4  negativ  (und 
a  positiv)  ist,  so  ist  diese  Curve  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunct 
mit  dem  Nullpunct  des  Coordinatensystems  zusammenfällt.  Nach 
einem  ebenfalls  in  den  Supplementen  (III.  §.  120)  aufgestellten 
Hülfssatz  hat  folglich  das  Product 

den  Flächeninhalt  A  dieser  Ellipse  zum  Grenzwerth,  wenn  t  un- 
endlich gross  und  also  8  unendlich  klein  wird;  es  ist  daher  der 
gesuchte  Grenzwerth 
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lim  — -  = 


woraus  schon  folgt,  dass  derselbe  von  (a,  y)  unabhängig  und  also 
für  jede  der  G>dq>(24)  Partialsummen ,  welche  unsere  Summe 
constituiren,  derselbe  ist  Mithin  ist  der  Grenzwerth  dieser,  der 
Form  (a,  6,  c)  entsprechenden  Summe 

oY 1 

9  z  (ax*  +  2bxy  +  cy*)l+Q 
gleich 

wo  A  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  (3)  bezeichnet  *).  Um  diesen 
zu  bestimmen,  transformire  man  die  Gleichung  der  Ellipse  durch 
Einführung  solcher  rechtwinkliger  Coordinaten,  welche  mit  den 
Hauptaxen  der  Ellipse  zusammenfallen,  wodurch  sie  die  Form 

a'?*  +  (fti'*  =  1 

annehmen  wird.  Bekanntlich  bleibt  bei  einer  solchen  orthogonalen 
Transformation  die  Determinante  b2  —  ac  ungeändert,  so  dass 

a*d  =  ac  —  b2  =  J 

ist;  andererseits  sindVa'  und  yd  die  reciproken  Werthe  der  beiden 
Halbaxen,  und  folglich  ist 

.  7t  7t 


wo  natürlich  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Es  ergiebt 
sich  also  das  merkwürdige  Resultat,  dass  dieser  Flächeninhalt  A, 
und  folglich  auch  der  obige  Grenzwerth 

ca  7t  q>  (2  d) 

der  auf  die  eine  Form  (a,  6,  c)  bezüglichen  Summe  von  den  ein- 
zelnen Coefficienten  a,  ft,  c  und  folglich  von  der  individuellen  Natur 
dieser  Form  gänzlich  unabhängig  ist.  Denselben  Grenzwerth  wird 
daher  jede  andere,  einer  anderen  Form  (a',  V,  d)  des  Systems  S 


*)  Daraus,  dass  der  Quotient  T  :  *  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth 
nähert,  geht  zufolge  des  in  den  Supplementen '(IL  §.  118)  aufgestellten 
Satzes  nachträglich  hervor,  dass  die  bisher  betrachteten  unendlichen  Reihen 
für  jeden  positiven  Werth  von  q,  also  für  alle  Werthe  *  >  1  convergiren. 
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entsprechende,  Summe  haben;  bezeichnen  wir  daher  mit  h  die 
Anzahl  dieser  einzelnen  Summen  auf  der  linken  Seite  unserer 
Gleichung,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher  Formen 
der  öten  Art  für  die  negative  Determinante  D  =  —  z/,  so  wird  der 
Grenzwerth  der  ganzen  linken  Seite  gleich 

coitq>(24)  i 
1TJV2" 


§.96. 

Gehen  wir  nun  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  über,  so  haben 
wir  wieder  mit  Hülfe  der  in  den  Supplementen  (IL  §.  117)  aufge- 
stellten Principien  den  Grenzwerth  des  Productes 

zu  ermitteln,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  n  bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  2J  sind.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  v,  i/,  i/1  ...  die  qp(2z/)  ersten  dieser  Zahlen, 
nämlich  diejenigen,  welche  <2  4  sind,  so  kann  man  die  vorste- 
hende Summe  in  <p  (2  z/)  Partialsummen  von  der  Form 

9  |v^  +  (i/  +  2^/)1  +  e  +  (v  +  4^/)1+e  +  (v  +  6^)1  +  (?''         } 

zerlegen,  in  welcher  die  unter  dem  Exponenten  (1  +  q)  stehenden 
Zahlen  jedesmal  eine  arithmetische  Reihe  von  der  Differenz  2^/ 
bilden;  da  nun  nach  dem  in  den  Supplementen  behandelten  spe- 
cialen Fall  der  Grenzwerth  einer  solchen  Partialreihe 

1 


2z/ 


und  also  unabhängig  von  v  ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen 

Summe 

_jK2£) 

und  mithin  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen   rochton  Seite  der 
Hauptgleichung 

xtp(2  4)v      v  /D\     1 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  16 
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Da  aber  beide  Seiten  für  jeden  Werth  von  s  >  1 ,  d.  b.  für  jeden 
positiven  Werth  von  q  identisch  sind,  und  da  sie  folglich,  wenn 
überhaupt  einen,  nothwendig.  denselben  Grenzwerth  haben  müssen, 
so  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung,  indem  wir  D  =  —  4  resti- 
tuiren, 

h=   »«_  v^=3  .  Km  2  A£W 
öcoTt  \n /  n1  +  Q 

als  Ausdruck  für  die  Classenanzahl  der  ursprünglichen  Formen 
tfter  Art  (mit  positiven  äusseren  Coefficienten)  für  eine  negative 
Determinante  D\  hierin  ist  ferner  (nach  §.  88) 

x  =  4,  wenn  D  = —  1, 

x  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  6  =  2, 

k  =  2  in  den  übrigen  Fällen; 

und  (nach  §.  94) 

gj  =  2,  wenn  6  =  1, 

ö  =  1,  wenn  6  =  2  und  D  =  1  (mod.  8), 

ca  =  3,  wenn  (5  =  2  und  D  =  5  (mod.  8). 


§.  97. 

Für  Formen  der  ersten  Art  erhalten  wir  daher,  indem  wir 
<j  =  1,  x  =  2  und  ei  =  2  setzen, 

k  =  1  V=D  .Um  2  (-)  -jU 

mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles  D  =  —  1 ,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  =  4  ist,  und  folglich 

»  =  i]ims<-i);y 

wird;  es  wird  später  (§.  101)  allgemein  gezeigt  werden,  dass 

ist,  vorausgesetzt,  dass  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder  ihrer 
Grösse  nach  geordnet  werden;  in  dem  speciellen  Fall  D  =—  1 
wird  daher 
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da  der  Werth  der  in  der  Parenthese  befindlichen  unendlichen 
Reihe  von  Leibnite  bekanntlich  =  \n  ist;  hierin  liegt  also  eine 
Bestätigung  unserer  Principien,  da  in  der  That  für  die  Determi- 
nante D  =* —  1  nur  eine  einzige  Classe  von  Formen  (mit  positiven 
äusseren  Coefficienten)  existirt 

Wir  wollen  nun  mit  der  vorstehenden  Formel  für  die  Classen- 
anzahl h  der  Formen  der  ersten  Art  die  für  die  Anzahl  h!  der 
Formen  der  zweiten  Art  vergleichen.  Wir  unterscheiden  zu  dem 
Zweck  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  =  1  oder  D  =  5  (mod.  8) 
ist    Im  ersten  Fall  ist  x  =  2  und  cd  =  1,  folglich 

V  =  1  V=B  .  lim  2  ( -)  -^  =  h ; 

im  zweiten  Fall  dagegen  ist  cd  =  3  und  x  =  2,  also 

ausgenommen  den  einzigen  Fall  D  =  —  3,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  =  6,  und  folglich  wieder 


ist.    Wir  können  daher  so  zusammenfassen:  es  ist 

hf  —  ä,  wenn  D  =  1  (mod.  8),  und  für  D  =  —  3 ; 

h!  =  |ä,  wenn  D  =  5  (mod.  8),  ausgenommen  D  =  —  3. 

Diese  Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  der  Formen  der  ersten 
und  der  zweiten  Art  hat  schon  Gauss  gefunden,  aber  auf  einem 
ganz  anderen  Wege  *). 


§.98. 

Wir  haben  nun  dieselbe  Untersuchung  für  den  Fall  einer  po- 
sitiven Determinante  D  =  J  zu  wiederholen.  Betrachten  wir 
zunächst  die  linke  Seite,  so  zerlegen  wir  wieder  jede  auf  eine  be- 
stimmte Form  (a,  6,  c)  bezügliche  Summe  in  a>Jq>(2  4)  Partial- 
summen  von  der  Form 

v 1 

(>  ~  (aop  +  2  bxy  +  cy2)1  +  Q ' 


*)  D.  A.  art.  256,  VI.  —  Vergl.  §.  151,  I. 

16' 


V 
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in  deren  jeder  die  Summationsbuchstaben  alle  Werthenpaare 

x  =  2Jv  +  a,    y  =  24w  +  y  (1) 

zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  Combination  (oc,  y) 
und  allen  ganzzahligen  Werthen  v,w  entsprechen;  jetzt  aber  treten 
ausserdem  noch  die  Isolirungsbedingungen  II.  hinzu,  denen  gemäss 

t/^0,     U(ax  +  by)  >  Ty  (2) 

sein  soll.  Diese  letzteren  Bedingungen  haben,  wie  wir  schon  früher 
gesehen  haben  (§.  87),  zur  Folge,  dass 

ax  +  (b  +  VD)y,    ax  +  (b  —  VD)y, 

und  also  auch 

ax2  -\-2bxy  +  cy2 

positive  Zahlen  sind,  und  wir  können  daher  wieder  die  in  den 
Supplementen  aufgestellten  Principien  anwenden;  bezeichnen  wir 
mit  t  einen  beliebigen  positiven  Werth  und  mit  r  die  Anzahl  der- 
jenigen in  den  Reihen  (1)  enthaltenen  und  zugleich  den  Bedin- 
gungen (2)  genügenden  Werthenpaare  #,  y,  für  welche 

ax2  +  2bxy~\-cy2  <:  t  (3) 

ist,  so  haben  wir  nur  den  Grenzwerth  des  Quotienten  %  :  t  für 
unbegrenzt  wachsende  Werthe  von  t  zu  bestimmen,  um  dadurch 
zugleich  den  Grenzwerth  der  obigen  Partialsumme  zu  finden,  welche 
der  einen  Combination  (a,  y)  entspricht.  Setzen  wir  wieder  (in- 
dem wir  yt  positiv  nehmen) 

«. x_         y_ 

*~vv  n~yv 

und  sehen  wir  £,  1?  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punctes 
einer  Ebene  an,  so  ist  x  die  Anzahl  derjenigen  in  der  Doppelreihe 

„        2z/     ,    a  24       ,    y 

*=vtv+w  ri=vtw+vt 

enthaltenen  Gitterpuncte,  welche  den  drei  Ungleichheiten 

if^0,     U(a£  +  bri)  >  Tri, 
ap  +  2b£ri  +  cr)?^  1 

Genüge  leisten,  d.  h.  welche  innerhalb  eines  Stückes  der  £i?-Ebene 
liegen,  das  zum  Theil  durch  die  Axe  der  £,  zum  Theil  durch  eine 
durch  den  Nullpunct  gehende  Gerade,  und  endlich  durch  eine  Hy- 
perbel begrenzt  wird,  die  den  Nullpunct  zum  Mittelpuncte  hat. 
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Bezeichnen  wir  mit  B  den  Flächeninhalt  dieses  Stückes  der  £17- 
Ebene,  so  wird  nach  den  in  den  Supplementen  aufgestellten  Prin- 
cipien,  wenn  t  unendlich  gross,  und  also  die  Kante  d  =  2  d  :  Yt 
der  Gitterquadrate  unendlich  klein  wird, 


also 


limr  .  «2  =  4^2.  lim-J  =  JB, 

V 

,.      r  B 

hm  —  = 


t        44* 


sein.  Da  dieser  Grenzwerth  zugleich  der  Grenzwerth  der  Partial- 
summe  ist,  welche  sich  auf  die  eine  Combination  (a,  y)  bezieht,  so 
wird,  da  hierin  die  Werthe  a,  y  ganz  herausgefallen  sind,  jede  der 
o^/y  (2J)  Partialsummen,  welche  den  verschiedenen  Combi- 
nationen  (a,  y)  entsprechen,  und  welche  zusammen  die  auf  die  Form 
(a,  J,  c)  bezügliche  Summe  constituiren,  denselben  Grenzwerth 
haben;  und  mithin  wird 

der  Grenzwerth  der  ganzen  Summe 

1 


9l 


(ax2  +  2bxy  +  cy2Y  +  Q 

sein.  Um  nun  den  Flächeninhalt  B  des  durch  die  drei  obigen  Un- 
gleichheiten definirten  Hyperbelsectors  zu  finden,  wird  man  am 
besten  Polarcoordinaten  r,  <p  einführen,  indem  man 

|  =  r  cos  9,    r\  =  r  sin  <p 

setzt,  wo,  wie  gewöhnlich,  r  stets  positiv  und  <p  zwischen  0  und  2  n 
genommen  werden  soll,  was  hinreicht,  um  jeden  Punct  (g,  r\)  der 
Ebene  einmal  und  nur  einmal  zu  erzeugen.  Durch  diese  Trans- 
formation verwandeln  sich  die  früheren  Grenzbedingungen  in  fol- 
gende : 

sin <p  ^>  0;     ?7(acotang <p  +  b)  >  T\ 

r2  (a  cos  q>2  +  2  b  cos  <p  sin  q>  +  c  sin  <p2)  <;  1, 

und  wir  wiederholen  die  frühere  Bemerkung,  dass  für  jeden,  den 
beiden  ersten  Bedingungen  genügenden  Winkel  9?  die  Grössen 

a  cos  <p  -f  (b  +  VD)  sin  9,    a  cos  <p  +  (ft  —  VD)  sin  9, 
a  cos  <p2  +  2  ft  cos  9  sin  9  -f  c  sin  qp2 

positiv  sind,  so  dass  also  innerhalb  des  durch  diese  beiden  ersten 
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Bedingungen  begrenzten  Winkelraumes  keine  Asymptote,  sondern 
nur  ein  endliches  Stück  der  Hyperbel  liegt,  woraus  schon  folgt, 
dass  der  entsprechende  Sector  jedenfalls  einen  endlichen  Werth 
hat*).    Dieser  wird  bekanntlich  durch  die  Formel 


B  =  I    I  rdrd<p  =  ö"  /  r*&9 


gefunden,  wo  nun  in  dem  einfachen  Integral  rechts  für  r2  der  in 
der  Peripherie  der  Hyperbel  geltende  Werth 

a  cos  qp2  +  2  b  cos  q>  sin  <p  +  c  sin  <p2 

_  _a_i 1 1 |      1 

2  VD  \a  cotang  qp  +  b  —  VD      a  cotang  q>  -f  b  +  VD)  sin  g>2 

zu  setzen  ist;  wir  erhalten  daher,  indem  wir  cotang  qp  als  neue 
Variabele  betrachten,  und 

4|5=-d  cotang» 
setzen,  das  unbestimmte  Integral 


1       C         ad  cotang  y  1       C 

~  4VDJ  a cotang g>  +  6  +  \D~ TVDj  ä 


ad  cotang  <p 


a  cotang  <p  +  b  +  VD      4  VD  J  a  cotang  <p  +  6  —  VX) 

_      1     .      qcotangy +  6  + VD, 
—  AVD    gttcotang9  +  6  —  VD' 

diese  Integration  ist  aber  auszudehnen  über  alle  Werthe  von  qp, 
welche  einen  positiven  Sinus  haben,  also  von  <p  =  0  ab  bis  zu  dem 
Werth,  wo  U(a  cotang  q>  +  b)  =  T  wird ;  dieser  End werth  von  <p 
ist  durch  die  Bedingung,  dass  sin  <p  positiv  sein  soll,  vollständig 
bestimmt,  und  wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass 
innerhalb  dieses  ganzen  Winkelraumes  die  beiden  Grössen 

a  cotang  q>  -f  6  -f-  VA    a  cotang  q>  +  6  —  VD 

stets  das  positive  Zeichen  behalten,  so  dass  das  obige  unbestimmte 
Integral  eine  stetige  reelle  Function  von  <p  ist,  woraus  folgt,  dass 


*)  Hieraus  folgt  wieder  nachträglich  die  Convergenz  der  bisher  betrach- 
teten Reihen  für  jeden  positiven  Werth  von  £,  d.  h.  für  jeden  Werth  von 
8  >  1. 
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wir  nur  die  beiden  Grenzen  in  dasselbe  einzusetzen  haben.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir 

w          1     .      T+UVD          1    !      T+UVD 
B  =  IVB108  T-  UVD  =  2VDl°e * 

Der  Grenzwerth  der  auf  die  Form  (a,  b,  c)  bezüglichen  Summe 
wird  daher,  wenn  man  statt  d  wieder  D  schreibt,  gleich 

8 DVD  l0g 6 ' 

wo,  wie  früher,  T,  U  die  beiden  kleinsten  der  Bedingung 
T2  —  DU9  =  6*  genügenden  positiven  Zahlen  bedeuten.  Mithin 
zeigt  sich  auch  hier,  wie  früher  bei  den  Formen  von  negativer 
Determinante,  dass  der  Grenzwerth  einer  auf  eine  einzelne 
Form  (a,  6,  c)  des  Systems  S  bezüglichen  'Summe  nur  von  der 
Determinante  D  (und  der  Art  <J),  dagegen  gar  nicht  von  dem  in- 
dividuellen Charakter  der  Form  abhängt,  dass  er  also  für  alle 
diese  Formen  derselbe  ist.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  h  die  An- 
zähl aller  in  S  enthaltenen  Formen,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Classen 
ursprünglicher  Formen  öter  Art  für  die  positive  Determinante  D, 
so  ist  daher 

axpVD).     T+UVD 
h  8DVDl0g 6 

der  Grenzwerth,  welchem  für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe 
von  q  die  linke  Seite  unserer  Hauptgleichung  sich  nähert  Auf 
der  rechten  Seite  ist  x  =  1,  ferner  ebenso  wie  früher  bei  Formen 
von  negativer  Determinante 

um0i  ni+Q—     2J     ~    22)    ' 

und  folglich  erhalten  wir  durch  Vergleichung  beider  Seiten  der 
Hauptgleichung  das  Resultat 

,         1             4V2)  ..     V/D\     1 

!<>g  — -z 


§.99. 

Für  Formen  der  ersten  Art  ist  6=1,  und  <o  =  2  (§.94);  hier- 
aus folgt  für  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher  Formen  erst"' 
Art  der  Ausdruck 
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__2V£__    ..        /D\    1 

"  —  log(T+UVD)  "\nj  n'  +  e' 

wo  T,  U  die  kleinsten  der  Bedingung 

T2  —  D  U2  =  1 

genügenden  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Ist  ferner  D  =  1 
(mod.  4),  so  existiren  auch  Formen  der  zweiten  Art,  deren  Anzahl 
wir  mit  h!  bezeichnen  wollen ;  es  ist  dann  ö  =  2,  und  a>  =  1  oder 
=  3  zu  setzen,  je  nachdem  D  =  1  (mod.  8)  oder  =  5  (mod.  8) 
ist;  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  zur  Unterscheidung  mit  T\  V 
die  kleinsten  der  Bedingung 

genügenden  ganzen  positiven  Zahlen  bezeichnen, 

Ä  =  rä '  \ogur +  U'VD) " lun  2  U/S1*?' 

Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Lösung  (£,  te)  der  Gleichung 
t2  —  Du2  =  1  durch  Verdoppelung  eine  Lösung  (f  =  2£,  w'=2te) 
der  Gleichung  t'2 —  Du'2  =  4  giebt,  und  umgekehrt,  dass  man 
durch  Halbirung  jeder  geraden  Lösung  (^,  u')  der  letzteren  eine 
Lösung  (£,  w)  der  ersteren  erhält.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  (if  =  2  T,  w'  =  2?7)  jedenfalls  die  kleinste  gerade  Lösung 
der  Gleichung  if2  —  Du'2  =  4  ist.  Ist  nun  zunächst  D  =  1 
(mod.  8),  so  kann  diese  Gleichung  überhaupt  nur  gerade  Lö- 
sungen haben;  denn  wäre  eine  der  beiden  Zahlen  tf,  u'  und  folglich 
auch  dio  andere  ungerade ,  so  wäre  die  linke  Seite  durch  8  theil- 
bar,  während  sie  doch  =  4  sein  soll;  in  diesem  Fall  ist  daher 

J'  =  2T,    U'  =  2U,    T'+U'VV \=T+ÜVD, 

und  da  ausserdem  gj  =  1  ist,  so  ergiebt  sich 

h'  =  A,    wenn  D  =  1  (mod.  8). 

Im  anderen  Fall  D  =  5  (mod.  8)  kann  die  Regel  nicht  so  be- 
stimmt ausgesprochen  werden,  indem  bei  manchen  dieser  Deter- 
minanten die  kleinste  Lösung  (T,  ZT)  wieder  eine  gerade,  bei 
anderen  aber  eine  ungerade  ist.  Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  ist 
dann  wieder  T  =  2  T,  U'  =  2  U  und  folglich,  da  »  =  3  ist 

y  =  ift,  wenn  D  =  5  (mod.  8),  und  T\  TT  gerade; 
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es  giebt  unterhalb  200  nur  5  Determinanten,  nämlich  37, 101,  141, 
189,  197,  für  welche  dieser  Fall  eintritt*). 

Im  zweiten  Falle,  wenn  T\  U'  ungerade  sind,  haben  wir  unter 
allen  positiven  Lösungen  (f ,  w'),  welche  (§.  85)  aus  der  Formel 

V  +  w'VD       /T'+U'VD\» 


2 


_  /T'+C/'VZJy 


für  positive  Werthe  von  n  entspringen,  die  kleinste  gerade  aufzu- 
suchen. Versuchen  wir  daher  die  nächst  grössere  Lösung,  welche 
dem  Exponenten  n  =  2  entspricht,  so  erhalten  wir 

V  =  ±    \"U    ,    u'  =  T'U', 

da  vi  offenbar  ungerade  ist,  so  gehen  wir  zu  dem  folgenden  Ex- 
ponenten n  =  3  über,  um  die  nächst  grössere  Lösung  zu  prüfen; 
da  finden  wir 

_  T'*  +  3DT'U'*  _  T,  T'*  +  3DÜ'* 

und  da 

T's  =  Z7'2  =  1  (mod.  8),    3  D  =  —  1  (mod.  8) 

ist,  so  folgt,  dass  Ü  und  folglich  auch  u'  gerade  Zahlen  Werden, 
und  also  V  =  2  T,  u'  =  2  U  ist.  Wir  haben  daher  in  diesem 
Falle 


und 


T+ÜVD  =  (T'  +  ^yD)i 
log      +X  VJJ  =  |log(T  +  UVB); 


berücksichtigt  man  ferner,   dass  cd  =  3  ist,   so  ergiebt  sich  die 
Relation 

h'  =  Ä,    wenn  D  =  5  (mod.  8),    und  T\  U'  ungerade. 

Auch  für  positive  Determinanten  hat  Gauss**)  ebenfalls  die 
Relationen  zwischen  den  Anzahlen  der  Formen  der  ersten  und 
zweiten  Art  aufgestellt,  für  den  letzten  Fall  aber,  in  welchem 
D  =  5  (mod.  8)  ist,  in  ganz  anderer  Form ;  er  zeigt  nämlich,  dass 
die  drei  ursprünglichen  Formen 

*)  Vergl.  Cayley:  Note  sur  Vequation  x2  —  Dy2  =  H^4,  D  =  5(nr 
Borchardt's  Journal  Bd.  53,  p.  369.    Man  findet  daselbst  eine  Tabelle, 
bis  D  =  997  reicht. 

**)  D.  A.  art.  256.  VI.  —  Vergl.  §.  151,  I. 


250  Fünfter  Abschnitt. 

(1,  0,  -D),  (4,  1,  *-=-?),   (4,  3,  9-^) 

entweder  alle  äquivalent  sind,  oder  drei  verschiedenen  Glassen 
angehören;  und  je  nachdem  das  Erstere  oder  Letztere  eintritt,  ist 
Ä'  =  ÄoderÄ'  =  ±Ä. 


§.  100. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  für  alle  Fälle  gezeigt  haben, 
wie  die  Classenanzahl  der  Formen  zweiter  Art  aus  der  der  Formen 
erster  Art  gefunden  werden  kann,  beschränken  wir  die  fernere 
Untersuchung  lediglich  auf  die  Bestimmung  der  letzteren.  Bevor 
wir  aber  dazu  übergehen,  können  wir  eine  weitere  Zurückführung 
unserer  Aufgabe  vornehmen,  indem  wir  zeigen,  dass  man  nur  solche 
Determinanten  D  zu  betrachten  braucht,  welche  durch  keine 
Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Ist  D  eine  beliebige  Determinante,  so  kann  man  immer 
D  =  D/  S*  setzen,  wo  S*  das  grösste*)  in  D  aufgehende  Quadrat, 
und  also  D  ein  Product  aus  lauter  ungleichen  Primzahlen  (oder 
auch  =  —  1)  ist,  welches  dem  Zeichen  nach  mit D  übereinstimmt; 
dann  lässt  sich  die  Classenanzahl  der  Formen  von  der  Determi- 
nante D  auf  die  der  Formen  von  der  Determinante  DI  zurück- 
führen. Bezeichnen  wir  alle  auf  die  Determinante  D  bezüglichen 
Grössen  durch  beigesetzte  Accente,  so  wollen  wir  zunächst  die 
beiden  Summen 

2(*U    und    2(^H 

mit  einander  vergleichen,  in  welchen  wir  der  Bequemlichkeit  halber 
s  statt  1  +  9  geschrieben  haben.  In  der  zweiten  muss  der  Buch- 
stabe n'  alle  positiven  Zahlen  durchlaufen,  welche  relative  Prim- 
zahlen gegen  2  D?  sind.  Bezeichnen  wir  mit  <[  alle  positiven  un- 
geraden nicht  in  D  aufgehenden,  und,  wie  früher,  mit  q  alle  posi- 
tiven ungeraden  nicht  in  D  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist,  wie 
wir  früher  gesehen  haben, 


*)  Die  folgendeJJntersuchung  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  Df  selbst  noch 
quadratische  Factoren  hat 
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und  natürlich  ebenso 


WJq" 


Offenbar  bildet  nun  das  System  der  Primzahlen  q  nur  einen 
Theil  der  Primzahlen  c[,  denn  eine  in  D=iyS2  nicht  aufgehende 
Primzahl  q  geht  auch  nicht  in  D  auf  und  ist  folglich  eine  der 
Primzahlen  c(.  Das  System  der  Primzahlen  c(  besteht  daher  aus 
dem  der  Primzahlen  q  und  aus  solchen  ungeraden  Primzahlen  r, 
welche  nicht  in  2^,  wohl  aber  in  D,  also  auch  in  S  aufgehen,  und 
deren  Anzahl  offenbar  endlich  ist.  Das  auf  die  Determinante 
jy  bezügliche  unendliche  Product  wird  sich  daher  in  folgender 
Weise  zerlegen 

da  nun  ferner  D  =  jy  S*  und  folglich 


(f)=o=(f) 


ist,  so  erhalten  wir,  indem  wir  statt  der  beiden  unendlichen  Pro- 
ducte  wieder  die  unendlichen  Reihen  aufschreiben,  das  Resultat 

und  hieraus 

\nj  nx  +  Q  \        \rjrj  \nfJnfl  +  9' 

wo  also  das  Productzeichen  sich  auf  alle  ungeraden  in  S,  aber 
nicht  in  D'  aufgehenden  Primzahlen  r  bezieht. 

Nachdem  wir  so  für  positive  wie  negative  Determinanten  das 
Verhältniss  zwischen  den  beiden  analogen  Grenzwerthen  bestimmt 
haben,  die  als  Factoren  in  den  Classenanzahlen  h  und  h!  für  die 
Determinanten  D  und  D'  auftreten,  müssen  wir  wieder  die  beidf 
Hauptfalle  von  einander  trennen. 
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\    Ist  zunächst  D'  und  folglich  auch  D  negativ,  so  haben  wir 
(da  wir  uns  auf  Formen  der  ersten  Art  beschränken) 

%  \n/n1  +  Q 

und,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  in  welchem  D'  ==—  1, 

it  \n'J  nn  +  Q 

Mit  Ausnahme  des  Falles  Dt  =  —  1  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
das  eben  gefundene  Verhältniss  der  beiden  Grenzwerthe  der  un- 
endlichen Reihen, 

ist  aber  D'  =  —  1,  also  x'  =  4,  hf  =  1,  und  D  =  —  S2  nicht 
ebenfalls  =  —  1 ,  also  S  >  1 ,  so  ist  die  Classenanzahl  für  eine 
solche  Determinante  D  gleich 


isn(,_ti)^i) 


Für  positive  Determinanten  haben  wir  folgende  Formeln  er- 
halten: 

i.  _  2V-P  v     v/^\-J_ 

rt  —  log(T+  UVD)    m  Z  \n)  »l+<? 

2  VD'  /D'\      1 

h'=\og(T'+U'VDf)  hm  S  Uv  ^+? 

wo  T',  Ü'  die  kleinsten  positiven  Zahlen  bedeuten,  die  der  Bedin- 
gung T'2 —  D'U*2  =  1  genügen;  hieraus  ergiebt  sich 

h-h    \og(T+UVD)    XSn\}-\T)  •?)>     ■ 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  das  Verhältniss  der  beiden 
Logarithmen  in  rationaler  Form  anzugeben.  Offenbar  liefert  nun 
jede  Lösung  (£,  u)  der  Gleichung 

t2  —  Du2  =  \,    d.h.    t2  —  D'S2u2  =  l 

eine  Lösung  der  Gleichung 

t2  —  iyu'2  =  1, 
in  welcher 

if  =  t,    u'  =  Sw, 
also  das  zweite  Element  u!  durch  8  theilbar,  ist ;  und  umgekehrt, 
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sobald  in  der  Lösung  (tf,  uf)  das  zweite  Element  u'  durch  S  theil- 
bar  ist,  so  erhält  man  hieraus  eine  Lösung  der  ersteren.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Zahlen 

t'  =  T,    u'  =  SU 

die  kleinste  positive  Lösung  der  zweiten  Gleichung  bilden,  in 
welcher  das  zweite  Element  durch  S  theilbar  ist,  man  kann  daher 

T+  SUVD'  =  T+  UVD  =  (T'+  U'  VW)* 

setzen,  wo  X  der  kleinste  positive  ganze  Exponent  ist,  für  welchen 
der  irrationale  Bestandtheil  der  Potenz  einen  durch  S  theiibaren 
Coefficienten  erhält;  und  dann  ist 

»-»^•«•»(,-(2)1). 

Setzt  man,  wie  früher, 

(r  +  u'  yiyy  =  t'y + uyviy, 

so  lässt  sich  der  Werth  von  X  unmittelbar  angeben,  wenn  für  jede 
einzelne  in  S  aufgehende  Primzahl  p  die  kleinste  Zahl  v  bekannt 
ist,  für  welche  u'„  durch  p  theilbar,  und  zugleich  die  höchste  Po- 
tenz von  p  gegeben  ist,  welche  dann  in  uv  aufgeht*);  doch  gehen 
wir  hierauf  nicht  weiter  ein,  da  der  Hauptzweck,  das  Verhältniss 
zwischen  den  Glassenanzahlen  h  und  h!  für  die  Determinanten  D 
und  D1  zu  finden,  erreicht  ist. 

Dieselbe  Aufgabe  ist,  wenigstens  für  negative  Determinanten, 
auch  schon  von  Gauss  vollständig  gelöst**). 

§.  101. 

In  Folge  der  vorhergehenden  Untersuchungen  können  wir  uns 
auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  die  Determinante  D  durch 
kein  Quadrat  ausser  1  theilbar  ist,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig, 

den  Grenzwerth  der  unendlichen  Reihe 

— i— -^— — — — _ -^— _ —  ♦ 

*)  Birichkt:    lieber  eine  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen   von 
positiver  Determinante  (Borchardt's  Journal  Bd.  53). 

**)  I).  A.  art.  256.  V.    Uebrigens  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  Gauss 
auch  für  positive  Determinanten  die  obige  Lösung  vollständig  gefunden 
hat;  vergl.  die  Abhandlung  des  Herausgebers :  lieber  die  Anzahl 
Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körj 
schweig,  1877).  —  Vergl.  §.  151,  II.  —  Die  obigen  Sätze  sind  * 
Wege  auch  von  Lipschitz  bewiesen  (Borchardt's  Journal  Bd.  6 
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\n)  nl  + 


für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe  von  q  wirklich  zu  be- 
stimmen. 

So  lange  q  positiv  bleibt,  ist  diese  Reihe  immer  convergent,  und 
zwar  ist  ihre  Summe  durchaus  unabhängig  von  der  Ordnung,  in 
welcher  man  ihre  Glieder  auf  einander  folgen  lässt ;  ist  aber  q  =  0, 
so  gehört  diese  Reihe  zu  der  Classe  derjenigen,  in  welcher  die 
Summe  der  positiven  Glieder  für  sich,  so  wie  die  der  negativen 
Glieder  für  sich  genommen  unendlich  gross  ist.  Da  nun  unter  der 
Summe  einer  unendlichen  convergirenden  Reihe  stets  der  Grenz- 
werth  verstanden  wird,  welchem  sich  die  Summe  ihrer  ersten 
n  Glieder  nähert,  wenn  die  Gliederanzahl  n  unbegrenzt  wächst,  so 
sieht  man  leicht  ein,  dass  bei  einer  unendlichen  Reihe  von  dieser 
eigentümlichen  Beschaffenheit  erst  dann  von  ihrer  Convergenz 
und  von  ihrer  Summe  die  Rede  sein  kann,  nachdem  ihre  säinmt- 
lichen  Glieder  in  eine  bestimmte  Ordnung  gebracht  sind,  nach 
welcher  eines  auf  das  andere  folgt;  denn  die  Summe,  wenn  sie 
überhaupt  existirt,  hängt  wesentlich  von  der  Gompensation  ab, 
welche  zwischen  den  für  sich  allein  unendlich  wachsenden  posi- 
tiven und  negativen  Bestandtheilen  gerade  durch  diese  Anordnung 
der  Glieder  hervorgebracht  wird.  Eine  solche  unendliche  Reihe 
hat  daher  ganz  verschiedene  Summen,  je  nach  der  verschiedenen 
Anordnung  der  Glieder.  Aber  gesetzt  auch,  dies  wäre  gar  nicht 
der  Fall,  sondern  die  Reihe  hätte  auch  für  den  Werth  q  =  0  einen 
vollständig  bestimmten  Werth,  so  würde  sich  immer  noch  fragen, 
ob  dieser  Werth  auch  der  Grenzwerth  ist,  welchem  sich  der  Werth 
der  Reihe  unendlich  nähert,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  d.  h.  es 
würde  sich  fragen,  ob  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  sich  an 
der  Stelle  q  =  0  stetig  mit  q  ändert. 

Ueber  alle  diese  Zweifel  entscheidet  nun  der  folgende  allge- 
meine Satz*):  Sind  alf  «a,  a3  .  .  .  unendlich  viele  Constanten  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Summe 

ßn  =  «i  +  «2  H +  a„, 

wie  gross  auch  n  werden  mag,  ihrem  absoluten  Werth  nach  stets 
Meiner  bleibt  als  eine  feste  Constante  C,  so  convergirt  die  unend- 
liche Beihe 


*)  Dirichlet:  Recher  ches  etc.  §.  1.  —  Vergl.  §.  143. 
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1*  T  2*  ~  3*  T         T  m*  T 

/Ar  jeden  positiven  Werth  des  Exponenten  s  (excl.  s  =  0)  wnd  tsJ 
zugleich  eine  stetige  Function  von  s. 

Um  dies  zu  beweisen,  vergleichen  wir  die  vorstehende  Reihe 
mit  der  folgenden 

» 

Die  Summen  der  ersten  n  Glieder  der  ersteren  und  letzteren  Reihe 
unterscheiden  sich  von  einander  nur  um 

ßn        . 

(n  +  ir 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  ßn  seinem  absoluten  Werth  nach 
stets  unterhalb  der  endlichen  Grösse  C  bleibt,  und  s  positiv  ist, 
so  wird  dieser  Unterschied  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  unend- 
lich klein  werden.     Nähert  sich  daher  die  Summe  der  ersten 
n  Glieder  der  einen  Reihe  einem   bestimmten  Grenzwerth,  d.  h. 
convergirt  die  eine  Reihe,  so  ist  dies  auch  mit  der  anderen  der  Fall, 
und  zwar  hat  sie  dieselbe  Summe.  Wir  brauchen  daher  die  obigen 
Behauptungen  nur  für  die  letztere  Reihe  zu  beweisen;  dazu  be- 
trachten wir  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern ,  welche  auf 
die  ersten  n  Glieder  folgen : 

+  ßn+m\(n  +  my  ~(n  +  m  +  1>); 
da  die  Differenzen 


«    •    • 


(n  +  iy      (n  +  2)''    (w  +  2)*      (n  +  3)* 
sämmtlich  positiv  sind,  und  ihre  Coefficienten 

ß*  +  l,      ßn  +  2  '  '  ' 

absolut  genommen  sämmtlich  kleiner  als  C  sind,  so  ist  die  Summe 
dieser  m  Glieder  absolut  genommen  auch  kleiner  als  das  Product 
aus  C  und  der  Summe  jener  m  Differenzen,  d.  h.  kleiner  als 


C\(n+1)<      (n  +  m+iy) 
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und  folglich  auch  kleiner  als  die  von  der  Gliederanzahl  m  unab- 
hängige Grösse 

C__      £. 

die  Summe  dieser  m  Glieder  der  Reihe  kann  daher,  wie  gross  ihre 
Anzahl  m  auch  genommen  werden  mag,  durch  hinreichend  grosse 
Werthe  von  n  kleiner  gemacht  werden,  als  jeder  vorher  vorge- 
schriebene noch  so  kleine  Werth.  Das  Stattfinden  dieser  Erschei- 
nung ist  aber  bekanntlich  nicht  nur  ein  erforderliches,  sondern 
auch  ein  ausreichendes  Kennzeichen  für  die  Convergenz  einer  jeden 
unendlichen  Reihe. 

Nachdem  so  für  jeden  positiven  Werth  von  s  die  Convergenz 
der  Reihe  gezeigt  ist,  haben  wir  noch  zu  beweisen,  dass  der  Werth 
der  Reihe  sich  stetig  mit  s  ändert;  wir  weisen  dies  nach  für  das 
Gebiet  aller  positiven  Werthe  von  s,  die  grösser  sind  als  ein  be- 
stimmter positiver  Werth  tf;  da  man  nämlich,  wie  klein  ein  von 
Null  verschiedener  positiver  Werth  s  auch  sein  mag,  immer  noch 
einen  positiven  Werth  ö  angeben  kann,  welcher  unterhalb  s  liegt, 
so  wird  der  Beweis  dann  wirklich  für  alle  positiven  Werthe  s 
(excl.  s  =  0)  gelten.  Nun  können  wir  die  ganze  Reihe  als  aus 
zwei  Theilen  bestehend  ansehen,  deren  erster  die  Summe  ihrer 
ersten  n  Glieder  » 

A  (t  ~" ¥)  + ' ' '  +  ß"  (^-öHny)' 

also  eine  stetige  Function  von  s  ist,  während  der  zweite,  wie  im 
Vorhergehenden  bewiesen  ist,  sicher 

C  G 

<  —  und  also  auch  <  — - 
n8  na 

ist;  dieser  letztere  Theil  kann  also  durch  die  Wahl  eines  hinrei- 
chend grossen  Werthes  von  n,  d.  h.  durch  eine  zweckmässige  Zer- 
legung der  ganzen  Reihe,  kleiner  gemacht  werden,  als  irgend  ein 
vorgeschriebener  Werth;  und  zwar  wird,  was  besonders  wichtig 
ist,  für  alle  Werthe  von  s  >  ö  dies  durch  einen  und  denselben 
Werth  von  n,  d.  h.  durch  eine  und  dieselbe  Zerlegung  der  unend- 
lichen Reihe  bewirkt  werden.  Da  nun  der  erste  Bestandteil 
stetig  ist,  so  kann  eine  etwaige  Unstetigkeit  des  Ganzen  nur  von 
einer  Unstetigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  herrühren,  und  folg- 
lich muss,  da  dieser  zweite  Theil  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  s  absolut  genommen  <  Cn—*  ist,  die  Grösse  einer 
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plötzlichen  Werthänderung  beim  Durchlaufen  eines  bestimmten 
Werthes  von  s  jedenfalls  <  2  Cn~a  sein.  Da  wir  aber  durch 
zweckmässige  Wahl  von  n  diesen  Werth  beliebig  klein  machen 
können,  so  folgt,  dass  gar  keine  Unstetigkeit  vorkommen  kann; 
denn  fände  wirklich  ein  Sprung  um  eine  Grösse  p  Statt,  so  nehme 
man  n  so  gross,  dass  2  Cn~a  <  p  wird,  so  ergiebt  sich  äugen-» 
blicklich  der  Widerspruch. 

Nachdem  so  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen  ist,  wenden 
wir  ihn  auf  unsere  Reihe 


l\?i)  nl  + 


an,  in  welcher  die  Glieder  von  jetzt  ab  stets  so  geordnet  werden 
sollen,  dass  die  Zahl  n  beständig  wächst  Unter  dieser  Voraus- 
setzung erkennt  man  leicht,  dass  diese  Reihe  einen  speciellen  Fall 
der  in  dem  vorstehenden  Satze  untersuchten  Reihe  bildet;  setzt 
man  nämlich 


*■ = 0  °der = °> 


je  nachdem  m  relative  Primzahl  zu  22)  (also  eine  Zahl  n)  ist  oder 
nicht,  und  lässt  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  4D)  durch- 
laufen, so  ist  die  Summe  der  entsprechenden  Coefficienten  «„,  stets 
=  0,  weil  diese  Coefficienten  am  theils  selbst  =  0  sind  und  die 
übrigen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  (§.  52)  ergeben  hat,  zur 
Hälfte  den  Werth  -f  1,  zur  anderen  Hälfte  den  Werth  —  1  besitzen. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe  von  noch  so  vielen  auf 
einander  folgenden  Coefficienten  am  stets  unterhalb  einer  endlichen 
Grösse  (+2D)  bleibt.  Mithin  ist  die  in  der  oben  angegebenen 
Art  geordnete  Reihe 


y  «m   _    y  /-D\      l_ 

m8  \nj  n8 


convergent,  so  lange  s  positiv  bleibt,  und  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s;  und  folglich  wird,  wenn  q  unendlich  klein  wird, 


limS(5)     1    =2(5)1, 

\nj  n1  +  (i  \n/  n 


wo,  wie  wir  nochmals  hervorheben,  die  Glieder  der  Reihe  so  ge- 
ordnet sind,  dass  n  beständig  wächst. 


Dirichlet,  Zahlentheorie.  Yl 
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§.  102. 

Es  ist  nun  zweckmässig,  bei  der  Bestimmung  der  Summe  der 
unendlichen  Reihe 


N 


\nj  n 


dieselben  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  welche  wir  früher  (§.  52) 
aufgestellt  haben.  Wir  wenden  uns  zunächst  zu  dem  Fall,  in 
welchem 

D  =  ±P  =  1  (mod.  4),  also  (^\  =  (j\ 

ist,  wo  P  den  absoluten  Werth  von  D  bedeutet,  und  also  eine  po- 
sitive ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahl  und  >  1  ist. 
Dann  lässt  sich  die  Reihe 


leicht  auf  die  Reihe 


M 


zurückführen,  in  welcher  m  beständig  wachsend  edle  positiven  rela- 
tiven Primzahlen  zu  P,  auch  die  geraden  durchläuft.  Da  jedesmal, 
wenn  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  P)  durchläuft,  zufolge 
§.  52,  (3) 

ist,  so  convergirt  die  Reihe  M ;  ist  ferner  Je  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl,  und  betrachtet  man  alle  diejenigen  Zahlen  m,  welche 
<  2  Je  P  sind,  so  sind  dieselben  zum  Theil  ungerade,  zum  Theil  ge- 
rade; die  ersteren  stimmen  offenbar  mit  allen  Zahlen  n  <  2JcP 
überein,  uhd  die  letzteren  sipd  von  der  Form  2  m',  wo  m!  alle  die- 
jenigen Zahlen  m  durchläuft,  welche  <  JcP  sind.  In  dieser  Aus- 
dehnung ist  daher 

=  2(p)  T  +  (p)  "2  2(p7  m" 
und  hieraus  folgt,  wenn  man  h  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
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Allgemeiner  findet  man  leicht,  dass 

ist;  man  braucht  nur  den  reciproken  Werth  des  ersten  Factors  auf 
der  rechten  Seite  in  eine  geometrische  Reihe  zu  verwandeln,  und 
diese  mit  der  Reihe  auf  "der  linken  Seite  zu  multipliciren,  so  er- 
giebt  sich  als  Product  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite; 
oder  man  kann  auch  genau  so  wie  oben  verfahren,  indem  man  die 
Zahlen  m  zerlegt  in  die  Zahlen  n  und  2  in'. 


§.  103. 

Die  nun  noch  auszuführende  Summation  kann  mit  Hülfe  eines 
in  den  Supplementen  (I.  §.  116)  bewiesenen  Satzes  auf  verschie- 
dene Arten  bewerkstelligt  werden ,  entweder  durch  Zurückfiihrung 
auf  Fourier'sche  Reihen,  oder  durch  die  Integration  eines  ratio- 
nalen Bruchs.  Wir  schlagen  den  letzteren  Weg  als  den  directeren 
ein.    Bedeutet  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  bekanntlich 

m      J 

o 

und  folglich  ist  auch 

0 

Da  nun  das  Jacobi'sche  Symbol  für  alle  einander  nach  dem  Modul 
P  congruenten  Zahlen  m  denselben  Werth  hat,  so  ist  die  Summe 
der  Glieder  unserer  Reihe,  in  welchen  m  <  &P,  gleich 


/ 


i 
dx  4(  N  l—xkp 


wo  zur  Abkürzung 


/(*)  =  2  (£)*>* 


gesetzt  ist,  und  der  Summationsbuchstabe  ft  die  Werthe  m  durch- 
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laufen  muss,  welche  <  P  sind.  Da  dieselben  ein  vollständiges 
Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  bilden,  so  ist  nach  einem 
schon  öfter  benutzten  Satze  (§.  52) 


/(i)  =  2(£)  =  0; 


es  ist  folglich  f(x)  theilbar  durch  x(x — 1),  und  mithin  hat  der 
Bruch 

L     /(*) 

X       1 — xp 

im  reellen  Integrationsintervall  0<^#<[1  endliche  Werthe.    Hier- 
aus folgt  leicht,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  Je  das  Integral 


/ 


i 
dx  f(x)xkP 


x     1  — xp 
o 

unendlich  klein  wird,  und  wir  erhalten  folglich 


Z\Pj  m~J    x   l-xp1 


die  Aufgabe  ist  mithin  darauf  zurückgeführt,  einen  echten  ratio- 
nalen Bruch  zu  integriren,  was  bekanntlich  durch  Zerlegung  des- 
selben in  sogenannte  Partialbrüche  geschieht.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

271  i 

V^l  =  t\    e  p  =  0, 

so  ist  in  unserem  Fall  der  Nenner 

x*—\  =  ll(x  —  0«), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  welcher 
ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  durch- 
laufen muss;  wir  setzen  fest,  dass  a  die  Werthe 

0,  1,  2...(P— 1) 

durchlaufen  soll;  man  erhält  dann  nach  bekannten  Regeln 


x  l—xp  P  "  x  —  6«' 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht.    Nach 
der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist  nun 


/(««)  =  2  (d«* 


2ani 
P 


\ 
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und  diese  Summe  ist  vermöge  des  iu  den  Supplementen  (L  §.  116) 
bewiesenen  Satzes 


-(*) 


wo  die  Quadratwurzel  V  P  positiv,  und 


(§H 


zu  nehmen  ist,  wenn  a  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist    Die  Zer- 
legung in  Partialbrüche  liefert  uns  also  das  Resultat 


iWP-D*  \I>) 


1  fS^L-^i y 

x  i—xp~       yp    ^ x— ö«' 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  der 
nur  alle  die  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  braucht,  welche 
<  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind. 

Die   nun  auszuführenden  Integrationen  der  einzelnen  <p  (P) 
Partialbrüche  sind  in  der  einen  Formel 

/dx  1  x  — *  CL 

x  —  a  —  bi  =  * l0g  F  ~~  ***  +  h  J  +  *  arctan«  "X" 

oder 

J^pi  =  *  log  {*'  -  2  *  cos  «  +  *}  +  *  arctan8  ^7in? 

enthalten,  aus  welcher,  wenn  0  <  ö  <  2  jr  ist, 

i 


P    dx      

J  x  —  e*' 


log  (2  sin  \  d)  +  i  Jarctang  (tang \  d)  +  arctang  (cotang  d)\ 

folgt,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Arcus,  welche  in  der  Paren- 
these stehen ,  in  dem  Intervall  zwischen  -\-\n  und  —  \  %  genom- 
men werden.  Mag  nun  ö  zwischen  0  und  »,  oder  zwischen  %  und 
2  it  liegen,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht,  dass  immer 

i 

^  =  iog(2  8mja)  +  t(i*-ia) 


0 


ist. 

Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an,  so  erhalten  wir 


V 
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1 

/dx  ,       /rt    .    an\  .    ,/n       an\ 

_-f5  =  log(2«mir)  +  ,(1—irj 


0 

und  folglich 


wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  q>  (P)  Werthe  von  a 
erstreckt.    Da  nun 

ist,  so  können  die  in  der  Parenthese  befindlichen  Glieder,  welche 
von  a  unabhängig  sind,  wie  log  2  und  \ni  weggelassen  werden, 
und  man  erhält  dann  * 

_,  (m\   1  t%(^-Df       (a\  f        .    an      ani\ 

Dieses  Resultat  nimmt  noch  einfachere  Formen  an,  wenn  man 
die  beiden  Fälle  P  =  1  (mod.  4)  und  P  =  3  (mod.  4)  von  ein- 
ander trennt.    Im  ersteren  Falle  ist  nämlich 

und  folglich,  da  die  linke  Seite  reell  ist, 

/m\    1  1         /a\  .        .    an 

2(-p)«  =  0; 

im  letzteren  Fall  dagegen  ist 

f-y4<p-i>»  =  i 
und  folglich 

2  ( p)  m  =  ~~  TYP  2  V  p)  a 

2  (j>^  log  sin  ^=0. 

Diese  beiden  Vereinfachungen  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise 
verificiren.  Bedenkt  man,  dass  (P— a)  dieselben  Werthe  wie  a 
durchläuft,  so  folgt 


> 
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2(1)«=  2  (^)(P-„)  =_*(-)« 

2  (£)  log  sinf  =  2  (^)  bgsin  2^3? 

„  /—  a\  ,        .    «jr 
=  2^-p-Jlogsin-p  ; 

ist  nun  P  =  1  (mod.  4),  so  folgt  hieraus 

2(£)«  =  -2(£)«  =  0; 

ist  dagegen  P  =  3  (mod.  4),  so  ergiebt  sich 

_,/a\.        .    aar  *,/«\i        .    «» 

2  ^pj  log  sin  ^j-  =  —  2  (jr)  log  sin  -p-  =  0. 

§•  104. 

* 

Hiermit  ist  nun  für  den  von  uns  betrachteten  Fall,  in  welchem 
die  Determinante  D  =  +  P  =  1  (mod.  4)  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  ist,  der  gesuchte  Grenzwerth 

wirklich  in  Form  eines  geschlossenen  Ausdrucks  gefunden,  und 
um  die  Anzahl  h  der  zu  dieser  Determinante  D  gehörenden  ur- 
sprünglichen Formen  der  ersten  Art  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  negativ  oder  positiv  ist, 
von  einander  zu  trennen. 

Erstens.  Ist  D  negativ  =  —  P,  und  also  P  =  3  (mod.  4),  so 
ist  (§.  97) 

n  \n/    n 

und  da  in  diesem  Fall 

*©M»-(*K)*(?H 

ist,  so  ergiebt  sich 

*~i(«-ö)W*)* 
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wo  a  wieder  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss,  die 
<  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind.  Offenbar  muss  dieser 
Ausdruck  für  die  Classenanzahl  sich  noch  in  der  Weise  umformen 
lassen,  dass  der  Divisor  P  verschwindet.  Dies  lässt  sich  in  der 
That  durch  folgende  Betrachtung  erreichen.  Bezeichnet  man  mit 
od  diejenigen  Zahlen  a,  welche  <  |P  sind,  so  stimmen  die  Zahlen 
(P  —  «')  init  denjenigen  Zahlen  a  überein,  welche  >  \P  sind;  es 
ist  daher 

wo  die  Summenzeichen  rechts  sich  auf  den  Buchstaben  a!  beziehen 
da  nun  P  =  3  (mod.  4),  und  also 

« = #)  d)  -  -  ® 

ist,  so  erhalten  wir 

s(*)'--"(t) '-«(£)■ 

Offenbar  wird  die  Reihe  aller  Zahlen  a  aber  auch  erschöpft  durch 
die  sämmtlichen  Zahlen  2  a'  und  (P  —  2  a'),  und  folglich  ist  auch 

x(J).-s#)«  +  s(2^)(P-«-) 

oder  nach  leichten  Reductionen 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  früheren  ab,  nachdem  dieselbe 
mit  2  multiplicirt  ist,  so  erhält  man 

und  hierdurch  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl in  den  folgenden  einfachsten: 


»-i® 


Wir  können  daher  für  diesen  Fall  als  Resultat  unserer  ganzen 
Untersuchung  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ist  P  eine  positive,  durch  Jcein  Quadrat  theilbare  Zahl  von  der 
Form  4w  +  3,  und  bezeichnet  man  mit  u!  alle  relativen  Primzahlen 
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zu  P,  welche  <\P  sind,  so  findet  man  die  Classenanzaid  h  der  zu 
der  Determinante  D  =  —  P  gehörenden  Formen  der  ersten  Art, 
wenn  man  von  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen  «',  für  welche 


(i)- 


+  1 


ist,  die  Anzahl  der  übrigen  Zahlen  a'  abzieht.     . 

Der  Ausdruck  dieses  Satzes  vereinfacht  sich  in  dem  speciellen 
Fall,  wenn  P  eine  einfache  Primzahl  ist,  folgendermaassen: 

Ist  der  absolute  Werth  p  der  negativen  Determinante  D  =  —  p 
eine  Primzahl  von  der  Form  4»  +  3,  so  ist  die  Classenanzahl  h 
der  zu  ihr  gehörigen  Formen  der  ersten  Art  gleich  dem  Ueberschuss 
der  Anzahl  der  zwischen  0  und  \  p  liegenden  quadratischen  Reste 
von  p  über  die  Anzahl  der  zwischen  denselben  Grenzen  liegenden 
quadratischen  Nichtreste  von  p. 

Dieser  letztere  Satz  ist  in  einer  nicht  wesentlich  verschiedenen 
Form  schon  einige  Zeit  vor  der  Veröffentlichung  der  Lösung  des 
allgemeinen  Problems*)  durch  Induction  von  Jacobi**)  gefunden. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  11;  unter  den 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  sind  vier  quadratische  Reste  1,  3,  4,  5,  und  ein 
quadratischer  Nichtrest  2  von  11;  mithin  ist  die  Anzahl  der  Formen 
erster  Art  =  4  —  1  =  3.  In  der  That  giebt  es  für  diese  Deter- 
minante nur  drei  (nicht  äquivalente)  reducirte  Formen  erster  Art, 
nämlich  (1,  0,  11),  (3,  1,  4)  und  (3,  —  1,  4). 

Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  zufolge  des  gewon- 
nenen Resultats  die  Anzahl  der  Zahlen  a!,  für  welche 


(t)  = 


+  1, 

stets  grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  Zahlen  «',  für  welche 

1 


G)~ 


ist,  da  h  immer  eine  positive  Zahl,  nie  =  0  ist:  ein  Satz,  welcher 
auch  für  den  einfachsten  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  von  der  Form 


*)  Dirichlet:  Recherchen  sur  diverses  applications    de  Vanalyse  infini- 
tesimale ä  la  theorie  des  nomhres  in  Crelle's  Journal  ßdde.  19,  21. 

**)  Observatio  arithmetica  in  Crelle's  Journal  Bd.  9;  vergl.  Dirichlet: 
Gedächtnissredc  auf  C.  G.  J.  Jacobi,  und  Kummer:  Gedächtnissrede  auf 
G«  P.  Lejeune  Dirichlet. 
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4n  +  3  ist,  auf  anderem  Wege  noch  nicht  hat  bewiesen  werden 
können  (vergl.  das  Theorem  über  die  arithmetische  Progression, 
Supplement  VI.). 

Zweitens.     Ist   die  Determinante  positiv  =  +  P,  und  also 
P  =  1  (mod.  4),  so  ist  (nach  §.  99)  die  Classenanzahl 


Ä  = 


2VD  ^  /D\   1 


log(T+  ÜVD) 
und  da  in  diesem  Fall 


\n J  n 


*(?)t«M*)ö*(5)± 

__VP/2       /a\.       .    «tf 
= yp 2  (p)  log  sin  ^ 

ist,  so  ergiebt  sich  • 

fe  =  -iog(r+  üvp) 2  W logsm  p ' 

Bezeichnet  man  die  Zahlen  «  mit  a  oder  mit  6,  je  nachdem 

(j)=+loder=-l 

ist,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

bit 


-ö) 


II  sin  p 

hierin  beziehen  sich  die  Productzeichen  U  im  Zähler  und  Nenner 
resp.  auf  alle  b  und  auf  alle  a ;  und  ausserdem  bedeuten  T,  U  die 
kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen,  welche  der  Pell'schen  Gleichung 

J2  _  p  #2  =   1 

genügen.  Der  wahre  Charakter  dieses  Resultates  wird  durch  eine 
weitere  Umformung  (§.  107)  noch  deutlicher  werden. 
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§.  105. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  (§§.  102  bis  104)  der  Fall,  in 
welchem  D  =  1  (mod.  4)  ist,  seine  vollständige  Erledigung  ge- 
funden hat,  begnügen  wir  uns,  die  Hauptmomente  für  die  allge- 
meine Untersuchung  hervorzuheben.  Es  handelt  sich  zunächst  um 
die  Bestimmung  der  Reihe 


\nj  n 


in  welcher  n  beständig  wachsend  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
durchlaufen  muss,  die  relative  Primzahlen  zu  2  D  sind. 

Gebrauchen  wir  nun  die  Buchstaben  P>  J,  e  genau  in  derselben 
Bedeutung,  wie  sie  am  Schluss  des  §.  52  festgesetzt  ist,  so  ist 

(£)  =  a*o-»«*<*-i>(£), 

und  folglich  stets 

wenn  n  =  v  (mod.  8  P)  ist.    Setzt  man  daher 

i 


und 


—  =  I xn"ldx: 
n      J 

o 


wo  v  alle  die  Zahlen  n  durchläuft,  welche  <  8  P  sind,  und  berück- 
sichtigt, dass/(l)  =  0  ist  (§.  52),  so  findet  man  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Modulus  von  x  auf  dem  Integrationswege  <  1 
bleibt,  ähnlich  wie  in  §.  103, 

N  _  /  /(*)     dx  -        *     f  ?/(")** 
J  l—x*p  x  ~      SPJ   *  x  —  a  ' 

o  0 

wo  oi  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

<oBP=  1 
durchlaufen  muss;  diese  sind  bekanntlich  von  der  Form 
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wo  zur  Abkürzung 


gesetzt  ist;  lässt  man  r  und  s  vollständige  Restsysteme  resp.  nach 
den  Moduln  8  und  P  durchlaufen,  so  erhält  oj  seine  sämmtlichen 
8  P  Werthe. 

Bedeuten  nun  ^  und  m  resp.  die  kleinsten  positiven  Reste  der 
Zahl  v  in  Bezug  auf  die  Moduln  8  und  P,  so  ist  ja  eine  der  vier 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  und  m  eine  der  q>(P)  relativen  Primzahlen  zu  P; 
und  daumgekehrt  jedem  solchen  Restpaare  /i,  m  eine  und  nur  eine 
bestimmte  Zahl  v  entspricht  (§.  25),  so  findet  man,  mit  Zuziehung 
des  in  den  Supplementen  (§.  116)  bewiesenen  Hülfssatzes, 

=  i'(i  +  ««•"■)  (i  +  *  (-  i)r)  (£)  A  ' ;  y p, 

wo  VPjjosä  ist,  und  das  Jacobi'sche  Symbol  den  Werth  Null 
hat,  wenn  s  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist.  Wenn  P  =  1,  so 
sind  die  Factoren ,  in  welchen  P  vorkommt  wegzulassen.  Setzen 
wir  nun  zur  Abkürzung 

o 

wo  s  alle  incongruenten  Zahlen  (mod.  P)  zu  durchlaufen  hat,  die 
relative  Primzahlen  zu  P  sind,  so  ergiebt  sich 

gyp-  2  j'  (1  +  «.•»')  (1  +  «(-  1)0*  (r), 

wo  r  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  8)  durchlaufen  muss. 
Trennt  man  jetzt  die  vier  Fälle  von  einander,  so  erhält  man  fol- 
gende Resultate: 


N=-' 


Classenanzahl  der  Formen.  269 

L   D  =  ±  P  =  1  (mod.  4),  *  =  +  1,  e  =  +  1; 

N.2VP  =  -iy  *  J  {1> (0) -  V (4)). 
IL    D  =  ±  P  =  3  (modL  4),  «  =  —  1,  s  =  +  1 ; 

I.2VP=-«.r   a  y{<-(2)-*(6)}. 
HI.   i)  =  ±  2P  ==  2  (mod.  8),  8  —  +  1,  •  =  —  1; 

(£=}y 

2V.2l/2P  =  -.A  a  y{*(l)-*(3)-*(5)  +  *(7)}. 

IV.   D  =  +  2P  =  6  (mod.  8),  *  =  —  1,  e  =  —  1 ; 

(— V 
N.2V2P  =  —i.iy  a  M«Kl)  +  *(3)-*(5)-<K7)}. 

Dieselben  Formeln  gelten  auch  noch  für  den  Fall  P=  1,  d.  h. 
für  die  Fälle  D=—  1,  D  =  +  2,  D-—  2,  wenn 

i 

o     — > 

gesetzt  wird  Zur  Bestimmung  der  Werthe  #(r),  auf  welche  es 
jetzt  allein  noch  ankommt,  dient  wieder  die  unter  der  Voraus- 
setzung 0  <  <p  <  2  %  gültige  Gleichung 


f. 


i 

=  log(2sin|<p)  +  |(ä  —  <p)i, 


x  —  eg>i  öv        ? 

o 

und  man  findet  hieraus  für  den  Fall  P  =  1  leicht  folgende  Re- 
sultate: 

2> Ä  +  a;  * Ä !o£+V2  (1) 

0=-2;   JT  =     * 


2V2' 

wo  V2  positiv  zu  nehmen  ist     Schliessen  wir  von  jetzt  an  den 
Fall  P  =  1  gänzlich  aus,  so  ist 
i 

^-^  =  108  (2sm^)  +  (j  -  ^ 

0 

wo  vn  den  kleinsten  positiven  Rest  der  Zahl  (Pr  -f  8  s)  nach  dem 
Modul  &P  bedeutet,  so  dass 
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m  =  Pr  (mod.  8),  m  =  8s  (mod.  P),  0  <  m  <8P 
ist;  hieraus  folgt 

♦«=(!)*  (5)  M— SD +  (t- SM 

wo  m  diejenigen  <p(P)  positiven  Zahlen  durchlaufen  muss,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P,  kleiner  als  SP  und  zugleich  =  Pr 
(mod.  8)  sind;  da  dieselben  naöh  dem  Modul  P  incongruent  sind, 
so  ist  (§.  52) 

*  (5)  =  o. 

und  folglich  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  einfachere 
Gestalt  an 

*(r)  =  (7)  1  (T)  (log  sm  g^  -  ^j,  (2) 

w  =  Pr  (mod.  8),    0  <  m  <  SP. 

Hierdurch  ist  nun  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  in 
allen  Fällen  auf  eine  Summe  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dern zurückgeführt;  dieselbe  ist  aber  noch  bedeutender  Verein- 
fachungenfähig, zufolge  gewisser  Eigenschaften  der  acht  Ausdrücke 
#(r),  die  entweder  aus  der  so  eben  gefundenen  Form,  oder  auch 
aus  ihrer  ursprünglichen  Definition  leicht  abgeleitet  werden  kön- 
nen. Indem  wir  den  letzteren  Weg  einschlagen  r  setzen  wir  zur 
Abkürzung 

F(x)  =  Il(x-6')(d  =  jT|^)  (3) 

wo  die  Buchstaben  a  und  6  die  in  §.  52  festgesetzte  Bedeutung 
haben;  dann  wird  zufolge  der  obigen  Definition 

i 

4>(r)  =  fdlogF(xj-'), 

0 

wo  der  Modulus  der  Variabein  x  auf  dem  Wege  von  0  bis  1  stets 
<  1  bleibt,  oder  auch 

1>(r)  =  fd\ogF(x), 
o 

wo,  wenn  die  complexen  Grössen  in  der  bekannten  Weise  geo- 
metrisch durch  Puncte  einer  Ebene  dargestellt  werden,  der  Punct 
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x  von  0  bis  j~r  sich  so  bewegen  muss,  dass  er  im  Inneren  des  mit 
dem  Halbmesser  1  um  den  Punct  0  beschriebenen  Kreises  bleibt. 
Die  acht  Puncte  jr  zerlegen  die  Peripherie  dieses  Kreises  in  acht 
gleiche  Octanten,  aufweiche  sich  die  <p(P)  Puncte  6*  vertheilen, 
die  ihrerseits  wieder  in  zwei  Classen  0a  und  0b  zerfallen. 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  geht  zunächst  hervor, 
dass  sie  mit 

I]  (af  -  0-')  KpJ  =  F(a/)KpJ 

conjugirt  ist,  wenn  oi  den  mit  x  conjugirten  complexen  Werth  be- 
deutet; und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  ty(r)  und 

(nhjd  log  F(af)  =  (t^)  *  (~ r) 

0 

ebenfalls  conjugirt  sind.    Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

(4) 

so  wird  B  reell,  und  e^rein  imaginär  oder  =  0;  und  man  erkennt 

leicht,  dass  die  Summe  N  sich  auf  Ausdrücke  von  der  Form  B 

oder  J  redücirt,  je  nachdem  die  Determinante  D  positiv  oder 

negativ  ist 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  folgt  ferner  leicht  die 

Relation 

(1) 
F(x)F(-x)  =  F(x2)ypJ\  (5) 

da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  j~r  geht,  gleich- 
zeitig —  x  von  0  bisj~(r+4>,  und  x*  von  0  bist;-2r  fortrückt,  so 
ergiebt  sich 

*(*■)  +  *('+  4)  =  (^)*(2r);  (6) 

dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  auch  den  Ausdrücken  B  und 
e7zu. 

Die  Function  F{x)  besitzt  endlich  noch  die  folgende  Eigen- 
schaft 


F(±)  =  6*®'F(x)&>; 
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da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis^-**  geht,  der 
reciproke  Werthe  y  ausserhalb  des  Kreises  von  oo  bis  jr  fortrückt, 
so  folgt 

oo 

und  hieraus  ergiebt  sich 


00 


J(r)  =fd\ogF(sr), 

0 

wo  zr  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  jr,  dann  ausserhalb  des- 
selben von  jr  bis  oo  geht.  Die  Differenz  J(r)  —  J(r  -f- 1)  ist  daher 
ein  geschlossenes  Integral,  in  welchem  die  Integrationsvariabele 
einen  positiven  Umlauf  um  diejenigen  Puncte  0*  macht,  die  auf 
dem  von  den  Puncten^r  und^r+1  begrenzten  Octanten  liegen,  und 
folglich  ist  nach  bekannten  Sätzen  der  complexen  Integration 

J(r)-7(r  +  l)  =  2«Tg), 

wo  s  alle  Werthe  durchläuft,  die  der  Bedingung 

r        s       r  -\- 1 
~8<P<     8 

genügen;  hieraus  ergiebt  sich  weiter 

J(r)  -  J(r  +  4)  =  2  xi  2  (£) , 

und  ebenso,  wenn  r  positiv  ist, 

J(r)-J(2r)  =  2*i*£  (~);    * 

setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  J(r  +  4)  und  J(2r) 
in  die  aus  (6)  abgeleitete  Gleichung 

J(r)  +  J(r  +  4)  =  (iy  (2r) 
ein,  so  erhält  man 

MI)K>=M?(t)-(I)?(t)!' 

Bedenkt  man  ferner,  dass 

T  (i) = Wi,  (*) 

ist,  so  ergiebt  sich 
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{2  -  (i)k(0)  = 2  %i '*  (7) 

!•  -  G^w- H' + (t)- (*)}  f  (*) 

'«+(t)'»  =  •«*  (Kt)  +  (t1)  ?(*))■ 

Da  endlich  zufolge  (6)  und  (4) 

*  (0)  -  «,  (4)  =   J2  -    (Jy))  *  (0), 

{1  -  (=5?)}  *  (0)  =  JXO), 

*(6)-(^)*(2)  =  J-(2), 

{*.(?)-*  (3)}  +  (=i)  {*(5)  -*(3)}  =  J-(l)  +  (=i)  «7(3) 

ist,  so  wird,  wenn  die  Determinante  Z)  negativ,  also  P  im  ersten 
und  dritten  Falle = 3,  im  zweiten  und  vierten  Falle  =  1  (mod.  4)  ist, 

L    N=  2VP  }  \P/' 


IV-*=vb{f(iM(i)}' 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  im  zweiten  und  vierten  Falle 

ist. 

Für  positive  Determinanten    erhält    man   ebenfalls   Verein- 
fachungen durch  die  Betrachtung  des  reellen  Ausdrucks  (4) 

«  «  -fr  (t)  b^T.  +  injM 

0 
Dirichlet,  Zahlentheorie.  \Q 
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welcher  zufolge  (7)  in  den  folgenden  übergeht 

B(r)  =  log  [cFW)*l 


wo 

c 


_  QZb-za _  —  l+tV3  oder  =  1 


ist,  je  nachdem  P  =  3  oder  von  3  verschieden  ist  (§.  140).    Da 
nun  zufolge  (6)  und  (4) 

*(0)-*(*)  =  {2-(y)}*(0) 
{1  +  (^}*(°)  =  JB(0) 

*(7)  +  (I^)^(l)  =  ^a) 

*  (5)  +  (5^ )  *  (8)  =  B  (8) 

ist    so  erhält  man ,  weil  im  ersten  und  dritten  Falle  P  =  1 ,  im 
zweiten  und  vierten  Falle  =  3  (mod.  4)  ist, 

I.  tf.2VP=-{l-(|)l}log{F(l)>} 

IL  tf.2VP=-  log  \cF(iY) 

IE.  ^  2  V 2P  =  log  {^1} 

IV.  N .  2  V2P  =  -  log  [c*F(j)*F(j*)*}. 

§.  106. 

Nachdem  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  für  alle  Fälle 
bestimmt  ist,  in  welchen  die  Determinante  D  durch  kein  Quadrat 
(ausser  1)  theilbar  ist,  können  wir  nun  die  Anzahl  h  der  Classen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art  in  geschlossener  Form 
angeben  *). 


*)  Vergl.  Kronecker:  lieber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  qua' 
akratischer  Formen  von  negativer  Determinante,  Borchardt's  Journal  Bd.  57. 
Daselbst  findet  man  für  negative  Determinanten  wesentlich  neue  Formeln, 
welche  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  sind. 
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A.    Für  negative  Determinanten  D  ist  (nach  §..97) 

71 

mit  Ausnahme  des  Falles  D  =  —  1,  wo  der  Ausdruck  rechter  Hand 
zu  verdoppeln  ist    Hieraus  ergeben  sich  folgende  vier  Resultate: 


L    D  =  — P  =  1  (mod.  4);    Ä  =  £  (y\ 
H.    D  =  — P  =  3  (mod.  4);    Ä  =  2  £  f^j 
EL    D=  —  2P=  2(mod.8);Ä  =  2  £  (-J>) 

IV.    2)=-2P=6(mod8);*===2{i(j)-2(^}f 

wo  die  Grenzen  der  Summationen  sich  immer  auf  den  Werth  8  s  :  P 
beziehen*).  Aus  H.  und  IV.  sind  resp.  die  Fälle  D  =  ■—  1  und 
D  =  —  2  auszunehmen,  in  welchen  A  =  1  ist. 

B.    Für  positive  Determinanten  D  ist  (nach  §.  99) 

Älog(T+  UVB)  =  N.2VD, 

wo  T,  U  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten,  welche 
der  Bedingung 

J2  _  J)  XJ2  =  i 

genügen  und  nach  der  angegebenen  Methode  (§.  84)  stets  gefunden 
werden  können.  Der  Werth  N  .  2  Vi)  ist  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bestimmt;  statt  der  dortigen  Formeln  kann  man 
auch  die  folgenden  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ableiten : 


*)  Umgekehrt  kann  man  diese  Formeln  benutzen,  um  die  Vertheilung 
der  Zahlen  a  und  b  auf  die  acht  Octanten  mit  Hülfe  der  Classenanzahlen 
für  die  Determinanten  —  P  und  —  2  P  zu  bestimmen  (Gauss*  Werke  Bd.  II. 
1863.  p.  288). 


V 
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L    D  =  P  =  1  (mod.  4) 

Mog(T-f  CrVP)=-J4-2  0_)}  i(j)logan^ 

IL    D  =  P  =  3  (mod.  4) 

Alog(T  +  UVF)  =-  |  (=*)  (£)  log  sin  ^J 

III.  D  =  2  P  =  2  (mod.  8) 

;.io8(r+^V2P)=-l(i)(J)iogSta|| 

IV.  J9  =  2  P  =  6  (mod.  8) 

Älog(T+  J7V2P)  =  -|(^)  (J)  log  sin  |* 

wo  n  allo  relativen  Primzahlen  zu  2  P  durchlaufen  muss,  für  welche 
n  :  P  zwischen  den  angegebenen  Summationsgrenzen  liegt.  Die 
drei  lotzten  Fälle  lassen  sich  in  der  gemeinschaftlichen  Formel 

h\og(T+UVD)  =~2(f)  log  sin  j% 

zusammenfassen,  wo  n  alle  zwischen  0  und  42)  liegenden  relativen 
Primzahlen  zu  4  J9  durchlaufen  muss. 


§.  107. 

Betrachten  wir  die  so  gewonnenen  Resultate,  so  zeigt  sich  ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Determinanten.  Während  nämlich  der  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl  bei  einer  negativen  Determinante  unmittelbar  die  Form 
einer  ganzen  Zahl  hat  —  dass  dieselbe  zugleich  positiv  ist,  hat 
freilich  bis  jetzt  noch  Niemand  auf  elementarem  Wege  nachgewiesen 
—  so  ist  dies  keineswegs  unmittelbar  ersichtlich  bei  den  Aus- 
drücken, welche  die  Classenanzahl  für  eine  positive  Determinante 
darstellen.  Es  ist  nun  von  hohem  Interesse,  dass  mit  Hülfe  eines 
Satzes  aus  der  von  Gauss*)  gegründeten  Theorie  der  Kreistheilung 
(Supplement  VII.)  die  obigen  Ausdrücke  für  h  log  (T  +  U  VD)  wirk- 
lich stets  in  die  Form  log  (t  +  u  VD)  übergeführt  werden  können, 

*)  D.  A.  Sectio  VH. ' 
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wo  J,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung  t*  —  Du9  =  1 
genügen.    Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen*). 

Behalten  wir  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  so  können  wir, 
wie  im  Supplement  VIL  gezeigt  ist,  stets 

(—Y 
2A(x)  =  2ll(x-0*)=  Y(x)  —  iK  2  J  VP.Z(x) 

(—Y 
2B(x)  =  2Il(x-6b)=  Y(x)  +  iK  2  '  VP.Z(x) 

setzen,  wo  YP  positiv  ist,  und  Y(x),  Z(x)  ganze  Functionen  von 
x  bedeuten,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind    Zugleich  ist 

wo  f*x  jedes  positive,  y^  jedes  negative  Glied  des  entwickelten  Pro- 
ductes 

bedeutet,  und 

Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  die  am  Schlüsse  des  §.  105 
gefundenen  Ausdrücke  für  das  Product  h  log  (T  -+-  UVB)  =  N.2  VD 
zu  Grunde  legen,  zunächst  dem  Falle  I.  zu,  in  welchem  D  =  P  =  1 
(mod  4),  und  also 

Aiog(r+  uyp) =-  {i  -(£)  -1)  log  [F(i)') 


ist.    Da  nun 


A(l)B(l)  =  ^=P> 


ist,  wo  x  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder  zu- 
sammengesetzt ist  (§.  138),  so  ergiebt  sich 

*K}     B(\)     Bayy 

da  ferner 


*)  Lejeune  Dirichlet:  Sur  la  maniere  de  resoudre  Vequation  t2 
=  1  au  moyen  des  fonctions  circulaires  (Crelle's  Journal  Bd.  17). 
Jacobi:   lieber   die  Kreistheilung   und    ihre  *  Anwendung  auf  die 
theorie  (Berliner  Monatsberichte  1837). 
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2^(1)  =  y-sVP,    2B(l)  =  y  +  sVP 

ist,  wo  die  ganzen  Zahlen  F(l),  Z{\)  zur  Abkürzung  mit  y,  b  be- 
zeichnet sind,  so  wird 

und  folglich  muss,  wenn  P  eine  Primzahl  ist,  y  durch  P  theilbar 
sein;  mithin  kann  man  in  allen  Fallen 

y  +  *VP=(u  +  ßVP)(VP)* 
setzen,  wo  a,  ß  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 

a*  —  Pß2  =  ±(—  1)* 
genügen,  und  man  erhält 

(r+ tryp).  =  (5±£i*)    w. 

Sind  nun  die  Zahlen  y,z  gerade,  was  jedenfalls  eintreten  muss, 
wenn  P  =  1  (mod.  8)  ist,  so  kann  man  a  =  2  o',  0  =  2  /J'  setzen, 
wo  die  ganzen  Zahlen  «',  /3'  der  Gleichung 

a'2_p0'2  =  (_l)X 

genügen;  setzt  man  ferner 

(a?  +  ß'VP)i  +  *  =  t  +  uVP, 

so  genügen  die  ganzen  Zahlen  f,  w  der  Gleichung  t2  —  Pw2  =  1 
und  man  erhält 

(T+UVP)h=(t  +  uVP)K     KpJJ 

Sind  dagegen  die  Zahlen  y,  z  und  folglich  auch  a,  /J  ungerade, 
was  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  P  =  5  (mod.  8)  ist  (z.  B.  wenn 
P  =  13,  während  z.  B.  für  P  =  37  der  frühere  Fall  Statt  findet), 
so  kann  man 

setzen,  wo  «',  ß'  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 

«'2  —  pßn  —  (_  i)x 

genügen;  setzt  man  nun  wieder 

(«r  +  0fVP),  +  *  =  *  +  i*VPl 
so  wird  t2  —  Pw2  =  1,  und 

(T+  UVP)h  =  (t  +  u  VP)2-*. 


c 
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Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  P  =  5  (mod.  8)  ist,  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintreten  wird,  je  nachdem  die  Classenanzahl  A  durch 
3  theilbar  ist  oder  nicht  (vergl.  §.  99).  Ebenso  leicht  erkennt  man, 
dass  in  allen  Fallen  A  =  x  (mod.  2),  d  h.  dass  die  Classenanzahl 
Ä  ungerade  oder  gerade  sein  wird,  je  nachdem  P  eine  Primzahl 
oder  zusammengesetzt  ist  (vergl.  §.  83.  Anm.).  Endlich  mag  noch 
bemerkt  werden,  dass  die  Zahlen  y,  z  beide  positiv  sind;  da  näm- 
lich P  =  1  (mod  4),  so  zerfallen  die  Zahlen  a  in  Paare  von  der 
Form  a  und  —  a,  ebenso  die  Zahlen  b  in  Paare  von  der  Form  b 
und  —  6,  und  folglich  sind  A  (1),  B  (1)  und  A  (1)  +  B  (1)  =  y  po- 
sitiv; da  ferner 

{2  -(?)}  V°sB(l)-\ogA(\)}  =  hlog(T  +  UVP) 

positiv  ist,  weil  A  positiv,  T+  UVP  >  1  ist,  so  mussl?(l)  >  A  (1), 
und  folglich  z  positiv  sein:  ein  Resultat,  das  bisher  auf  anderem 
Wege  noch  nicht  bewiesen  ist. 


§.  108. 

Für  den  zweiten  Fall  D  =  P  =  3  (mod.  4)  haben  wir  oben 

das  Resultat 

Alog  (T  +  U  VP)  =  -  log  {c F(i¥\ 

erhalten;  da  nun,  wenn  m  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

Am 1 

1 i.  =  iV4<»-i)a 

t  —  1 

ist,  und  da  ferner 

2  i*x-2lh  =  0-1)  (2>'-l)  (2>"-l)  •  •  • 

2  tf- 2ft2  =  (i>2- 1)  (P'>- 1)  O'"- 1)  •  •  • 

ist,  so  findet  man  leicht 

wo  x  wieder  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.    Folglich  wird 
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und  also,  da  cs  =  1  ist, 

(T  +  u  ypy  =  c*  (—  l)*B  (*)*. 

Mit  Ausnahme  des  Falles  P  =  3  ist  nun  (nach  §.  140)  c  =  1,  und 
(-*)*2?(i-)  =  A(x),  (-xyA(±>)  =  2?(*), 

wo  9  (P)  =  2  r  gesetzt  ist,  folglich 

i*B(i)  =  A(—i),    i*A(i)  =  B(-i), 
also  auch 

berücksichtigt  man  nun,  dass 


iT  = — (-p)*    oder  =  1 


ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder  zusammengesetzt  ist,  so  folgt 
hieraus,  dass  man 


Y(i)  =  (l  +  (|) ijy,    iZ(i)  =  (l  +  (^) i)%, 


also 

2^)=(n-(^)i)st(y-4rVP),2B(0=(l+(|)*)*(y+^yP) 

setzen  kann,  wo  y,  jer  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  durch 
Multiplication  entstehenden  Gleichung 

genügen;  hieraus  folgt  weiter,  dass  man 

setzen  kann,  wo  f,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
P  —  P  u2  =  1  genügen.    Zugleich  wird 

und  folglich 

(T  +  i7VP)Ä  =  (t  +  uvpy-**. 

Wir  erwähnen,  dass  h  =  2  x  (mod.  4)  ist,  und  dass  die  Zahlen 
3/,  #  stets  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  P  =  3  ist  T  =  2,  J7=l, 
c  =  0yB  (i)  =  i  —  ö2,  woraus  leicht  folgt,  dass 
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1 


cF(i)* 
also  %  =  2  ist 


_  =  c'(-  l)*B(i)*  =  (2  +  V8)», 


§.  109. 


Für  den  dritten  Fall  D  =  2  P  =  2  (mod.  8)  haben  wir  oben 
h\og(T+UV2P)  =  log  {^^} 

gefunden.  Berücksichtigt  man  nun,  dass,  wenn  w  irgend  eine  un- 
gerade Zahl  bedeutet, 

(im-i)C;sm-i)  _  /-2\ 

a-l)(i8-l)    ~\  m  / 
ist,  so  findet  man 

und  folglich 

wo  x  wieder  =  1  oder  =  0,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.  Da  nun  P  =  1  (mod.  4),  und  also  F  0') 
=  i*  Y(J-%  Z(3)  =3X  ZU"1)  ist  (§.  HO),  so  kann  man 

Y(j)  =j**  W  +  y"U -i%   ZU)  =Jl/*z V  +  *"0'-i3)} 

setzen,  wo  y',  y",  ^,  *"  ganze  Zahlen  bedeuten;  da  ferner  j  — j* 
=  V2  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 

«  =  (—  l)1/«*  {y''— 2y"'-P(*'»--2*"*)}, 

/S  =  (— l)V8r.2(y,y  — y"^) 
setzt, 

*A(j*)B(j)  =  K  +  ßVlP,  4AU)B(j»)  =  a-ßV2P, 
wo  die  ganzen  Zählen  «,  jS  der  Gleichung 

genügen  und  folglich  beide  durch  4  theilbar  sind.  Man  kann 
daher 

4(j3)£(j)  =  y  +  *V2P 

18* 


«2 
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setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  y,  s  der  Gleichung 

genügen,  und  es  ist 

(T+  UV2P)h  =(y  +  s  V2P)*. 

Hieraus  folgt,  dass  h  =  2  (mod.  4),  falls  P  eine  Primzahl  von 
der  Form  8w  -f  5,  sonst  aber  ä  =  0  (mod.  4)  ist. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  D  =  2  war  NVD  = 
log(l  +  V2);  da  ferner  T  =  3,  [7=2  ist,  so  folgt 

Älog(3  +  2  V2)  =  2log(l  +  V2), 
also  A  =  1. 


§.  110. 

Für  den  vierten  Fall  D  =  2  P  =  6  (moi  8)  haben  wir  oben 
(§§.  105,  106)  das  Resultat 

Alog(T+tfV2P)  =-log{c*F(j)*F(py} 
gefunden,  welches  vermöge  der  Gleichung 

A  (])  B  (j)  A  (i')  B  (j*)  =  (^i) 

in  

(T+üVTP)»  =  cB(J¥B(jy 

übergeht,  weil  c3  =  1  ist.  Lassen  wir  den  Fall  P  =  3  unberück- 
sichtigt, so  ist  (nach  §.  140)  c  =  1,  und  Y(j)  =  (— j)*  FO'-1), 
—  Z(j)  =  (— j)x  Z(j—l)\  da  ferner  r  ungerade  oder  durch  4  theil- 
bar  ist,  je  nachdem  x  =  1  oder  =  0,  d.h.  je  nachdem  P  eine  Prim- 
zahl oder  zusammengesetzt  ist,  so  kann  man 

T(j)  =   (j  V.*(l  +  X)  _  X)  (y'  +  y"  y  _,'!)) 

j*Z(j)  =  (jM+*>-x)  (/  +  *"(i-i>)) 

setzen,  wo  y',  y",  ^,  *r"  ganze  Zahlen  bedeuten ;  berücksichtigt  man, 
dass  j—  j*  =  V2  ist,  und  setzt 

a  =  y'*  —  IV2  —  2y"*  +  2P*"2 

/S  =  2(yV-^Y')i 
80  erhält  man 
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4  A  (j)  Ä  W)  =  (-  j*  —3")*  («-ß  V2P) 
4B(j)B(j*)  =  (-jT—j*T)*(a+ßV2P), 

wo  die  ganzen  Zahlen  «,  ß  der  durch  Multiplication  entstehenden 
Gleichung 

«»_2P/J*  =  (■=£)(- 2)«-* 

genügen;  man  kann  daher 

(et  +  ß  V2P)1  +  X  =  22+*  (t  +  u  V2P) 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  t,  u  der  Gleichung  £3  — 2Pw2  =  1 
genügen;  dann  wird 

B(jy  +  *B(j*y+*  =  (—l)*(t  +  uV2P) 
und  folglich 

(T+ uvn>)h  =  (*  +  u  V2Py-**, 

woraus  leicht  folgt,  dass  h  =  2  x  (mod.  4)  ist 

In  dem  ausgeschlossenen  Fall  P  =  3  ist  c  =  0  =  04,  T  =  5, 
U  =  2,  und  man  erhält 

0B(j)B(js)  =  0(^-02)  (j8_fl.)  =_i(V2  + V3) 

ö»B(^f^O"8)2==-(ß  +  2V6)===-(3P+l7V2P) 
und  hieraus  A  =  2. 


-% 


SUPPLEMENTE. 


\fc** 


L    üeber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 

theilung  von  Gauss. 

§.  Hl.      • 

Wir  schicken  zunächst  ein  Lemma  aus  der  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen  voraus,  deren  Glieder  nach  den  Cosinus  der 
successiven  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten;  es  wird  in 
derselben  nachgewiesen*),  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  x 
zwischen  x  =  0  und  x  =  n  mit  Einschluss  dieser  Grenzen  stets 

<p  (x)  =  |  a0  +  <h  cos  x  +  <h  c°s  2  x  +  a$  cos  3  x  + 
ist,  wenn  qp  (x)  eine  innerhalb  dieses  Intervaties  endliche  und  stetige 
Function  bedeutet,  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Mi- 
nima hat,  und  wo  die  Coefficienten  a0?  aua^...  durch  die  Gleichung 


n 

a,  =  —  /  qp  (x)  cos  sx  dx 


o 

bestimmt  werden.    Hieraus  folgt  für  x  =  0 

n 

1        jrg)(0)  =  S  /  <p(%) cos sxdx, 

— oo  U 
0 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  s  bezieht,  für 
welchen  Null  und  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlwerthe 
der  Reihe  nach  einzusetzen  sind.  Auf  diesen  der  genannten  Theorie 
entlehnten  Satz  stützen  wir  uns  im  Folgenden. 


*)  Dirichlet :  Sur  la  convergence  des  sSries  etc.  (Crelle's  Journal  Bd.  4) ; 
derselbe  Beweis  ist  vereinfacht  im  Repertorium  der  Physik  von  Dove  und 
Moser.  Bd.  I.  Vergl.  B.  JRiemann:  Ueber  die  DarsteUbwrkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  "Reihe.    1867.    (Riemann's  Werke  S.  213). 
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Zunächst  verallgemeinern  wir  denselben,  indem  wir  das  In- 
tegral 

I f(x)  cos  sxdx 

o 

betrachten,  in  welchem  h  eine  positive  ganze  Zahl,  s  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  und/(#)  eine  Function  bedeutet,  welche 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  den  obigen  Bedingungen  ge- 
nügt.   Man  kann  dasselbe  in  2  h  Integrale  von  der  Form 

(r  +  Dn 

I f(x)  cos  sxdx 

m 

zerlegen,  wo  für  r  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  bis 
2A  —  1  zu  setzen  sind;  je  nachdem  r  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist,  ersetzen  wir  die  Integrationsvariabele  x  durch  rit  +  x> 
oder  durch  (r  -|-  1)  n  —  x\  dadurch  geht  das  vorstehende  In- 
tegral in 

I  f(rn  +  x)  cos  sxdx,  oder  in  I  f((r  +  1)  %  —  x)  cos  sx  dx 

o  b 

über,  und  hieraus  ergiebt  sich  zufolge  des  obigen  Satzes  ent- 
sprechend 

(r  +  l)7T 
+  oo       fr 

2    I  f(x)  cos  sx  dx  =  itf{rii) ,    oder  =  itf((r  +  1)  it) , 

00  xJ 


m 


wo  die  Summe  links  sich  wieder  auf  alle  ganzen  Zahlen  s  bezieht. 
Setzt  man  hierin  für  r  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2  ...  2%  —  1,  und 
addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Satz 

2  *  {J/(0)  +/(2«)  +/(4«)  +  ".  +/(2  (Ä-  1)*)  +  |/(2  **)} 

2  AT? 
+oo      n 

=  2    \  fix)  cos  s#  da?. 

00  xJ 


Summen  von  Gauss.  289 


§.  112. 


Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  den  beiden  folgenden  bestimm- 
ten Integralen 

+  00  +00 

p  =  I  cos (%*) dx,   q  =  /  sm(x9)dx\ 


—  00 


dass  dieselbe^  wirklich  bestimmte  endliche  Werthe  besitzen ,  ob- 
gleich die  Functionen  unter  den  Integralzeichen  für  unendlich 
grosse  Werthe  von  x  nicht  unendlich  klein  werden,  erkennt  man 
leicht  durch  die  Transformationen 


p  =  2J  cos  (x*)  dx  =f^  dy 


q  =  2 f  sin  (x>)dx=f™ldy-, 

0  0 

denn  zerlegt  man  das  ganze  unendliche  Integrationsgebiet  der 
positiven  Variabein  y  in  solche  Intervalle,  in  deren  jedem  die 
unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Function  ihr  Zeichen  nicht 
ändert,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bestandteile,  welche  diesen  In- 
tervallen entsprechen,  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  Glieder 
abwechselnde  Zeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig  und  zwar  ins  Unendliche  abnehmen;  woraus  folgt,  dass 
diese  Reihe,  sowohlbei  dem  Integrale  jp,  wie  bei  g,  eine  conver- 
gente  ist.  Für  unseren  Zweck  genügt  dieser  Nachweis  der  End- 
lichkeit von  jj  und  q\  die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale 
werden  sich  von  selbst  aus  der  folgenden  Untersuchung  ergeben  *). 

Beide  Integrale  bilden  nur  specielle  Fälle  des  folgenden 


*)  Dirichlet:  Recherches  sur  diverses  appl.  etc.  §.  9.  Vergl.  Dirichlet: 
Sur  Vusage  des  integrales  definies  dans  la  sommation  des  series  finies  ou 
infinies  (Crelle's  Journal,  Bd.  17). 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  "Uv 
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+  00 

z/  =  /  cos  (S  +  x*)  dx  =  p  cos  S  —  q  sin  d, 


-00 


wo  S  eine  beliebige  Constante  bedeutet ;  bezeichnen  wir  ferner  mit 
a  eine  beliebige  positive  Constante  und  mit  V«  die  positiv  ge- 
nommene Quadratwurzel  aus  a,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Integrationsvariabele  x  durch  x  V«  ersetzt,  folgende  Gleichung 

+® 
-  =  /  cos  (S  -f-  «#3)  da: 


V- 


— oo 


(wäre  V«  negativ,  so  mtisste  man  auch  in  dem  Integrale  rechter 
Hand  die  beiden  Grenzen  mit  einander  vertauschen).  Wir  führen 
nun  eine  zweite  positive  Constante  ß  ein ,  und  zerlegen  das  vor- 
stehende Integral  in  unendlich  viele  Bestandteile  von  der  Form 

cos(d  -\-ax*)dx, 

>ß 

wo  für  s  successive  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  oo  ein- 
zusetzen sind;  in  jedem  einzelnen  solchen  Integrale  ersetzen  wir 
die  Integrationsvariabele  x  durch  sß  +  #>  wodurch  es  in  das  fol- 
gende übergeht 

ß 

cos  (S  -f  as»/33  -f  2  asßx  +  ax*)  dx. 
o 

Wir  verfügen  nun  über  die  beiden  bis  jetzt  ganz  willkürlichen  po- 
sitiven Constanten  a  und  ß  folgen dermaassen :  unter  m  verstehen 
wir  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  setzen  a/3*  =  2 mar, 
2  aß  =  1,  d.  h.  also 

Da  nun  s  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

cos (d  +  as* ß*  +  2asßx-\-  ax*)  =  cos (d  +  sx  -f  «#*) 

=  cos  ( tf  +  s )  cos  sx  —  sin  ( S  -f j  sin  so;, 

\        8tna/  \        Stnn/  ' 

und  folglich 


\ 
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I  co&(d  +  ax*)dz 
1> 


4  »71  Imn 


=/co8  (»  +  g^)  cmsxdx-ff^  (*  +  g^)  tänszdx. 

0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand,  welches  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  sin  sx  enthält,  verschwindet  offenbar  für  s  =  0, 
und  nimmt  für  je  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von 
s  ebenfalls  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  an.  Sammiren 
wir  daher  den  vorstehenden  Ausdruck  für  alle  ganzen  Zahlwerthe 
s  von  —  oo  bis  +  oo ,  so  ergiebt  sich 

4m* 

rr-  =  4V8mx  =2   /  cos  [S+  - )  cos sxdx. 

0 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  genau  so  gebaut  wie  in 
dem  Satze  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Paragraphen;  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

so  erhalten  wir 
^V8^=2*{|/(0)+/(2^ 
wo  links  die  Quadratwurzel 

VSmn  =  -r- 

positiv  zu  nehmen  ist.    Nun  ist  ferner,  wenn  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet, 

/(4m?r  +  2  sie)  =f(2sn), 

also 

/(2w)  =  J/(2s*)  +lf(±rnn  +  2sn); 
mithin  kann  die  in  den  Parenthesen  eingeschlossene  Summe  auch 
in  die  Form 

i  2/(2  8») 

gebracht  werden,  wo  der  Buchstabe  s  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (4m  — 1) 

oder  irgend  ein  anderes  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den 
Modul  4w  durchlaufen  muss;  und  man  erhält  also 

19* 
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dV%mn  =  %  2  cos  (s  +  s*  ^-\ 

\  2  m/ 


Setzt  man  ferner  4m  =  w,  so  dass  n  irgend  eine  ganze  po- 
sitive, aber  durch  4  theilbare  Zahl  bedeutet,  und  bezeichnet  man 
mit  Vw  und  \\n  die  positiv  genommenen  Quadratwurzeln  aus  n 
und  |ä,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

J\n  =  Vpr  .  2  cos  fs  +  s2^V 

wo  s  ein  vollständiges  Eestsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  n 
durchlaufen  muss.    Nun  ist 

/i  =2>co8Ä  — gsintf, 

wo  p,  q  die  obigen  Integralwerthe  bedeuten,  die  von  n  und  dem 
willkürlichen  8  ganz  unabhängig  sind;  wir  können  daher  p  und  q 
durch  eine  specielle  Annahme  für  w,  am  einfachsten  durch  die  An- 
nahme n  =■  4  bestimmen;  auf  diese  Weise  erhalten  wir 

2(|>cos3  —  gsinä)  =  2  (cos  8  —  sin  8)  V\n , 
und  in  Folge  der  Willkürlichkeit  von  8 

p  =  q  =V\n. 

Nachdem  so  die  Werthe  von  p  und  q  gefunden  sind,  nimmt  unsere 
obige  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

2  cos  (s  +  s2  — )  =  (cos  *  —  sin  *)  V w, 

und  sie  zerfällt  in  die  beiden  folgenden: 

2cos(s^)=Vn 

2sm(s«^)=Vw; 

hierin  bedeutet  also  w  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl,  welche 
=  0  (mod.  4)  ist,  und  Vw  die  positiv  genommene  Quadratwurzel 
aus  n.  Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  V —  1  mit  i,  und,  wie  ge- 
wöhnlich, mit  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  so 
kann  man  beide  Gleichungen  in  die  eine  Gleichung 

2e     "   =(l-H)Vw 
zusammenziehen,   in   welcher   der  Buchstabe  s  ein  vollständiges 
Restsystem  (mod.  n)  zu  durchlaufen  hat. 
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§.  113. 

Wir  wollen  jetzt  Summen  betrachten,  welche  die  vorstehende 
als  speciellen  Fall  enthalten;  wir  bezeichnen  mit  n  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl,  mit  A  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  und  setzen*  zur  Abkürzung 

,2A7lt 

2c'    n     =<p(h,  n), 

wo  der  Summationsbuchstabe  s  irgend  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modulus  n  durchlaufen  muss.  Mit  Hülfe  dieser 
Bezeichnungsweise  können  wir  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satz  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

q>  (1,  n)  =  (1  +  i)  V  n,    wenn    n  =  0  (moi  4). 

Der  Ausdruck  <p  (A,  n)  besitzt  nun  die  folgenden  drei  Eigen- 
schaften : 

1*    Ist  A  =  V  (mod.  n),  so  ist 

y(A,  n)  =  <p(W,  n); 

dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth 
von  s  stets 

e     n    =  e      n 
ist. 

2.  Ist  a  relative  Primzahl  gegen  w,  so  ist 

9  (Aa9,  n)  =  g>  (A,  n) ; 
denn  es  ist 

2hni 

qp(Aa*,  w)  =  Se         n  , 

und  wenn  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  n  durch- 
läuft, so  gilt  (nach  §.  18)  dasselbe  von  as. 

3.  Sind  m,  n  irgend  zwei  relative  Primzahlen,  und  beide 
positiv,  so  ist 

9  (Am,  n)  cp(hn,  m)  =  qp(A,  mn). 

Es  ist  nämlich 
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,  2 h m 71  i  2hn7ti 

q>  (hm,  w)=  2e       w    ,    (p  (hn,  m)  =  2  e       m    ' 

wo  die  Buchstaben  s,  t  vollständige  Restsysteme  resp.  in  Bezug 
auf  die  Moduln  w,  m  durchlaufen  müssen;  und  folglich  ist 

+  —  )2h7li 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  auf  alle  mn  Com- 
binationen  jedes  Werthes  von  s  mit  jedem  Werthe  von  t  bezieht. 
Da  nun 

•    ms2       nt2        (ms  +  nt)2        0 

-4-  =r  — — — — - ■  —  J  St 

n  m  mn 

ist,  und  alle  Multipla  von  2iti  im  Exponenten  fortgelassen  werden 
können,  so  ist  auch 

9  (am,  w)  95  (äw,  m)  =  z  e  mn , 

wo  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  sämmtliche  Werthe  von  s 
und  t  bezieht.    Setzt  man  nun 

ms  -{-  nt  =  r, 

so  nimmt  r,  wenn  s  und  £  alle  ihnen  zukommenden  Werthe  durch- 
laufen, im  Ganzen  mn  Werthe  an,  und  zwar  sind  diese  alle  incon- 
gruent  nach  dem  Modulus  mn\  denn  aus 

ms  +  nt  =  ms'  +  nt'  (mod.  mn) 
folgt 

ms  =  ms'  (mod.  w),    w£  =  nif  (mod.  m) 
und  folglich,  da  m  und  w  relative  Primzahlen  sind, 

s  =  s'  (mod.  w) ,    t  =  t'  (mod.  wi) ; 

d.  h.  die  Zahl  r  nimmt  nur  dann  Werthe  .an,  welche  nach  dem 
Modul  mn  congruent  sind,  wenn  die  Werthe  von  s  congruent  nach 
dem  Modul  n,  und  gleichzeitig  die  Werthe  von  t  congruent  nach 
.dem  Modul  m  sind.  Den  mn  verschiedenen  Combinationen  von 
s  und  t  correspondiren  daher  mn  Werthe  von  r,  welche  nach 
dem  Modul  mn  incongruent  sind,  und  folglich  bilden  diese  Werthe 
von  r  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  mn.  Es  ist 
folglich 

?2h7ti 

y(hm,  n)  q>(hn,  m)  =  2  e*  mn   =  <p  (ä,  mw), 
was  zu  beweisen  war. 
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Mit  Hülfe  dieser  Sätze  können  wir  nun  den  Werth  von  9  (1,  n), 
welcher  für  den  Fall,  dass  n  =  0  (mod.  4)  ist,  schon  in  §.  112 
gefunden  ist,  auch  für  alle  anderen  Werthe  der  .Zahl  n  bestimmen. 
Ist  zunächst  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  nehmen  wir  in  dem 
letzten  Satz  des  vorigen  Paragraphen 

h  =±=  1,    m  =  4, 
und  erhalten 

9(4,  n)  y(n,  4)  =  9(1,  4n); 

nun  ist  nach  dem  zweiten  Satze  des  vorigen  Paragraphen 

9 (4,  n)  =  9(2»,  w)  =  ^(^  w); 
ferner  ist 

9>(n,  4)  =  2(l+i*), 

und  nach  dem  in  §.  112  gefundenen  Resultat 

9(1,  4n)  =  (1  +  i)  V±n  =  2(1+0  V», 

wo  die  Quadratwurzel  \n  wieder  positiv  genommen  werden  muss. 
Hieraus  ergiebt  sich  also 

9(1,  n)  .  2(1  +  *•)  =  2(1  +i)  Vn 
oder 

je  nachdem  nun  w  =  1  oder  =  3  (mod.  4)  ist,  wird 

i*  =  i    oder  =  —  i 

'und  folglich 

1+i         -        A  1+» 

=  1      oder  =  -; r  =  t, 


1  -f  i»  —  1  —  i 

also 

9(1,  n)  =  \n    oder    =iVn; 

diese  beiden  Fälle  lassen  sich  aber  in  die  eine  Formel 

9(1,  n)  =  »%<•-«■  Vn 
zusammenfassen. 
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Ist  endlich  n  durch  2,  aber  nicht  durch  4  theilbar,  also  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  setzen  wir  in  dem  dritten  Satze 
des  vorigen  Paragraphen  h  =  1 ,  ferner  m  =  2 ,  und  \  n  statt  n, 
wodurch  allen  Bedingungen  desselben  Genüge  geschieht,  und  er- 
halten 

9>(2i  \n)  9>(i»>  2)  =  VC1»  w)i     # 
nun  ist  aber 

9>O>2)  =  0, 

und  folglich  auch  * 

q>  (1,  n)  =  0. 

Wir  wollen  die  so  gewonnenen  Resultate  in  folgender  Tabelle 
zusammenfassen : 

g>(l,  w)  =  (1  +  i)  Vn,  wenn  n  =  0  (mod.  4) 
9(1,  n)  =  i'A^-^Vw,  wenn  w  =  1  (mod,  2) 
<p  (1,  n)  =  0,  wenn    w  =  2  (mod.  4). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  die  Bemerkung,  dass  die  in 
den  beiden  ersten  Formeln  vorkommende  Quadratwurzel  Vn  durch- 
aus positiv  genommen  werden  muss,  wie  es  sich  bei  der  Unter- 
suchung in  §.  112  herausgestellt  hat.  Ohne  diese  nähere  Be- 
stimmung würden  die  vorstehenden  Sätze  sich  auf  viel  einfachere 
Art  beweisen  lassen;  Gauss  wurde  zuerst  in  seiner  Theorie  der 
Kreistheilung  auf  die  Betrachtung  solcher  Summen  geführt*);  es 
ergiebt  sich  dort  ohne  Schwierigkeit  der  Werth  des  Quadrates  der- 
selben; der  viel  tiefer  liegenden  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
Quadratwurzel  widmete  er  aber  eine  besondere  Abhandlung**), 
in  welcher  er  auf  einem,  von  dem  hier  (in  §.  112)  eingeschlagenen 
gänzlich  verschiedenen  Wege,  nämlich  durch  rein  algebraische 
Zerlegung  dieser  Summen  in  Producte,  vollständig  zum  Ziele  ge- 
langte. 


*)  D.  A.  art.  356. 
**)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.    1808, 
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§.  115. 

Wir  suchen  nun  den  Werth  von  q>(h,  w)  auch  für  beliebige 
Werthe  von  h  zu  bestimmen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist ,  die  wir  mit  p  bezeichnen 
wollen.  Bezeichnen  wir  mit  a  die  sämmtlichen  \(p  —  1)  incon- 
gruenten  quadratischen  Reste  von  j>,  mit  ß  die  \(p  —  1)  quadrati- 
schen Nichtreste,  so  ist  (nach  §.  33) 

ihm  ihm 

<p(h,p)  =  I.e     p     =  1  +  2  2 e"   *  ; 
da  ferner 

*kni  %hMi  2*7li 

1  +  2  ea  p     +^ep   p    =ve9   p    —o 

ist,  sobald  h  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  können  wir  für  diesen 
Fall  mit  Benutzung  des  Legendre'schen  Symbols 

Iklti  Ä  9*71«  /      v  %hiii 

9(Kp)  =  2ett  *    -2/'   =2(f)c*  * 

setzen,  wo  5  die  Werthe  1,  2  ...  (p  —  1)  durchläuft.    Da  ferner 


D = (?)  (?>  (?)  (?)  - 

ist,  so  wird 


'<**>= e)*® 


.     2711 

Ä5 

!  P 


oder,  da  A  nicht  theilbar  durch  p  ist,  und  folglich  hs  gleichzeitig 
mit  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  p  durchläuft 
(mit  Ausschluss  der  Zahl  =  ö), 

für  h  =  1  ergiebt  sich 


27U 

e    p 


und  folglich  (nach  §.  114) 

»(*,!»)  =  (j)  »0,1»)  =  (^  i^'vp, 
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wo  die  Quadratwurzel  \p  wieder  positiv  zu  nehmen  ist.  (Wenn 
h  durch  p  theilbar  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Defi- 
nition dieser  Summen  qp  (A,  p)  =  p.) 

Aus  dem  vorstehenden  Resultate  in  Verbindung  mit  dem  drit- 
ten Satze  des  §.  113  lässt  sich  nun  auf  ganz  einfache  Weise  das 
Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  (§.  42) 
für  je  zwei  positive  ungerade  Primzahlen  p  und  q  ableiten.  Es  ist 
nämlich 

und  ebenso 

«P(2>.3)  =  (f)*"/^-I)SV3, 

und  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

<P(hp4)  =^(^-1)8VM) 
und  zwar  sind  alle  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen,  woraus 

folgt,  dass  

Vpq=  VpVq 
ist.    Nach  dem  dritten  Satze  des  §.113  ist  nun 

<P(PiQD  <p(&p)  =  <P(hpi), 

folglich 

und  also 

wo  zur  Abkürzung  A  für 
(H-tf-fr-.y-fr-l),^  ,__,  j(y  +  1)(g+1)_2j 

gesetzt  ist;  da  nun 

(p  +  l)(j+l)-2  =  2(mod.4) 
ist,  so  erhalten  wir 

(i\  (l\  =  j*Mp-»(q-i)  =  (-_i)V2(p-i).va(*-D? 

womit  der  Reciprocitätssatz  von  Neuem  bewiesen  ist.  Dieser  Be- 
weis rührt  ebenfalls  von  Gauss  her*). 

*)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.    1808. 


** 
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Auf  ganz  ähnliche  Art  lassen  sich  die  Sätze  (§§.  40,  41)  über 
die  Zahlen  —  1  und  2  beweisen.    Aus  dem  obigen  Satze 

v  (*,  p)  =  (|)  9  (i,  p)  =  (f)  W-*  V;> 

folgt  nämlich 


andererseits  ist 


#a2  7l(-,) 


und  hieraus  folgt,  dass  q>  ( —  1,  p)  durch  Vertauschung  von  i  mit 
—  i  aus  <p  (1,  p)  hervorgeht,  dass  also 

<p(^l,i))  =  (-i)1A(p-i)8Vi> 

ist;  durch  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke,  in  denen  V p 
beide  Male  positiv  zu  nehmen  ist,  ergiebt  sich  aber 

(—  \  =  (-  l)V<(p-i)*  =  (-  1)%(p-i). 

Setzen  wir  ferner  in  dem  dritten  Satz  des  §.113 

h  =  1,    m  =  8,    n  =  _p, 
so  erhalten  wir 

V(8,l0  9(ft8)  =  9(l,8i>); 
nun  ist  aber 

9? (1,  8j))  =  (1  +  «)  Wp  =  ±Vp  .  ex'*ni, 
ferner 

<pQ>,  8)  =  4eV«*wrf, 

ferner  (nach  dem  zweiten  Satze  des  §.113) 

9(8,  p)  =  9(2.22,  #)  =  <p(2,  i>), 
d.  h. 

9(8,P)  =  (J-)  9(1,*)  =  (j)W'-l»Vp\ 

setzen  wir  diese  Werthe  für  <p  (8,  p),  (p  (*,  8)  und  <p  (1,  8#)  in  die 
vorangehende  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

und  hieraus  folgt  leicht 

=    (—  1)V8(P2-D. 


(f) 


Auf  diese  Weise  sind  alle  Hauptsätze  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Reste  von  Neuem  bewiesen. 
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§.  116. 

Für  den  Fall,  dass  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  h  irgend 
eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist,  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  folgende  Gleichung  erhalten 

welche,  wenn  man  den  für  <p  (1,  p)  gefundenen  Werth  einsetzt,  in 
die  folgende  übergeht: 

soll  dieselbe  auch  für  den  vorher  ausgeschlossenen  Fall,  in  welchem 
h  =  0  (mod.  p)  ist,  ihre  Gültigkeit  behalten,  so  müssen  wir  über- 
einkommen, immer 


(})- 


zu  setzen,  wenn  h  durch  p  theilbar  ist;  denn  die  linke  Seite  der 
Gleichung  wird 

*(t)-°- 

weil  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  genau  gleich  ist  der  An- 
zahl der  quadratischen  Nichtreste.  Nach  dieser  Erweiterung  des 
von  Legendre  eingeführten  Zeichens  wird  ferner,  wenn  man  an 
der  in  §.  46  gegebenen  Erklärung  des  Jacobi'schen  Symbols  fest- 
hält, stets 


(f ) = •• 


wenn  m  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist. 

Die  Gleichung  (1)  gilt  jetzt  allgemein  für  jede  positive  unge- 
rade Primzahl  p,  wenn  h  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  die 
Summation  linker  Hand  darf  auch  auf  die  Zahlclasse  s  =  0  (mod.  p) 
ausgedehnt  werden.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  dieser  Satz  über 
ungerade  positive  Primzahlen  p  sich  genau  in  derselben  Fassung 
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auch  auf  jede  positive  ungerade  zusammengesetzte  Zahl  P  über- 
tragen lässt,  welche  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar 
ist    Wir  setzen  also 

P  =  pp'p"  .  .  . 

wo  jp,  p\  pf'  .  .  .  lauter  positive  ungerade  und  von  einander  ver- 
schiedene Primzahlen  bedeuten,  und  fuhren  der  Bequemlichkeit 
halber  folgende  Bezeichnung  ein : 

P  P  P 

j  =  &  y  =  ^'  y  =  Q'  -  •  • 

Schreiben  wir  nun  für  jede  der  Primzahlen  jp,  p',  p"  .  .  .  die  obige 
Gleichung  (1)  auf: 

(      v         2hni  /  h  \ 

7)c~  =  (7)i,MP"1),Vl, 

2  (f)e'*^  =  Qn)iW-»Vp" 


und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

sQ  +  s'Q'  +  s"Q"+---  =  m, 

so  ergiebt,  da  auch  nach  der  neuen  Erweiterung  des  Legendre'- 
schen  Symbols  stets 

ist,  die  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen  folgendes  Resultat 


ihni 
ro— - 

e       p 


s  (i)  \j)  \j)  •  ■  •  (2) 

=  /AV/ap-i)!+l/4(P'-D2+yp"-i)Jf"yp, 

wo  V  P  wieder  positiv  zu  nehmen  "ist,  und  das  Summenzeichen 
linker  Hand  sich  auf  alle  pp+"  .  .  .  =  P  Combinationen  aller 
Werthe  von  s,  s',  s"  .  .  .  bezieht.    Zunächst  leuchtet  nun  ein,  dass 
je  zwei  verschiedenen  dieser  Combinationen  auch  zwei  nach  den 
Modulus  P  incongruente  Werthe  von  m  entsprechen;  denn  aus 
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sQ  +  s'Q'  +  s"Q"-)r  •  •  •  =  tQ  +  HQ  +  t"tf'+  •  •  •  (mod.  P) 

würde,  da  (?,  Q"  .  .  .  sämmtlich  =  0  (mod.  p)  sind,  folgen,  dass 

s#  =  tfß  (mod.  _p), 

und,  da  Q  relative  Primzahl  zu  p  ist,  auch 

s  =  t  (mod.  p) 

wäre;  ähnlich  würde  aus  derselben  Annahme  gleichzeitig 

s'  =  if  (mod.  p')\    s"  =  t"  (mod.  p")  .  .  . 

folgen,  so  dass  also  die  beiden  Combinationen  s,  s' ,  s"  ...  und 
£,  £',  t"  .  .  .  identisch  wären.  In  der  That  durchläuft  also  m  ein 
vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  P.     Ferner 

ist  nun 

© = r+s,gyg'+-) = (?)  -  (?)  (*)• 

und  ebenso 

(i^H^Xy)'  (f)  =  (fXfX"' 

folglich  auch,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  multiplicirt, 

.(f)=(i)(f)^)-(7)(yO(f)- 

Multiplicirt  man  daher  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung  (2)  mit 
so  erhält  man 

K5K" = (M)(f^  •(!>-"- v* 

wo  rechts  zur  Abkürzung 

ef}+  (^y+  m+ •  •  • = K^y 

gesetzt  ist.    Da  nun  ferner 

(D-G)®- 


v)_(y(w" 

(f)=(f')(f)'" 
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ist,  so  erhält  man  durch  Multipiication 

(*)$(£)•■•=".<*)(*)• 

wo  das  Productzeichen  U  sich  auf  alle  möglichen  Paare  von  je 
zwei  verschiedenen  Primzahlen  p,  p*  bezieht.  Da  nun  nach  dem 
Reciprocitätssatze 

ist,  so  erhält  man 

(!)  (v)  (f )  •  •  • = i2z*(p~i)  %(r'_i)' 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  wieder  auf  alle  Combi- 
nationen  von  je  zwei  verschiedenen  Primzahlen  p,  p'  bezieht;  es 
ist  ferner 


i(«^)'+.z 


folglich 

2  (J)  cm-?~  =  (y)»  «.<*-» +*(•-»+.••*  yi». 

Da  endlich  (vergl.  §.  46) 

P=  (1  +  (?-!))  (1  +(f/-  l))(l+0" -!))•• • 
==  1  +(i>-  l)  +  (i/-  1)  +  (p"-l)  +■■■  (mod.  4) 
und  folglich 

P—l_p  —  l    .  p'  —  1    .   p"  —  1    .  ,      ,  „, 

T-  -S-  +2~  +.2"  +  *  *  *  (m°d-  2) 

und  hieraus 

/-P -  1 V—  /^ .— A    .   P'  -  1    i   P"-1        \\     a   a\ 

(-r)=rr  +  2  +  -!-•  •  ;(mod- 4) 

ist,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

'    2Ä7TI 


(%)em-^  =  (±)iW-*VP, 


worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht.  Nimmt  man  h  =  0  (mod.  P) 
so  erhält  man  wieder  den  (in  §.  52.  I.  bewiesenen)  Satz 


S  (?)  =  0. 


IL    Ueber  den  Grenzwerth  einer  unendlichen  Reihe. 


§.  117. 

Lehrsatz:  Sind  a  und  b  zwei  positive  Constanten,  so  convergirt 
die  unendliche  Reihe 

s-Jl^    ■  1  +  1  ,  1  . 

°~  b*+<>  "^  (b  +  ay+Q  "*"  (b  +  2ay+Q  ^  (b  +  3a,y+Q  "1 

für  jeden  positiven  Werth  von  q  ,  wnd  bei  unbegrenzter  Abnahme 
dieser  positiven  Zahl  q  nähert  sich  das  Product  q  8  dem  Grens- 
werthe  o""1. 

Beweis.  Bedeuten  #,  y  rechtwinklige  Coordinaten,  und  con- 
struiren  wir  für  einen  bestimmten  positiven  Werth  von  q  die  Curve, 
deren  Gleichung 

_     1 

y  ~  x*+i 

ist ,  so  hat  die  Fläche ,  welche  zwischen  ihr  und  der  unendlichen 
positiven  Abscissenaxe  liegt,  von  x  =  b  an  gerechnet,  den  end- 
lichen Werth 


+  00 

ydx 


QbQ 

0 

Die  Ordinaten  der  Curve,  welche  den  Abscissen 

fe,    b  -f-  a,    fe-f-2a,    b  +  3a  .  .  . 
entsprechen,  sind 
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11  1  1 


b1**'   (&  +  a)1+e,   (6  +  2o)1  +  el  (6  +  3a)*  +  ?        ' 

ihre  Fusspuncte  sind  äquidistant  nnd  zerlegen  die  Abscissenaxe 
in  unendlich  viele  Stacke  von  der  Grösse  o.  Construirt  man  über 
jedem  dieser  Stücke  als  Grandlinie  ein  Rechteck,  dessen  Höhe 
gleich  der  letzten  Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  haben  diese 
Rechtecke  der  Reihe  nach  den  Flacheninhalt 


(b  +  ay+9*   (6  +  2a)l+e'    (b  +  3ay+9 

Da  nun*  die  Ordinate  y  der  Curve  mit  stetig  wachsendem  x  stetig 
abnimmt,  so  ist  jedes  dieser  Rechtecke  kleiner  als  der  über  dem- 
selben Abscissenstück  liegende,  bis  zur  Curve  ausgedehnte  Flächen- 
streifen, und  folglich  ist  die  Summe  von  noch  so  vielen  jener 
Rechtecke  stets  kleiner  als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve  be- 
grenzte Fläche;  A  h.  es  ist 


(b  +  ay+Q  ^  (b  +  2d)l+e  ^  (b  +  3ay+Q  ^  QbQ' 

oder  es  ist,  wenn  auf  beiden  Seiten  ab^1"Q  addirt  wird, 


gbQ  ^  b1*?' 

woraus  folgt,  dass  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehende 
Reihe  S  wirklich  für  jeden  positiven  Werth  von  q  convergirt. 

Construirt  man  nun  über  jedem  der  obigen  Abscissenstücke 
als  Grundlinie  ein  zweites  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  der  ersten 
Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  sind  diese  Rechtecke,  deren  Flächen- 
inhalt gleich 

a  a  a 


•  •  • 


fe1*?'   (b  +  ay+V*   (b  +  2ay  +  Q        ' 

nothwendig  grösser  als  die  über  denselben  Stücken  liegenden,  bis 
zur  Curve  fortgesetzten  Flächenstreifen,  aus  dem  schon  oben  an- 
geführten Grunde,  weil  mit  wachsendem  x  die  Ordinate  y  stetig 
abnimmt.  Die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  ist  daher  grösser 
als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve  begrenzte  Fläche,  d.  h. 
es  ist 

aS> 


QbQ 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  yfo 
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Auf  diese  Weise  ist  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  S  und  folg- 
lich auch  der  des  Productes  g  8  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen ; 
es  ist  nämlich 

1  ~       _J ,       Q 

riQ<Qb<  abQ  +  &*  +  (>' 

Wenn  nun  der  positive  Werth  g  unendlich  klein  wird,  so  nähert 
sich  sowohl 

,  als  auch  —  -f     <* 


abQ'  abQ    '    61  +  e 

einem  und  demselben  Grenz  werth  a~1;  mithin  muss  auch  dasPro- 
duct  qS  sich  demselben  Grenzwerth  a-*1  nähern,  was  zu  bewei- 
sen war. 


§•  118. 

Der  so  eben  bewiesene  Satz  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden,  welcher  seiner  zahlreichen  Anwendungen  wegen  von 
der  grössten  Wichtigkeit  ist:    . 

Es  sei  K  ein  System  von  positiven  Zahlwerthen  fc,  und  1 
diejenige  unstetige  Function  von  einer  positiven  stetigen  Veränder- 
lichen t,  welche  cmgiebt,  wie  viele  der  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe 
h  den  Werth  t  nicht  übertreffen;  wenn  nun  mit  unendlich  wachsen- 
dem t  der  Quotient  T :  t  sich  einem  bestimmten  endlichen  Grenz- 
werthe  o  nähert,  so  convergirt  die  über  alle  Werthe  Je  ausgedehnte 
Reihe 

5=2     l 


fr  +  Q 

für  jeden  positiven  Werth  von  9,  und  das  Product  gS  nähert  sich 
mit  unendlich  abnehmendem  g  demselben  Grenzwerthe  cd. 

Es  wird  gut  sein,  dem  Beweise  dieses  allgemeinen  Princips*) 
einige  erläuternde  Bemerkungen  voranzuschicken.  Zufolge  der 
Bedeutung  von  T  entspricht  jedem  endlichen  Werthe  von  t  auch 


*)  DiricJdet:  Becherches  etc.    §•  1.  —  Dirichlet:  Sur  vm  thior&me  re- 
latif  aux  stries,  Crelle's  Journal  Bd.  53. 
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ein  endlicher  Werth  von  T;  denn  wären  in  K  unendlich  viele 
Zahlen  Je  enthalten,  welche  den  endlichen  Werth  t  nicht  übertreffen, 
so  würde  auch  jedem  grössern  Werthe  von  t  eine  unendliche  An- 
zahl T  entsprechen;  es  würde  daher  das  Verhältniss  T :  t  fort- 
während unendlich  gross  sein;  dies  widerspricht  aber  der  Annahme, 
dass  T :  t  sich  einem  endlichen  Grenzwerth  <d  mit  wachsendem 
t  nähert.  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  die  ganze  Zahl  T  nur 
dann  ihren  Werth  ändert,  wenn  t  einen  Werth  erreicht,'  welcher 
einer  oder  mehreren  einander  gleichen  in  K  enthaltenen  Zahlen 
Je  gleich  ist,  und  zwar  wird  T  dann  plötzlich  um  ebenso  viele 
Einheiten  zunehmen,  als  es  Zahlen  h  giebt,  welche  diesem  Werth 
t  gleich  sind. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wenn  K  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Zahlwerthen  Je  besteht,  leuchtet  die  Richtigkeit  des 
obigen  Satzes  unmittelbar  ein;  denn  sobald  t  dem  grössten  dieser 
Werthe  k  gleich  geworden  ist,  bleibt  T  bei  weiter  wachsendem 
t  unverändert;  es  ist  folglich  ra  =  0;  und  da  andererseits  die 
Summe 

z  h 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird  auch  das  Product  qS  mit  un- 
endlich kleinem  q  ebenfalls  unendlich  klein  werden. 

Ebenso  bestätigt  sich  der  allgemeine  Satz  in  dem  speciellen 
Falle,  welcher  in  dem  vorigen  Paragraphen  behandelt  ist.  Das 
System  K  besteht  dort  aus  den  sämmtlichen  Zahlen  von  der  Form 
b  +  w#>  die  den  sämmtlichen  Werthen  0,  1,  2,  3  .  .  .  von  n 
entsprechen;  wenn  nun  t  =  b  +  wa  oder  >  b  +  na,  aber 
<  b  +  (n  +  1)  a  ist ,  so  ist  entsprechend  T  =  n  -f  1 ,  und  folg- 
lich nähert  sich  der  Quotient  T :  t  mit  unendlich  wachsendem  t, 
also  auch  mit  unendlich  wachsendem  n  dem  Grenzwerth 


o  =  — ; 


a 


und  in  der  That  haben  wir  gefunden,  dass  dieser  Werth  auch  zu- 
gleich der  Grenzwerth  des  Productes  pSist,  wenn  die  positive 
Grösse  q  unendlich  klein  wird. 


W 
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§.  119. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  über 
und  beginnen  damit,  die  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe  k  ihrer 
Grösse  nach  zu  ordnen  und  mit  Indices  zu  versehen,  in  der  Weise, 
dass 

h^h  ^h  ^  h  ^  h  •  •  • 

wird;  dies  ist  offenbar  möglich,  da  unterhalb  eines  beliebigen  end- 
lichen positiven  Werthes  t  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlwerthen  k  vorhanden  ist;  sind  mehrere  Zahlen  k  gleich  gross, 
so  muss  jede  einzelne  ihren  besonderen  Index  erhalten,  so  dass 
dann  mehreren  auf  einander  folgenden  Indices  gleich  grosse  Zahl- 
werthe k  entsprechen. 

Sehen  wir  ab  von  dem  interesselosen  Falle,  in  welchem  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  k  vorhanden  ist,  so  lässt  sich 
zunächst  zeigen,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  auch  der 
Quotient 

%«."=  — 
*  —  & 

sich  demselben  Grenzwerth  a>  nähert,  und  durch  diese  Bemerkung 
wird  dann  der  allgemeine  Satz  auf  den  vorher  (§.  117)  behandelten 
speciellen  Fall  zurückgeführt. 

In  der  That,  wenn  8  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene 
Grösse  bedeutet,  so  kann  man  entsprechend  einen  positiven  Werth  x 
immer  so  gross  wählen,  dass  für  alle  Werthe  t  2>  x  die  Bedingung 

T 
ra  — ä  <  —  <  (o  +  8 

t 

erfüllt  ist.  Es  sei  ferner  v  derjenige  Werth  von  jP,  welcher  t  =  x 
entspricht,  also  kv  <£  r  <  fc„+i>  und  n  irgend  eine  der  positiven 
ganzen  Zahlen  v  +  1,  v-f-2,  v  +  3...;  dann  ist  jedenfalls  kn  >  r, 
und  wenn  mehrere  auf  einander  folgende  Grössen  k  denselben 
Werth  wie  kn  besitzen,  so  sei  &m+i  die  erste,  kr  die  letzte  von  ihnen, 
also  n  eine  der  Zahlen  m  +  h  m  +  2 . . .  r.  Nähert  sich  nun  t  von 
km  ab  wachsend  dem  Werthe  kn  immer  mehr  an,  so  bleibt  T  =  my 
und  der  Quotient  T :  t  nähert  sich  abnehmend  unbegrenzt  dem 
Werthe  m  :  kn,  und  da  m  <  n  ist,  so  folgt,  dass 
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T 

t 


—  <  K 


ist,  sobald  t  sehr  nahe  unterhalb  fe,  liegt;  für  t  =  hn  wird  aber 
T  =  r  ;>  w,  und  folglich 

T 

Da  nun  bei  diesem  Wachsen  von  t  <Jcnhia  t  =  Jcn>  t  der  Quo- 
tient T:t  stets  zwischen  cd  —  8  und  co  -f-  8  liegt,  und  zugleich,  wie 
eben  gezeigt  ist,  von  Werthen,  die  <  hn  sind,  auf  einen  Werth 
springt,  der  ^  hn  ist,  so  muss  auch  co  —  8<hn<G>  +  8  sein.  Wie 
klein  also  auch  8  sein  mag,  so  kann  n  stets  so  gross  gewählt  wer- 
den, dass  hn  definitiv  um  weniger  als  8  von  co  verschieden  wird, 
d.  h.  hn  nähert  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  demselben 
Grenzwerth  &. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  lässt  sich  der  Beweis  des  allge- 
meinen Satzes  leicht  fuhren.    Da  nämlich 

1  h1  +  9      äx+p      &1  +  ? 

ist,  wo  A„  mit  unendlich  wachsendem  n  sich  dem  Grenzwerthe  co 
nähert  und  folglich  endlich,  d.  h.  Heiner  als  eine  angebbare  Con- 
stante  H  bleibt,  so  ist  die  Summe  8*  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  8  kleiner  als  das  Product  auslP  +  e  und  der  Summe  jß'  der 
ersten  n  Glieder  der  folgenden  Reihe 

V  +  9^~  21  +  9  ^  31  +  9  +•"""» 

da  nun  die  letztere  (nach  §.  117)  für  jeden  positiven  Werth  von 
q  convergirt,  so  convergirt  auch  die  Reihe  S.  Setzt  man  nun 
8=8'  +  8",  R  =  Jß'  +  Jß",  so  wird  8"  =  h*  +  9  Jß",  wo  h  einen 
(jedenfalls  positiven)  Mittelwerth  aus  den  Werthen  äw+ij  Än+2-  •  • 
bedeutet.  Ist  daher  8  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene  Grösse, 
und  n  so  gross  gewählt  (was  stets  möglich  ist),  dass  alle  diese 
Werthe  zwischen  a>  —  8  und  cd  +  8  liegen,  so  wird  auch  A,  und  für 
hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  hx  +  9  zwischen  denselben 
Grenzen  liegen.  Da  ferner  (nach  §.  117)  das  Product  q  R"  mit 
unbegrenzt  abnehmendem  positiven  q  sich  der  Einheit  unendlich 
annähert,  so  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  das 
Product  q  S"  =  h1  +  9 .  q  Jß"  zwischen  den  Grenzen  co  —  8  und  a  +  8 
liegen.  Da  endlich  q  S'  gleichzeitig  unendlich  klein  wird,  weil  Sf  nur 
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eine  endliche  Anzahl. von  Gliedern  enthält,  so  wird  für  sehr  kleine 
Werthe  von  q  auch  q  S=q  S'  +  qS"  zwischen  denselben  Grenzen 
co —  S  und  cd  4-  8  liegen.  Hiermit  ist  also  auch  bewiesen,  dass 
mit  unbegrenzt  abnehmendem  q  das  Product  q  S  sich  dem  Grenz- 
werthe  &  unendlich  annähert*). 


*)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  den  obigen  allgemeinen 
Satz  nicht  umkehren  darf.  Besteht  z.B.  das  System  K  aus  einer  Zahl  &  =  1, 
aus  (6  —  1)  Zahlen  k  =  0,  aus  (02  —  6)  Zahlen  k  =  02,  aus  (0S  —  0a)  Zahlen 
k  =  08  u.  s.  f.,  wo  0  eine  positive  ganze  Zahl  >  1  bedeutet,  so  ist  für  jeden 
positiven  Werth  von  £ 

0(0?  —  1) 

und  das  Product  gS  nähert  sich  mit  anendlich  abnehmendem  q  dem 
Grenzwerthe 

_  0  —  1 
W"~0  ^0' 

während  der  Quotient  T  :  t  bei  unendlich  wachsendem  t  fortwährend  von 
dem  Werth  1  abnehmend  durch  w  hindurch  geht  bis  zu  dem  Werth  1  :  0, 
dann  aber  sogleich  wieder  zu  dem  Werth  1  zurückspringt,  um  von  Neuem 
denselben  Veränderungsprocess  zu  erleiden  (vergl.  §.  144). 


m.    Ueber  einen  geometrlsohen  Satz. 


§.  120. 

In  einer  Ebene  sei  eine  vollständig  begrenzte  Figur  F  von 
allenthalben  endlichen  Dimensionen  construirt,  deren  Flächeninhalt 
wir  mit  A  bezeichnen  wollen.  Sind  ferner  X  und  T  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Axen,  und  construirt  man  parallel  mit  ihnen  zwei 
Systeme  äquidistanter  Parallelen,  welche  ein  über  die  ganze  Ebene 
ausgebreitetes  Gitter  bilden,  so  wird,  wenn  8  der  Abstand  je  zweier 
benachbarter  Parallelen,  und  T  die  Anzahl  der  Gitterpuncte  ist, 
welche  innerhalb  F  liegen,  das  Product  TS3  mit  unendlich  ab- 
nehmendem 8  sich  dem  Grenzwerthe  A  nähern  *). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  System  der 
mit  Y  parallelen  Geraden  und  nehmen  der  Einfachheit  halber  an, 
dass  jede  derselben  die  Begrenzung  der  Figur  nur  zweimal  schnei- 
det; bezeichnen  wir  •  mit  h  die  Länge  des  innerhalb  F  liegenden 
Stückes  irgend  einer  solchen  Parallelen,  so  ist  h8  nahezu  der 
Flächeninhalt  des  zwischen  dieser  und  der  folgenden  Parallelen 
enthaltenen  Theiles  der  Fläche  JP7,  und  es  wird  in  der  Lehre  von  der 
Quadratur  bewiesen,  dass  die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  hd 
sich  mit  unendlich  abnehmendem  8  dem  wahren  Flächeninhalt  A 
der  Figur  unbegrenzt  nähert.  Bezeichnen  wir  nun  mit  n  die  An- 
zahl der  auf  h  liegenden  Gitterpuncte  (wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  ein  zufällig  auf  der  Begrenzung  von  F  liegender  Gitterpunct 
mitgezählt  oder  ausgeschlossen  wird),  so  besteht  h  aus  (w — 1) 
Stücken  =  8  und  aus  einem  Rest,  welcher  höchstens  =  2  8  ist, 


*)  Dirichlet:  Eecherches  etc.  §.  1. 
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so  dass  wir  h  =  nö  -\-  so  setzen  können,  wo  e  einen  positiven  oder 
negativen  echten  Bruch  bedeutet.    Es  ist  daher: 

2  hd  =  2  (wtf3  +  fi«2)  =  TA*  +  6  2  sö\ 

es  ist  ferner,  da«  absolut  genommen  höchstens  =1  ist,  die  Summe 
2  sd  höchstens  gleich  der  endlichen  Ausdehnung  der  Figur  F  in 
der  Kichtung  der  Axe  X,  und  es  wird  daher  ö  2  ed  mit  8  gleich- 
zeitig unendlich  klein.  Folglich  nähert  sich  das  Product  Td2 
demselben  Grenzwerthe  A,  welchem  sich  2  hd  nähert;  was  zti  be- 
weisen war. 

Es  leuchtet  übrigens  ein,  dass  dieser  Satz  nicht  an  die  Be- 
schränkung gebunden  ist,  nach  welcher  die  Parallelen  mit  der 
Axe  Y  nur  einmal  in  die  Figur  F  ein-  und  nur  einmal  aus  ihr  aus- 
treten. Man  kann  immer  die  Figur  F  als  ein  Aggregat  von  po- 
sitiven und  negativen  Flächentheilen  ansehen,  welche  einzeln  der 
angegebenen  Bedingung  genügen;  und  wendet  man  auf  jeden  ein- 
zelnen Theil  den  Satz  an,  so  ergiebt  sich  daraus  sofort  die  Richtig- 
keit desselben  für  die  ganze  Figur  F. 


IV.    üeber  die  Gesohlechter,  in  welche  die  Classen  der 
quadratischen  Formen  von  bestimmter  Determinante 

zerfallen  *). 

§.  121. 

Ist  (a,  6,  c)  eine  quadratische  Form  von  der  Determinante 
62  —  ac  =  Z),  und  sind  ^,  w'  irgend  zwei  durch  diese  Form  dar- 
stellbare Zahlen  (wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  darstellenden 
Zahlen  relative  Primzahlen  sind  oder  nicht),  so  lässt  sich  das  Pro- 
duct  nn'  stets  in  die  Form  #3  —  Dy*  bringen,  wo  x  und  y  ganze 
Zahlen  bedeuten;  denn  aus  der  Annahme 

n  =  au*  +  2buy  +  cy*,    ri  =  aß*  +  2bßd  +  cd* 

folgt  (nach  §.  54),  dass  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Substitution 
(Z\$)  i*1  eine  Form  (w,rc,w')  übergeht,  deren  Determinante  x*  —  nn' 
von  der  Form  Dy3  ist.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen  sich  folgende 
Schlüsse  ziehen**). 

1.  Ist  Z  eine  ungerade  in  D  aufgehende  Primzahl,  so  hat  für 
alle  durch  l  nicht  theilbaren  Zahlen  w,  welche  durch  die  Form 
(a,  6,  c)  darstellbar  sind,  das  Symbol 


(t) 


einen  und   denselben  Werth.     Denn  sind  n  und  nf  irgend  zwei 
solche  durch  l  nicht  theilbare  und  durch  (a,  6,  c)  darstellbare 

*)  Diricklet:  Becherches  sur  diverses  applications  etc.  §§.3,6  (Cr eile's 
Journal  Bd.  19). 

**)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  artt.  229  —  231. 


314  Supplement  IV. 

Zahlen,  so  folgt  aus  nn'  =  x2  —  Dy2,  dass  nn9  =  x2  (mod.  ?),  und 
folglich 

ist. 

2.  Ist  D  =  3  (mod.  4),  so  hat  für  alle  ungeraden  durch  die 
Form  darstellbaren  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_l)%(n-l) 

einen  und  denselben  Werth.  Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei 
solohe  ungerade  Zahlen,  so  ist 

nn9  =  x2  —  Dy2  =  x2  +  y2  (moi  4); 

da  ferner  nn'  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  eine  der  beiden 
Zahlen  x,  y  gerade,  die  andere  ungerade  sein;  hieraus  folgt 
nn1  =  1  (mod.  4),  also  auch  n  =  n9  (mod.  4),  und  hieraus 

(_  l)y4(n-l)  =  (_  l)ft(n'-l). 

3.  Ist  D  =  2  (mod.  8)^  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_l)V8(n*-l)     ' 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus 

nn9  =  x2  —  Dy2  =  x2  —  2y2  (mod.  8) 

folgt,  da  x  ungerade  ist,  nn9  =  +  1  (mod.  8),  also  auch  w  =  i  n9 
(mod.  8),  woraus  die  obige  Behauptung  sich  unmittelbar  ergiebt. 

4.  Ist  D  =  6  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_l)%(n-l)  +  V8(n«-l) 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus 

nn9  =  x2  —  Dy2  =  x2  +  2y2  (mod.  8) 

folgt,  da  x  ungerade  ist,  nn9  =  1  oder  =  3  (mod.  8),  je  nach- 
dem y  gerade  oder  ungerade  ist;  dann  ist  entsprechend  n  =  n9 
oder  =  3  n'  (mod.  8),  und  man  findet  leicht,  dass  in  beiden  Fällen 

w  — 1    .   n2  —  1       w'  —  1    .   w'2  —  1/      ,  ON 
~2"  +  -&-=  ~2~  +  — g— (moi  2) 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ist  D  =  4  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 
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(_  i)%<»-D 

einen  und  denselben  Werth.     Denn  aus  nn'  =  x*  —  Dy*  folgt, 
da  x  ungerade  ist,  nn'  =  1  (mocL  4),  also  n  =  n'  (mod.  4). 

6.    Ist  D  =  0  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

(_!)%<—  i)    und    (—  l)V.(««-i> 
für  sich  einen  unveränderlichen  Werth.    Denn  aus 

nn9  =  a3  —  Dy3  =  a*  =  1  (mod.  8) 
folgt  n  =  nf  (mod.  8). 


§.  122. 

Auf  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  beruht  die  Ein- 
theilung  der  quadratischen  Formen  einer  gegebenen  Determinante 
D  in  Geschlechter;  wir  beschränkein  uns  hier  auf  die  ursprüng- 
lichen Formen,  weil  das,  was  für  sie  gilt,  leicht  auf  die  anderen 
Formen  übertragen  werden  kann;  ausserdem  betrachten  wir  für 
den  Fall  einer  negativen  Determinante  nur  positive ,  d.  h.  solche 
Formen,  deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind.  Es  sei  also 
(a,  6,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  tften  Art  (§.  61),  so  wissen 
wir  (§.  93),  dass  man  den  Variabein  derselben  stets  solche  Werthe 
x,  y  beilegen  kann,  dass 

ax%  +  2  bxy  +  cy2 

positiv  und  relafive  Primzahl  zu  2D  wird;  dabei  ist  es  gleichgültig, 
ob  x  und  y  relative  Primzahlen  zu  einander  sind  oder  nicht.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  Z,  Z',  V1  .  .  .  alle  von  einander  verschiedenen 
in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  hat  für  alle  durch 
eine  und  dieselbe  Form  (a,  &,  c)  erzeugten  Zahlen  ön  jedes  der 
Symbole 

/6n\     /ön\     /ön\ 

\TJ'  \r)>  \l") 

und  folglich  auch  jedes  der  Symbole 


.... 


(t).  (t)-  (?) 


.     *     .     . 
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für  sich  einen  unveränderlichen  Werth;  ist  ferner  D  nicht  =  1 
(mod.4),  also  <J  =  1,  so  gilt  dasselbe,  je  nachdem  D  =  3  (mod.4), 
D  =  2  (mod.  8),  D  =  6  (mod.  8),  D  =  4  (mod.  8),  D  =  0  (mod.  8) 
ist,  entsprechend  von  dem  Ausdruck 

(_  l)ya(n-l^       (_  l)I/8(n«-l))       (_  ly/aCn-D  +  Vefo*-!),       (_-  1)%<*-1) 

oder  von  jedem  der  beiden  Ausdrücke 

(_l)tt(n-l)     ^4     (_  i)y8<«*-i). 

Die  Anzahl  dieser  Ausdrücke 

die  wir  die  Charaktere  C  nennen  wollen ,  hängt  nur  von  der  De- 
terminante D  ab  und  soll  im  Folgenden  immer  mit  A  bezeichnet 
werden;  offenbar  ist  A  gleich  der  Anzahl  der  in  D  aufgehenden 
ungeraden  Primzahlen  Z,  V,  V1  .  .  .,  wenn  D  =  1  (mod.  4);  in  den 
übrigen  Fällen  mit  Ausnahme  von  D  =  0  (mod.  8)  ist  sie  um  1 
und  im  Falle  D  =  0  (mod.  8)  ist  sie  um  2  grösser.  Das  System 
der  bestimmten  Wetthe  ±  1 ,  welche  diesen  A  Charakteren  G  für 
eine  bestimmte  Form  (a,  6,  c)  zukommen,  wollen  wir  den  Total' 
Charakter  dieser  Form  nennen.  Nach  dem  Ausfall  dieses  Total- 
Charakters  theilen  wir  sämmtliche  ursprüngliche  Formen  von 
gleicher  Determinante  und  gleicher  Art  in  Geschleckter  ein,  indem 
wir  je  zwei  Formen  in  dasselbe  Geschlecht  oder  in  zwei  verschie- 
dene Geschlechter  werfen,  je  nachdem  der  Total-Charakter  der 
einen  Form  mit  dem  der  anderen  identisch  ist,  oder  nicht;  ein 
Geschlecht  ist  hiernach  der  Inbegriff  aller  ursprünglichen  Formen 
von  gleicher  Determinante  und  gleicher  Art,  für  welche  jeder  der 
A  Charaktere  C  für  sich  genommen  denselben  Werth  besitzt.  Da 
nun  alle  Zahlen  öw,  welche  durch  eine  bestimmte  Form  darstellbar 
sind,  auch  durch  alle  mit  ihr  äquivalenten  Formen  dargestellt 
werden  können,  so  gehören  alle  Formen  einer  und  derselben 
Classe  auch  in  ein  und  dasselbe  Geschlecht;  ein  Geschlecht  ist  da- 
her immer  der  Inbegriff  einer  bestimmten  Anzahl  von  Formen- 
Gassen.  Da  ferner  jeder  der  A  Charaktere  C  zwei  einander  ent- 
gegengesetzte Werthe  haben  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen  ursprünglichen  Formen  von  einer  gegebenen  Determinante 
D  und  von  der  tften  Art  höchstens  2*  verschiedene  Geschlechter 
bilden  können. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  die  äusseren  Coefficienten  einer 
Form  immer  durch  diese  Form  dargestellt  werden,  wenn  man  der 
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einen  Variabein  den  Werth  1,  der  andern  den  Werth  0  beilegt; 
mithin  können  die  Charaktere  dieser  Form  immer  ans  einem  dieser 
beiden  Coefficienten  erkannt  werden. 

Beispiel  1 :    Für  die  Determinante  D  =  —  35  =  1  (mod.  4) 
bilden  (§.  67)  die  sechs  Formen 

(1,0,35),    (5,0,7),    (3,  ±1,12),    (4,  +  1,  9) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen  der 
ersten  Art,  und  die  beiden  Formen 

(2,1,18),    (6,1,6) 

ein  solches  Formensystem  der  zweiten  Art  Um  diese  Formen 
(oder  die  durch  sie  reprasentirten  Classen)  in  Geschlechter  einzu- 
theilen,  haben  wir  die  beiden  Charaktere 


(t) 


und 


(t) 


zu  betrachten,  und  da  A  =  2  ist,  so  sind  fiir  jede  der  beiden 
Formenarten  höchstens  vier  Geschlechter  zu  erwarten«  Die  wirk- 
liche Untersuchung  ergiebt  als  Resultat  folgende  Tabelle 


(a,  b,  c) 

(t) 

(t) 

(1,  0,  35) 

+ 

+ 

(5,  0,  7) 





(3,  ±  1,  12) 





(4,  ±  1,  9) 

+ 

+ 

(2,  1,  18) 

+ 

+ 

(6,  1,  6) 



— 

Es  zeigt  sich  also,  dass  jedes  der  beiden  Systeme  nur  in  zwei  ver- 
schiedene Geschlechter  zerfällt;  die  drei  Formen 

(1,0,35),    (4,  ±1,9) 

bilden  ein  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 


(*)-  +  '.  (*)-+' 
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bestimmt  ist;  die  drei  anderen  Formen 

(5,0,7),    (3,  ±1,12) 
bilden  ein  zweites  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 

(t)— •'•  (f)  — • 

bestimmt  ist.  Und  jede  der  beiden  Formen  der  zweiten  Art  bildet 
ein  Geschlecht  für  sich. 

■ 

Beispiel  2:     Für  die  Determinante  D  =  —  5  =  (mod.  4) 
bilden  (§.  71)  die  beiden  Formen 

(1,0,5),    (2,1,3) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen;  um 
sie  in  Geschlechter  einzutheilen,  müssen  wir  die  beiden  Charaktere 

(—!)%(■- 1>    und    (y) 
betrachten.    Der  Form  (1,  0,  5)  entspricht 

(_1)%0.-D=+It     (*)==+l| 

und  der  Form  (2,  1,  3)  entspricht 

(_l)V4(»-i,=_l>    (5)=-l. 

Jede  dieser  beiden  Formen  bildet  also  ein  Geschlecht  für  sich; 
da  X  =  2  ist,  so  ist  auch  hier  die  Anzahl  der  Geschlechter  nicht 
=  2\  sondern  nur  =  2*-1. 

Beispiel  3:    Für  die  Determinante  D  =  24  =  0  (mod.  8) 
findet  man  leicht  (nach  §§.  75,  78,  82) ,  dass  folgende  vier  Formen 

(1,4,-8),    (-1,4,8),    (3,3,-5),    (-3,3,5) 

ein  vollständiges  Formensystem  bilden;  es  sind  hier  die  folgenden 
drei  Charaktere  zu  betrachten: 

(_i)*c— 1>,  <-  i)Vb(««-d,  (±y 

der  ersten  der  obigen  Formen  entspricht 

(_l)V2(n-l)=  +  l?      (-1)%C^-I)=+11      ^=+l; 

der  zweiten 

(_1)%0-1>=_1,      (_l)Vö(n«-l)=+l}      0A=_l; 

ler  dritten 
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(_l)*(-i)=_l,    (_!)./.(«•-«  =_1,    ^=+i; 

and  der  vierten 

(_  !)*<«- 1)  =  +  i ,     (_l)M,(«'-i)=_l,    (».)=_  L 

Auch  hier  zeigt  sich  also,  dass  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen 
Geschlechter  nicht  =  2*,  sondern  nur  =  2*_1  ist 


§.  123. 

Mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes  lässt  sich  nun  in  der  That 
nachweisen,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Geschlechter  höchstens 
=  2*-1  ist  Wir  setzen  D  =  D'/S2,  wo  S*  das  grösste  in  D  auf- 
gehende Quadrat  bezeichnet,  und  legen  den  Buchstaben  #,  «,  P 
dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  D  bei,  welche  sie  in  §.  52  in 
Bezug  auf  die  dort  mit  D  bezeichnete  Zahl  erhalten  haben.  Dann 
wird 


D_(2)=i«~.  .««(•), 


r 


wo  n  jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  relative 
Primzahl  zu  2  D  ist.  Da  nun  die  Determinante  D  keine  Quadrat- 
zahl, also  D'  nicht  =  1  ist,  so  kann  auch  nicht  gleichzeitig 
#=+!,  «  =  -|-l  und  P  =  1  sein,  und  hieraus  folgt  leicht,  dass 
der  Ausdruck 


flV^n-i)  £y8(n*-l)  /  *\ 


entweder  einer  der  Charaktere  C  selbst,  oder  ein  Product  aus 
mehreren  dieser  Charaktere  ist;  bezeichnen  wir  diese  Charaktere 
mit  C  und  ihr  Product  mit  FI  C\  so  ist  also  stets 

sobald  n  positiv  und  relative  Primzahl  zu  2  D  ist.    Da  nun  durch 
jede  ursprüngliche  Form  der  tften  Art  stets  Zahlen  ön  dargestellt 
werden  können,  in  welchen  n  dieser  Bedingung  genügt  (§.  f 
und  zwar  solche  Zahlen  <Jn,  von  welchen  D  quadratischer  Resl 
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(§.  60),  so  ergiebt  sich,  dass  der  Total-Charakter  einer  jeden  Form 
so  beschaffen  ist,  dass  stets 

und  niemals  II  Cf  =  —  1  wird.  Da  nun  unter  den  sämmtlichen 
2*Zeichencombinationen,  welche  man  erhält,  wenn  man  jed.em  der 
X  Charaktere  C  sowohl  den  Werth  +  1  wie  den  Werth  —  1  bei- 
legt, offenbar  die  Hälfte  so  beschaffen  ist,  dass  II  Cf  =  —  1  wird, 
so  folgt,  dass  diesen  Zeichencombinationen  oder  Total-Charakteren 
keine  wirklich  existirenden  Formen  entsprechen  können.  Mithin 
ist  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  höchstens 
=  2*-i. 

Im  Folgenden  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  allen  denjenigen 
Total-Charakteren,  welche  in  Uebereinstimmung  mit  der  oben  an- 
gegebenen Relation  sind,  wirklich  existirende  Formen  entsprechen, 
dass  also  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Geschlechter  =2*— 1 
ist,  und  ausserdem,  dass  jedes  Geschlecht  eine  gleiche  Anzahl  von 
Formen-Gassen  enthält. 


§.  124. 

Wir  wollen  wieder  (wie  in  §.  89)  mit  n  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  bezeichnen,  die  relative  Primzahlen  zu  22)  sind,  ferner 
mit  m  alle  diejenigen  Zahlen  w,  von  welchen  D  quadratischer  Rest 
ist,  und  mit  [i  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in.m  auf- 
gehenden Primzahlen.  Es  sei  ferner  ^(w)  eine  der  Bedingung 
^(w')  ^(w")  =  ^(wW)  genügende  Function,  so  ist  stets 

2  *(w2)  2  2^(m)=  2  i,(n)  2  (^)*00> 

vorausgesetzt,  dass  die  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen 
bestimmte  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängige  Werthe 
haben.  Offenbar  geht  diese  Gleichung  durch  die  Specialisirung 
^  (n)  =  w~Ä  in  die  Endgleichung  des  §.  89  über,  und  sie  könnte 
auch  genau  auf  dieselbe  Art  wie  diese  bewiesen  werden.  Wir 
ziehen  hier  folgende  Verification  vor. 

Verfährt  man,  wie  in  §.  91,  so  erhält  man  durch  Ausführung 
der  Multiplication  der  beiden  unendlichen  Reihen  auf  der  rechten 
Seite 
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1  trw^(w), 


wo 


-*® 


ist,  und  d  alle  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss.  Denkt 
man  sich  nun  die  Zahl  n  dargestellt  als  Product  von  Primzahl- 
potenzen  A,  B  .  .  .  und  hezeichnet  man  mit  a  alle  Divisoren  von 
A,  mit  b  alle  Divisoren  von  B  u.  s.  w.,  so  leuchtet  ein,  dass  rn  das 
Product  aus  den- Summen 

*©•  *(?)••• 

ist.     Wenn  nun  z.  B.  A  =  qa,  und  g  eine  Primzahl  ist,  so  wird 

i(D=.+.. 

wenn  D  quadratischer  Rest  von  q  ist;  ist  dagegen  DNichtrest  von 
g,  so  wird 

2(^)  =  1     oder    =0, 

je  nachdem  a  gerade  oder  ungerade,  d.  h.  je  nachdem  A  ein  Qua- 
drat oder  kein  Quadrat  ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  k  alle  die- 
jenigen Zahlen  w,  in  welchen  nur  solche  Primfactoren  aufgehen, 
von  denen  D  Nichtrest  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  jede  Zahl  w,  für 
welche  tn  von  Null  verschieden  ausfällt,  von  der  Form  mk2  ist; 
und  zwar  ist  dann  xn  gleich  der  Anzahl  tm  aller  Divisoren  von  m. 
Da  ferner  ip(mk2)  =  ^(m)^(&2)  ist,  so  wird  die  rechte  Seite 
unserer  Gleichung  gleich 

2r^K)  =  ^(i2).Stm^(m). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  linken  Seite;  da  jede  Zahl  n  von  der 
Form  km  ist,  so  ergieht  sich  zunächst 

2  ^(n2)  =  2  il>(k*)  .  2  *(m»), 
und  folglich  braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass 

2  i/>02)  2  2<"t/>(wi)  =  2  *mt/>(m) 
ist  *).     Führen  wir  links  die  Multiplication  aus,  indem  wir  alle  Glie- 
der des  Productes,  welche  denselben  Factor  ^  (tri)  enthalten,  in  ein 
einziges  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  ein  Resultat  von  der  Form 

2  Tm4>(m)i 


*)  Der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Seiten  ist  das  Quadrat  von  2\p(m), 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  21 
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wo  der  Coefficient 

aus  ebenso  vielen  Gliedern  bestellt,  als  die  Zahl  m  quadratische 
Divisoren  d2  besitzt,  und  wo  die  Zahl  v  für  jede  Zerlegung  von 
der  Form  m=  so2  angiebt,  wie  viele  verschiedene  Primzahlen  in 
b  aufgehen.  Es  braucht  daher  jetzt  nur  noch  nachgewiesen  zu 
werden,  dass  rfm  =  xm  ist,  d.  h.  es  muss  folgender  Satz  bewiesen 
werden : 

Zerlegt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  auf  alle  mögliche 
Arten  in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  ein  Quadrat  ä2  ist, 
und  bezeichnet  man  mit  v  jedesmal  die  Anzahl  der  in  dem  anderen 
Factor  e  aufgehenden  von  einander  verschiedenen  Primzahlen,  so 
ist  2  2 v  gleich  der  Anzahl  tm  aller  Divisoren  der  Zahl  m. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber 
leicht  auf  folgende  Weise.    Ist 

m  =  aabßcy  .  .  ., 

wo  a,  &,  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen  bedeuten ,  so 
ist  jeder  Divisor  s  von  der  Form 

s  =  ABC..., 

wo  A,  2?,  C  .  . .  resp.  irgend  welche  Glieder  aus  den  Reihen 

a«  a«~2,  a«~*  .  .  . 
bß,  &*-*,  bß~*  .  .  . 
C?,     cY~\    er-*  . .  . 

u.  s.  w.  bedeuten,  welche  so  weit  fortzusetzen  sind,  als  die  Ex- 
ponenten nicht  negativ  werden.  Lässt  man  nun  jedem  Factor 
-4,  2?,  C  .  .  .  resp.  einen  Factor  A\  B',  C  .  .  .  entsprechen,  welcher 
=  2  oder  =  1  ist,  je  nachdem  der  entsprechende  Exponent  >  0 
oder  =  0  ist,  so  wird 

2V  =  A'B'C'..., 

und  folglich 

2  2"  =  2  A'  .2  B' .  2  C' . . .; 
da  aber,  wie  unmittelbar  einleuchtet 

2A'  =  a+l,    2B'  =  ß  +  l,    2  0'  =  y  +  l... 
ist,  so  findet  man 

2  2"  =  («+  1)  (ß  +  1)  (y  +  1)  .  .  .  =  rm, 
was  zu  beweisen  war. 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  ist  also  hiermit  eben- 
falls erwiesen. 

Bei  einer  aufmerksamen  Prüfung  der  vorstehenden  Ableitung 
wird  man  leicht  den  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  dem  (in  §.91 
aufgestellten)  Satze  über  die  sämmtlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
<sn  durch  das  vollständige  System  S  der  ursprünglichen  Formen 
der  öten  Art  erkennen,  und  man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem 
sehr  einfachen  Beweise  dieses  letzteren  Satzes  gelangen,  wenn  man 
von  dem  in  §.  60  oder  §..  86  gewonnenen  Resultat  ausgeht,  dass 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Gruppen  von  eigentlichen  Darstellungen 
einer  Zahl  6m  durch  die  Formen  des  Systems  S  gleich  2t*  ist,  wo 
li  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Primzahlen  be- 
deutet. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  der  Satz  sich  bedeutend  ver- 
allgemeinern lässt,  wenn  man  statt  des  in  ihm  vorkommenden 
Jacobi'schen  Symbols  irgend  eine  Function  0(n)  einführt,  welche 
der  Bedingung  0(w')  0(w")  =  0(w'w")  genügt  und  nur  eine  end- 
liche Anzahl  verschiedener  Werthe  besitzt. 

§.  125. 

Nach  §.  123  zerfallen  die  sämmtlichen  (positiven)  Formen  von 
der  Determinante  D  und  von  der  tften  Art,  und  also  auch  die 
sämmtlichen  h  Formenclassen  in  höchstens  r  =  2^~1  verschiedene 
Geschlechter,  deren  Total-Charaktere  sämmtlich  der  Bedingung 

n  C  =  +  1 
genügen,  und  die  wir  mit 

bezeichnen  wollen;  die  Anzahl  der  Formen-Classen,  welche  diese 
Geschlechter  enthalten,  sollen  entsprechend  mit 

9u  9%  ...  9t 
bezeichnet  werden,  so  dass  also,  wenn  eins  dieser  Geschlechter, 
z.  B.  G>,  nicht  wirklich  vorhanden  sein  sollte,  gr  =  0  zu  setzen 
ist.  Es  soll  nun  gerade  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  dies 
niemals  eintritt,  dass  also  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren, 
und  ausserdem,  dass  sie  alle  gleich  viele  Formen-Classen  enthalten, 

dass  also 

h 
9\=9%=9*-  —  =  — 

ist. 
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Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesene  Gleichung*),  indem  wir 

♦  00  =  102 

setzen,  wo  %{n)  irgend  eins  der  2*  =  2r  Glieder  der  Summe  be- 
deutet, welche  durch  die  Entwicklung  des  über  alle  X  Charaktere 
C  erstreckten  Productes 

n  (i  +  o) 

entsteht;  der  Bedingung  ty  (ri)  ty  {n')  =  ty(nn')  geschieht  offen- 
bar durch  jede  solche  Specialisirung  Genüge,  denn  alle  Factoren 
(7,  aus  denen  eine  solche  Function  %  (n)  zusammengesetzt  ist ,  ge- 
nügen derselben  Bedingung.  Da  ausserdem  %(n)  für  jede  Zahl  w, 
die  relative  Primzahl  zu  2D  ist,  =  +  1  ist,  so  convergiren  die 
vier  in  der  Gleichung  vorkommenden  unendlichen  Reihen  unab- 
hängig von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  für  jeden  positiven  Werth 
s  >  1.  Es  ist  also  unter  dieser  Annahme,  da  #(w2)  =  %(n)  %(n) 
=  +  1  ist, 

*  n*8  ~  xv   ;  m8       *    n8         \n)    n8 

Denken  wir  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  88)  ein  vollständiges 
System  S  von  h  Formen 

(a,  i,  c),    (a',  b\  d)  .  .  . 

von  der  Determinante  D  und  von  der  tften  Art  aufgeschrieben, 
und  unterwerfen  wir  die  Variabein  #,  y  jeder  Form  den  dort  an- 
gegebenen Bedingungen  L,  IL,  III.,  so  wird  jede  Zahl  Cm  im 
Ganzen  auf  x  .  2/"  verschiedene  Arten  erzeugt,  wo  x  die  ebenda- 
selbst festgesetzte,  nur  von  D  und  6  abhängige  Bedeutung  hat. 
Die  sämmtlichen  h  Formen  des  Systemes  S  zerfallen  nun  in  zwei 
Gruppen,  nämlich  in  eine  Gruppe  von  H  Formen,  die  wir  mit 
(a,  6,  c)  bezeichnen  wollen,  für  welche  %{m)  =  +  1  ist,  und  in 


*)  Auch  ohne  Hülfe  derselben  gelangt  man  auf  einem  etwas  kürzeren, 
wenn  auch  principiell  nicht  verschiedenen  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  von 
der  aus  §.91  folgenden  Gleichung  x2rn^p(n)  =  2\p(v)  ausgeht,  wo  \p  eine 
willkürliche  Function,  und  av  alle  die  Zahlen  bedeutet,  welche  durch  das 
System  der  Formen  (a,  &,  c)  unter  den  Bedingungen  L,  II.  des  §.  90  erzeugt 
werden.  Setzt  man  dann  \p(ri)  =  n~*  n(l  -+-yrC),  wo  yr  den  Werth  des 
Charakters  C  im  Geschlechte  Gr  bedeutet,  so  wird  dies  letztere  rechts  so- 
fort isolirt,  während  der  Grenzprocess  auf  der  linken  Seite  für  jeden  Be- 
standteil Crx(")  des  Productes  11(1  -\-  yr  C)  einzeln  ausgeführt  werden  kann. 
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eine  zweite  Gruppe  Ton  H'  Formen,  die  wir  mit  («i\  b\  c')  bezeich- 
nen wollen,  für  welche  %{m)  =  —  1  ist  Offenbar  werden  auf 
diese  Weise  alle  gr  Formen  des  Systems  S.  welche  einem  und  dem- 
selben Geschlecht  Gr  angehören,  auch  einer  und  derselben  dieser 
beiden  Gruppen  zugetheilt ;  denn  für  alle  diese  Formen  hat  jeder 
Factor  C  von  %  (m)  für  sich  genommen  und  folglich  auch  x  (»»)  selbst 
einen  und  denselben  Werth.  Und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  alle 
Zahlen  tfw,  denen  %(m)  =  +  1  entspricht,  ausschliesslich  durch 
Formen  der  ersten  Gruppe,  und  alle  Zahlen  tfwi,  denen  j(wi)=  —  1 
entspricht,  ausschliesslich  durch  Formen  der  zweiten  Gruppe  er- 
zeugt werden.    Mithin  ist 


2/* 


2  /ax*  +  2bxy  +  cy*\—  + 
_       /a'x*  +  2b,xy  +  (fy*\—  _ 


•    •    •    • 


wo  auf  der  rechten  Seite  die  den  H  Formen  (a,  6,  c)  der  ersten 
Gruppe  Entsprechenden  Doppelsummen  mit  positivem  Vorzeichen, 
und  die  den  H'  Formen  (a',  V,  c')  der  zweiten  Gruppe  entsprechen- 
den Doppelsummen  mit  negativem  Vorzeichen  behaftet  sind. 

Multiplicirt  man  jetzt  die   Gleichung  mit    der   unendlichen 
Reihe 

2  — 

so  erhält  man  links  zufolge  der  obigen  Gleichung  das  Resultat 


«2^2 


(t) 


n8         \nj    n8 

führt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplication  wie  in 
§.  90  aus,  so  verändert  sich  äusserlich  ihre  Gestalt  nicht,  sondern 
es  fallt  allein  die  frühere  Bedingung  III.  fort,  nach  welcher  die  den 
Variabein  #,  y  beigelegten  Werthe  relative  Primzahlen  zu  einander 
sein  mussten.    Man  erhält  daher 


n8       \nj   ns 


,   _  /ax2  +  2bxy  +  cy*\-8    , 

+  2( *    )      + 

__  y  /a'xt  +  Zb'xy  +  c'yty8  __ 


•  •  «  • 


Setzen  wir  jetzt  s  =  1  -f  Qi  un(l  multipliciren  wir  mit  p,  so 
nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  jedes  der  h 
Producte 
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?2V « )      "Ql\ * / 

einem  und  demselben  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  W,  wel- 
cher für  eine  negative  Determinante  in  §.  95 ,  für  eine  positive  in 
§.  98  bestimmt  ist;  mithin  wird  der  Grenzwerth,  welchem  sich  das 
Product  aus  q  und  aus  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung nähert,  gleich  (H —  IT)  W. 

Für  die  beiden  Fälle  nun,  in  welchen  für  %(n)  entweder  das 
Anfangsglied  1  oder  das  Glied  Fl  C  der  Entwicklung  des  Pro- 
ductes  11(1  +  C)  genommen  wird,  ist  H  =  h  und  H'  =  0;  und 
die  obige  Gleichung  stimmt  genau  mit  der  in  §.  90  überein,  welche 
später  zur  Bestimmung  der  Classenanzahl  h  führte.  In  den  übrigen 
(2r —  2)  Fällen,  d.  h.  also,  wenn  unter  %(n)  irgend  ein  (jlied  des 
entwickelten  Ausdrucks 

n  (i  +  c)  - 1  -  n  C 

verstanden  wird,  nähert  sich  aber,  wie  im  folgenden  Paragraphen 
nachträglich  gezeigt  werden  soll,  jede  der  beiden  unendlichen 
Reihen 


2*gl    und    z^äM. 

*  n1*?  Ä  \nj  n1** 


mit  unendlich  abnehmendem  q  einem  endlichen  Grenzwerth,  und 
folglich  das  Product 

*         n*  +  Q     *  \nj  nl  +  Q 

dem  Grenzwerth  Null.  Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  ge- 
fundenen Grenzwerth  (JET—  W)  W,  wo  W  eine  von  Null  verschie- 
dene Grösse  war,  so  ergiebt  sich 

d.  h.  jedem  dieser  (2  r  —  2)  Fälle  entspricht  eine  Eintheilung  aller 
h  Formen  des  Systems  S  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  eine  gleiche 
Anzahl  H=  H'  =  l/2h  Formen  enthält. 

Zufolge  der  obigen  Bemerkung,  dass  die  gr  Formen  des  Sy- 
stems S,  welche  einem  und  demselben  Geschlecht  G>  angehören, 
bei  jeder  einzelnen  Specialisirung  von  %(n)  entweder  alle  in  die 
erste,  oder  alle  in  die  zweite  Gruppe  fallen,  lässt  sich  jede  solche 
Gleichung  von  der  Form  JET—  IP= 0,  welche  einem  dieser  (2  r  —  2) 
^älle  entspricht,  in  folgender  Weise  aufschreiben 
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9\  ±  9*  ±  9z  ±  •  •  •  ±  <Jx  =  0,  (g) 

wo  die  Anzahl  gx  jedesmal  mit  positivem,  irgend  eine  andere  An- 
zahl gr  aber  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  behaftet  ist, 
je  nachdem  in  diesem  Fall  die  Formen  des  Geschlechts  Gr  der- 
selben Gruppe  angehören,  wie  die  Formen  des  Geschlechts  Gu  oder 
nicht,  d.  h.  je  nachdem  die  Werthe,  welche  %  (w)  in  dem  Geschlecht 
Gi  und  in  dem  Geschlecht  Gr  erhält,  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt sind.  Ist  z/  der  Ueberschnss  der  Anzahl  dpr  Fälle,  in  wel- 
chen das  Erstere  eintritt,  über  die  Anzahl  der  übrigen,  so  wird, 
wenn  man  alle  Gleichungen  (g)  addirt,  die  den  (2r  — 2)  verschie- 
denen Fällen  entsprechen,  der  Coefficient  von  gx  gleich  (2r —  2), 
und  der  von  gr  gleich  zf  werden.  Um  nun  diesen  Ueberschuss  4 
zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mity!  undyr  die  bestimmten  Werthe 
+  1 ,  welche  irgend  einer  der  l  Charaktere  C  resp.  in  dem  Ge- 
schlecht Gi  und  Gr  annimmt,  und  unter  diesen  mit  yx'  und  yr'  die- 
jenigen Werthe,  welche  den  Charakteren  C  entsprechen;  man 
überzeugt  sich  dann  leicht,  dass 

^  =  n(i+y1yr)-i-ny1/y/ 

ist;  denn  wenn  wir  das  erste,  aus  X  Factoren  von  der  Form 
(1  +  V\  Yr)  bestehende ,  Product  rechter  Hand  entwickeln  und  die 
daraus  entstehenden  beiden  Glieder  1  und  II  jV  yr'  gegen  die  bei- 
den andern  Glieder  fortheben,  so  bleiben  2*  —  2  =  2r  —  2  Glieder 
zurück,  deren  jedes  einem  bestimmten  Gliede  des  entwickelten 
Ausdrucks 

n(i  + c)— i-nc, 

d.  h.  einer  bestimmten  Specialisirung  von  %(n)  entspricht,  und 
zwar  wird  ein  solches  Glied  =+1  oder  = —  1  werden,  je  nach- 
dem die  beiden  Werthe,  welche  das  correspondirende  %  (n)  im  Ge- 
schlecht Gi  und  im  Geschlecht  Gr  annimmt,  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt ausfallen;  die  algebraische  Summe  aller  dieser  Glieder  ist 
also  in  der  That  gleich  dem  Ueberschuss  ^,  was  zu  beweisen  war. 
Da  nun  die  beiden  Geschlechter  Gi  und  Gr  verschieden  sind,  so 
ist  mindestens  einer  der  A  Factoren  (1  +  yiyr)  gleich  Null,  und 
da  ausserdem  fl  Y\  =  1,  Fl  yr'  =  1  un(i  folglich  auch  U  yx'  yr' 
r=  1  ist,  so  erhalten  wir  4  =  —  2.  Da  dieser  Ueberschuss  z/  nun 
für  alle  von  Gx  verschiedenen  Geschlechter  gleich  gross  ist,  so  er- 
halten wir  durch  Addition  sämmtlicher  (2r  —  2)  Gleichungen  (g) 
das  Resultat 
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und  da  ausserdem. 

ist,  so  folgt 

2rgl  —  2Ä  =  0,     also    ^  = -L  =  pi— 

Da  endlich  für  jedes  andere  Geschlecht  6r2,  6r3  .  .  .  Crr  die 
Untersuchung  ebenso  geführt  werden  kann,  wie  für  das  Geschlecht 
Gu  so  erhalten  wir  als  Endresultat  den  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  ist  gleich 
2*-1,  und  alle  diese  Geschlechter  enthalten  gleich  viele  Formen- 
classen. 


§.  126. 

Zur  Vervollständigung  des  vorstehenden  Beweises  haben  wir 
nun  noch  zu  zeigen,  dass  für  jede  der  2r —  2  Specialisirungen  von 
%  (w),  welche  den  Gliedern  des  obigen  entwickelten  Ausdrucks  ent- 
sprechen, jede  der  beiden  unendlichen  Reihen 


1 


X  O)       v  /D  \   %  (n) 


mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem  endlichen 
Grenzwerth  nähert.  Dies  kann  mit  Rücksicht  auf  frühere  Unter- 
suchungen (§.  101)  in  folgender  Weise  geschehen. 

Jede  der  beiden  in  Rede  stehenden  Summen  ist  von  der  Form 

v  ^  _  2  ö%<*-i)  „w-D  ("\  J_ 
n*  '  \LJ  n8' 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  252,  261,  287.  —  Mit  Hülfe  des  Satzes  über  die 
arithmetische  Progression  (Supplement  VI.)  lässt  sich  der  obige  Satz  sehr 
kurz  beweisen.  Da  nämlich  alle  Zahlen  w,  für  welche  jeder  der  X  Charak- 
tere C  einen  vorgeschriebenen  Werth  ^-  1  besitzt,  in  gewissen  arithmeti- 
schen Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  4X)  ist,  während  ihre  An- 
fangsglieder relative  Primzahlen  zu  4D  sind  (vergl.  §.  52),  so  existiren 
unter  diesen  Zahlen  n  auch  Primzahlen  p ;  genügen  nun  die  für  die  Charak- 
tere C  vorgeschriebenen  Werthe  -J-  1  der  Bedingung  nC1  =  -f- 1 ,  so  ist 
D  quadratischer  Best  von  p,  und  folglich  existirt  eine  (positive)  ursprüng- 
liche Form  erster  Art,  deren  erster  Coefficient  =  p  ist,  welche  mithin  den 
vorgeschriebenen  Total-Charakter  besitzt. 
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wo  ö*  =  1 ,  ij*  =  1 ,  und  L  irgeud  ein  ungerader  Divisor  von  D 
ist;  da  quadratische  Factoren  im  Nenner  eines  JacobPschen  Sym- 
bols fortgelassen  werden  dürfen,  so  können  wir  annehmen,  dass 
L  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  ist.  Ferner  ist 
jedenfalls  nicht  gleichzeitig  0=-{-l,ri  =  +l,L  =  l]  denn 
sonst  wäre  entweder  %(n)  =  1,  oder  %(n)  =  HC",  gegen  unsere 
Voraussetzung. 

Bezeichnen  wir  mit  LL'  das  Product  aus  allen  voneinander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  ist  das 
System  der  Zahlen  n  identisch  mit  dem  System  aller  positiven 
ganzen  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  8LL'  sind;  wir  be- 
trachten zunächst  nur  die  ersten  q>(8LL')  Zahlen  n,  d.  h.  die- 
jenigen Zahlen,  n,  welche  kleiner  als  8Ii'  sind,  und  zeigen,  dass 
die  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  an  gleich  Null  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  a  irgend  eine  der  vier  Zahlen 
1,  3,  5,  7;  mit  b  irgend  eine  der  <p  (L)  Zahlen,  welche  relative 
Primzahlen  zu  L  und  nicht  grösser  als  L  sind;  endlich  mit  b' 
irgend  eine  der  <p(L')  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  L' 
und  nicht  grösser  als  L1  sind.  Es  wird  dann  (nach  §.  25)  durch 
die  drei  Congruenzen 

n  =  a  (mod.  8),    n  =  b  (mod.  L),    n  =  b'  (mod.  L') 

eine  und  nur  eine  Zahl  n  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zu 
SLLf  und  zugleich  kleiner  als  8LL'  ist;  und  wenn  jede  der  drei 
Zahlen  a,  i,  b1  unabhängig  von  den  anderen  alle  ihr  zukommenden 
Werthe  durchläuft,  so  werden  auf  diese  Weise  auch  alle  q>(8LL') 
Zahlen  n  erzeugt,  die  relative  Primzahlen  zu  8LL'  und  kleiner 
als  8LLf  sind.    Da  nun  jedesmal 

0V2(n-l)  ^i/8(n«-l)  _  0%<a-l)  ^(tf-l^  f*\  —  ( JL \ 

ist,  so  wird  die  über  diese  Werthe  von  n  ausgedehnte  Summe 

2  «„  =  <p(Lf) .  v  öv8<«-i)  ,%<*-!> .  5;  (AV 
nun  ist  aber  (nach  §.  52,  I.) 


'  (x)  =  •• 


ausgenommen,  wenn  L  =  1  ist;  ausserdem  findet  man  leicht,  dass 
auch 
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ist,  ausgenommen,  wenn  0  =  tj  =  +  1  ist.  Da  nun,  wie  schon 
oben  bemerkt  ist,  diese  beiden  Ausnahmefälle  jedenfalls  nicht 
gleichzeitig  eintreten,  so  ist 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  die  angegebenen  Werthe  von  n 
bezieht. 

Da  ferner,  sobald  v!  =  n  (mod.  8LI'),  auch  ant  =  an  ist,  so 
wird  immer 

sein,  wenn  die  Summation  auf  beliebige  <p(8LL')  auf  einander 
folgende,  also  nach  dem  Modul  8L£'  incongruente  Werthe  von 
n  ausgedehnt  wird.  Und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe 
aller  Werthe  von  an,  die  beliebig  vielen  auf  einander  folgenden 
Werthen  von  n  entsprechen  (von  n  =  1  an  gerechnet)  stets  unter- 
halb einer  endlichen  angebbaren  Grenze  bleibt.  Nach  einer  früheren 
Untersuchung  (g.  101)  ist  daher  die  Reihe 

n8 

wenn  ihre  Glieder  nach  der  Grösse  der  Nenner  geordnet  werden, 
eine  für  jeden  positiven  Werth  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  also  nähert  sich  auch  jede  der  beiden  obigen  Reihen  mit 
unendlich  abnehmendem  positiven  q  einem  endlichen  Grenzwerth, 
was  zu  beweisen  war. 


V.    Theorie  der  Potenzreste  für  zusammengesetzte 

Moduli. 


§.  127. 

Es  ist  in  §.  28  gezeigt,  dass,  wenn  die  Zahl  a  relative  Prim- 
zahl gegen  den  Modul  Je  ist,  stets  positive  ganze  Exponenten  n 
von  der  Beschaffenheit  existiren,  dass  an  =  1  (mod.  Je)  ist;  diese 
Exponenten  n  sind  die  sämmtlichen  Vielfachen  des  kleinsten  unter 
ihnen;  bezeichnet  man  diesen  mit  #,  so  sagt  man,  die  Zahl  a  gehöre 
zum  Exponenten  8\  und  die  8  Zahlen 

1,  a,  a3  .  .  .  ad~l  (A) 

sind  sämmtlich  incongruent.  Mit  Hülfe  des  verallgemeinerten 
Fermat'schen  Satzes  ist  dort  ebenfalls  gezeigt,  dass  8  immer  ein 
Divisor  von  q>Qe)  ist;  dies  Resultat  lässt  sich  aber  auch  ohne  Hülfe 
des  Fermat'schen  Satzes  ableiten  durch  eine  eigenthümliche 
Methode,  welche  sehr  häufig  zum  Nachweise  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  eine  andere  gebraucht  werden  kann.  In  unserem  Falle 
gestaltet  dieselbe  sich  folgendermaassen. 

Ist  a'  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  jfc,  so  sind  (nach  §.  18) 
die  8  Zahlen 

a',  a'a,  af  a2  .  .  .  o!  a^-1  (Ä) 

sämmtlich  incongruent;  dasselbe  gilt  von  den  8  Zahlen 

a",  a"a,  a"  a*  .  .  .  a"  a*-1  (A") 

sobald  a"  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  Je  ist.  Jeder  solche  Com* 
plex,  wie  A!  oder  A!\  enthält  8  unter  einander  incongruente  Zah- 
len, die  sämmtlich  relative  Primzahlen  gegen  Je  sind  und  also  al? 
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Repräsentanten  von  8  Zahl-Classen  in  Bezug  auf  den  Modul  k  an- 
gesehen werden  können.  Gesetzt  nun,  es  findet  sich  eine  und  die- 
selbe Zahlclasse  in  jedem  der  beiden  Complexe  A'  und  A1  ver- 
treten, so  giebt  es  zwei  Exponenten  fi',  fi"  von  der  Beschaffenheit, 
dass 

a!  .  at*'  =  a"  .  aP"  (mod.  k) 

ist;  nehmen  wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  dass 
p"  ^  f*',  so  erhält  man  durch  Division  mit  aP'  die  Congruenz 

a!  =  a"  .  a/""-"'  (mod.  k)\ 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass^'etfe  in  A1  enthaltene  Zahl  o!  .  am 
auch  einer  Zahl  von  der  Form  a"  .  an,  d.  h.  einer  in  A"  enthal- 
tenen Zahl  congruent  ist.  Wir  können  hieraus  schliessen,  dass 
entweder  zwei  solche  Complexe  A\  A"  dieselben  8  Zahlclassen 
enthalten,  oder  dass  keine  einzige  Classe  in  beiden  gleichzeitig 
vertreten  ist. 

Bildet  man  nun  der  Reihe  nach  alle  solche  aus  8  Zahlclassen 
bestehenden  Complexe  von  der  Form  A\  A"  .  .  .,  und  zwar  nur 
solche,  welche  von  einander  verschieden  sind,  so  muss  endlich  jede 
der  <p  (k)  Zahlclassen,  welche  relative  Primzahlen  zu  k  enthalten, 
in  einem  dieser  Complexe,  und  auch  nur  in  einem,  vertreten  sein; 
ist  daher  e  die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Complexe, 
so  muss  tp  (k)  =  «<?,  also  <p  (k)  theilbar  durch  8  sein,  was  zu  be- 
weisen war. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  Fermat'sche  Satz  als  Folgerung; 
denn  erhebt  man  die  Congruenz 

a#  =  1  (mod.  Ä-) 

zur  ften  Potenz,  so  erhält  man 

a?<*>  =  1  (mod.  k). 


§.  128. 

Für  den  Fall,  dass  der  Modul  k  eine  Primzahl  p  ist,  wurde 
ferner  in  §.  29  bewiesen,  dass  zu  jedem  Divisor  d  von  tp  (p)  =p  —  1 
genau  <p  (d)  Zahlen  gehören ,  die  nach  dem  Modul  p  incongruent 
sind;  und  in  §.  30  sind  die  Eigenschaften  der  sogenannten  primi- 
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tfren  Wurzeln  von  p  betrachtet,  A  h.  derjenigen  <p  ip  —  1 1  ineon- 
gmenten  Zahlen  g.  welche  zum  Exponenten  p  —  l  selbst  gehören. 
Wir  wollen  mm  untersuchen,  ob  ähnliche  Gesetze  auch  fix  zu- 
sammengesetzte Moduln  gelten. 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  Jen  Fall,  in  welchem  der 
Modul  t  eine  Potenz  mm  einer  rnngenulen  Primzahl  p  ist.  und  wir 
werden  der  Analogie  nach  unter  einer  primitirtn  Wurzel  von  k 
jede  Zahl  g  verstehen,  welche  zum  Exponenten  y  ( &)  gehört.  Dem 
Beweise  der  wirklichen  Existenz  solcher  primitiven  Wurzeln 
schicken  wir  folgenden  Hül&satz  voraus: 

Ist  h  irgend  eine  ganze  Z*üd  und  s  eine  positive  gunae  ZaU% 
so  ist  stete 

(l+kp*)*  =  l±kp~*~l  imoäLp*~*\ 

Man  überzeugt  ach  hiervon  leicht  durch  die  Entwicklung  der 
linken  Seite  nach,  dem  binomischen  Satze;  man  tindet  nämlich  zu- 
nächst,  indem  man  sich  auf  die  drei  ersten  Glieder  beschränkte 

(1  +hp*)*  =  1  -l  ip*+ 1  -f  I|  p—  l)itj»*i  **  (moa.  j,S*)% 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  obige  Congruenz,  wenn  man  bedenkt* 
dass p  ungerade,  also  \(p  —  1)  eine  ganze  Zahl,  und  ferner,  dass 
sowohl  p** -*-*  als  auch  p*7*  durch  p™  - *  theilbar  ist. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  gehen  wir  an  unsere  l'nt er- 
suchung und  nehmen  zunächst  einmal  an,  es  existire  für  den  Mo- 
dul  p**1,  wo  x  ^  1  ist  wirklich  eine  primitive  Wurzel  g\  dann 
Uegt  es  nahe  zu  fragen :  zu  welchem  Exponenten  gehört  eine  solche 
Zahl  g  in  Bezug  auf  den  Modul  j>71?  Es  sei  d  dieser  Exponent, 
also 

g*  =  l+hp", 

so  erhält  man  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen  Satzes 

g<fp  =  i  (niod.  jp71*1); 

da  nun  g  primitive  Wurzel  von  pn  +  *  ist,  so  muss  8p  durch 
qp(p*  +  i)  =  (p-l)p71,  und  folglich  d  durch  Q>—  l)i>*~1  theil- 
bar sein;  andererseits  muss  aber,  da  g  zum  Exponenten  S  in  Bezug 
auf  den  Modul  p71  gehört,  nothwendig  <p(pn)  =  (j>  —  1)  pn~~x 
durch  d  theilbar  sein;  mithin  ist  d  =  qp(j>w),  d.  h.  g  ist  auch 
primitive  Wurzel  von  pn.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 
Gleichung 

g(p-i)pn-1  =  14-/^,71 


334  Supplement  V. 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  sein  kann ;  denn  sonst 
wäre 

^(p-dp*"1  ==  i  (mod.  p7r+1), 

also  g  keine  primitive  Wurzel  von  pn  +  1. 

Setzt  man  diese  Schlüsse  weiter  fort,  so  erhält  man  zunächst 
das  Resultat: 

Jede  primitive  Wurzel  g  von  einer  höheren  Potenz  einer  un- 
geraden Primzahl  p  ist  nothwendig  eine  primitive  Wurzel  der  Zahl 
p  selbst,  und  zwar  von  der  Beschaffenheit,  dass  gp~*  —  1  nicht 
durch  p2  theilbar  ist. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  pn,  und  zwar  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  in  der 
Gleichung 

giP-Vp71"1  =   1  +hpn 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  ist;  und  wir  fragen 
jetzt:  zu  welchem  Exponenten  gehört  diese  Zahl  g  in  Bezug  auf 
den  Modul  pn  +  vl    Ist  8  dieser  Exponent,  also 

g#  =  1  (mod.  pn  +  x), 
so  ist  auch 

g#  =  1  (mod.  pn), 

und  folglich  8  theilbar  durch  <p(pn)\  da  aber  andererseits  8  ein 
Divisor  von  (p(pn  +  1)  =  ptp(pn)  sein  muss,  so  ist  8  entweder 
=  9>(l>n)i  oder  =  <p(pn+1)\  das  Erstere  ist  aber  nicht  der  Fall, 
weil  unserer  Voraussetzung  zufolge  die  Zahl  h  nicht  durch  p  theil- 
bar ist;  also  ist  8  =  yip71*1),  d.h.  die  Zahl  g  ist  primitive  Wur- 
zel von|)7r+1.    Zugleich  leuchtet  aus  der  Congruenz 

gip-i)pn  =  (i  _j_  hpny  =  l  -f  hp71*1  (mod.  p*+2) 
ein,  dass  die  in  der  Gleichung 

g(p-i)Pn  —  i  +h'pn  +  i 

vorkommende  Zahl  h'  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlussweise  erhalten  wir  das  zweite 
Resultat: 

Jede  primitive  Wurzel  g  einer  ungeraden  Primzahl  p,  für 
welche  die  Differenz  g**1  —  1  nicht  durch  p2  theilbar  ist,  ist  auch 
e  primitive  Wurzel  aller  höheren  Potenzen  von  p. 


\ 
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Um  also  die  Existenz  von  primitiven  Wurzeln  g  für  höhere 
Potenzen  von|>  nachzuweisen,  und  um  alle  diese  Zahlen  g  zu  fin- 
den, haben  wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  That  primitive 
Wurzeln  g  von  p  existiren,  für  welche  gp~l  —  1,  oder,  was  dasselbe 
sagt,  für  welche  g?  —  g  nicht  durch  p2  theilbar  ist.  Dies  geschieht 
leicht  auf  folgende  Weise.  Ist/  irgend  eine  primitive  Wurzel  von 
p,  so  sind  alle  in  der  Form 

enthaltenen  Zahlen  g  ebenfalls  primitive  Wurzeln  vonp;  dann  ist 
nach  dem  binomischen  Satze 

gP  =  fP  (mod.  |)2); 

setzen  wir  daher 

f*  =f+fp  (mod.  p2), 
so  wird 

gp  —  g  =  p(f'  —  x)  (mod.jp*), 

und  folglich  ist  g  =  f+px  jedesmal  eine  primitive  Wurzel  aller 
Potenzen  von  p,  ausgenommen,  wenn  x  =/'  (mod.  p\  also 

g=fp(mod.p*) 

ist.  Da  nun  g>  (p  —  1)  nach  dem  Modul  p  incongruente  Zahlen  / 
existiren,  und  aus  jeder  Zahl/  genau  (p  —  1)  in  Bezug  auf  den 
Modul  p2  incongruente  Zahlen  g  =f-\-px  von  der  Beschaffenheit 
abgeleitet  werden  können,  dass  gp~x  —  1  nicht  durch  p2  theilbar 
wird,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  sämmtlichen  primitiven  Wurzeln  von  höheren  Potenzen 
einer  ungeraden  Primzahl  p  sind  die  sämmtlichen  Individuen  von 
(p  —  1)  tp(p  —  1)  verschiedenen  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den 
Modul  p2. 

Beispiel:  Sämmtliche  primitive  Wurzeln  der  Primzahl  p  =  1 
sind  in  den  beiden  Reihen  Ix  +  3,  Ix  +  5  enthalten;  da  nun 

37  =  31,     57  =  19  (mod.  49) 

ist ,  so  sind  alle  in  den  arithmetischen  Reihen  7#-}-3,  7 #  +  5 
enthaltenen  Zahlen,  mit  Ausnahme  derer,  welche  =  31  oder  =19 
(mod.  49)  sind,  auch  primitive  Wurzeln  von  allen  höheren  Po- 
tenzen von  7. 
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§.  129. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Existenz  von  primitiven 
Wurzeln  g  für  jeden  Modul  pn  nachgewiesen  ist,  der  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  p  ist,  kann  man  leicht  die  übrigen  ele- 
mentaren Fragen  über  die  Potenzreste  beantworten.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

<P(Pn)  =  Ci 
so  sind  die  Potenzen 

9\g\92  •  •  .0—1  (mod.p*) 

sämmtlich  incongruent,  und  bilden  daher  ein  vollständiges  System 
incongruenter  Zahlen,  mit  Ausschluss  der  durch  p  theilbaren 
Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl ,  so 
existiren  stets  unendlich  viele  Exponenten  y,  die  aber  nach  dem 
Modul  c  sämmtlich  einander  congruent  sind,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

n  =  g?  (mod.  pn)\ 

man  nennt  dann  y  den  Index  der  Zahl  n  für  die  Basis  #,  und 
drückt  dies  in  Zeichen  so  aus 

Ind.  n  =  y  (mod.  c); 

durchläuft  y  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul 
c,  so  durchläuft  n  ein  vollständiges  System  von  Zahlen,  die  relative 
Primzahlen  zu  pn  und  unter  einander  nach  dem  Modul  pn  incon- 
gruent sind.  Für  die  Rechnung  mit  diesen  Indices  gelten  dieselben 
Gesetze,  wie  die  (in  §.  30  angegebenen)  für  den  Fall  jr  =  1.  Wir 
heben  hier  besonders  hervor,  dass 

Ind.  (1)  =  0,    Ind.  (—  1)  =  \  c  (mod.  c) , 

und  ferner,  dass  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  pn  ist, 
je  nachdem  Ind.  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Aus  dem  Index  einer  Zahl  n  lässt  sich  leicht  der  Exponent  t 
bestimmen,  zu  welchem  n  in  Bezug  auf  den  Modul  pn  gehört;  aus 

n  =  yMn  (moi  pn) 

folgt  nämlich 


\ 
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n*  =  gti*d.*  (mod.  p71); 

soll  also  n*  =  1  sein,  so  muss  tlnd.n  durch  c  theilbar,  und 
folglich  t  ein  Multiplum  von  c  :  d  sein,  wo  d  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  von  c  und  Ind.  n  bedeutet;  die  kleinste  aller 
dieser  Zahlen  £,  d.  h.  der  Exponent,  zu  welchem  n  gehört,  ist  daher 
=  c  :  d. 

Hierausfolgt,  dass^n  stets  und  nur  dann  eine  primitive  Wurzel 
von  pn  ist,  wenn  Ind.n  Relative  Primzahl  zu  c  ist;  die  Anzahl  aller 
nach  dem  Modul  p71  incongruenten  primitiven  Wurzeln  von  pn  ist 
daher  gleich  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

0,1,  2...C—  1, 

welche  relative  Primzahlen  zu  c  sind,  also  gleich  <p(c)  =  <p q>{pn). 
Dasselbe  Resultat  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem 
Schlusösatze  des  vorigen  Paragraphen. 


§.  130. 

Die  Primzahl  2  verhält  sich  anders  als  die  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  bisher  ausschliesslich  betrachtet*  wurden. 

Für  den  Modul  2  kann  jede  ungerade  Zahl  als  primitive 
Wurzel  angesehen  werden. 

Für  den  Modul  22  =  4  ist  3  =  —  1  eine  primitive  Wurzel; 
zu  jeder  ungeraden  Zahl  n  giebt  es  einen  entsprechenden  Expo- 
nenten a  von  der  Beschaffenheit,  dass 

n  =  (—  1)"  (mod.  4) 

ist;  und  zwar  ist  a  =  0  (mod.  2)  oder  =  1  (mod.  2),  je  nachdem 
n  =  1  oder  =  3  (mod.  4)  ist. 

Bis  hierher  findet  also  noch  völlige  Analogie  mit  den  unge- 
raden Primzahlen  Statt;  sobald  aber  ein  Modul  2*  betrachtet  wird, 
in  welchem  der  Exponent  X  2^  3  ist,  hört  dieselbe  auf.  Es  lässt 
sich  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  be- 
deutet, immer  schon 

nV^(2A)  _  W2*-2  =  i  (mod.  2*) 

ist.     In  der  That  ist  dieser.  Satz  richtig  für  X •=  3;  denn  das 
Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl  n  ist  =  1  (mod.  8).    Nehmen  wir 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  <^ 
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ferner  an,  der  Satz  sei  für  einen  beliebigen  Exponenten  X  >  3 
schon  bewiesen,  es  sei  also 

n*x~*=  1+Ä2*, 
so  folgt  hieraus  durch  Quadriren 

n**-1^  l  +  h2*+l+h*2*l  =  1  (mod.  2*+i), 

d.  h.  der  Satz  gilt  auch  für  den  nächstfolgenden  Exponenten  X  +  1. 
Er  gilt  mithin  allgemein,  da  er  für  A  =  3  gilt/ 

Es  fragt  sich  nun,  ob  es  in  diesen  Fällen  wenigstens  Zahlen 
giebt,  die  zu  dem  Exponenten  |<p(2*)  =  2*-2  gehören;  man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass  die  Zahl  5  diese  Eigenschaft  für  jeden  Modul 
2*  2=£  8  besitzt.    Es  ist  nämlich 

5=1  +  4  (mod.  8) 
52  =  1  +  8  (mod.  16) 
5*  ==  1  +  16  (mod.  32) 
58  =  1  +  32  (mod.  64) 


allgemein 


also 


A-3  _ 


5*A~8  =  1  +  2*-1  (mod.  2*), 


ö2*"3  niemals  =  1  (mod.  2*), 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  die  Zahl 
5  nach  dem  Modul* 2*  gehört,  kein  Divisor  von  2*~3  sein  kann 
und  also,  da  er  doch  Divisor  von  2*~2  sein  muss,  nothwendig 
=  2*~2  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  zur  Abkürzung 

\<p(2*)  =  2*-2  =  b 
setzt,  dass  die  b  Zahlen 

50,    51,     52  .  .  .  5*-1 

sämmtlich  nach  dem  Modul  2*  incongruent  sind;  dasselbe  gilt  von 
den  Zahlen 

—  50,     —51,     —  52  .  .  .  —  5*-1 

da  ferner  die  ersteren  sämmtlich  =  1  (mod.  4),  die  letzteren 
sämmtlich  =  3  (mod.  4)  sind,  so  bilden  sie  zusammengenommen  ein 
System  von  <p(2*)  nach  dem  Modul  2*  incongruenten  ungeraden 
Zahlen.     Ist  daher  n  irgend   eine  ungerade  Zahl,  so  kann  man 

stets 
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**  =  (—  l)«5/*(mod.  2*) 

setzen,  wo  a  nach  dem  Modul  2,  und  ß  nach  dem  Modul  6  voll- 
ständig  bestimmt  ist.  Durchläuft  a  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modul  2 ,  und  ß  unabhängig  von  a  ein  vollstän- 
diges Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  6,  so  durchläuft  n  ein 
vollständiges  System  von  Zahlen,  die  in  Bezug  auf  den  Modul  2* 
incongruent  und  relative  Primzahlen  zu  2*,  d.  h.  ungerade  sind. 
Diese  beiden  Zahlen  a  und  ß  kann  man  die  Indices  der  Zahl  n 
nennen;  sie  befolgen  ganz  ähnliche  Gesetze,  wie  die  Indices  für 
die  früher  betrachteten  Moduli.  Wir  heben  noch  besonders  her- 
vor, dass  n  =  +  1  oder  =  -f  3  (mod.8)  ist,  je  nachdem  ß  gerade 
oder  ungerade. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorstehende  Form, 
in  welche  jede  ungerade  Zahl  n  gebracht  werden  kann,  auch  noch 
für  den  Fall  A  =  2  gilt;  die  Anzahl  b  der  Werthe  von  ß  reducirt 
sich  nämlich  auf  1,  und  da  5  =  1  (mod.  4),  so  geht  die  obige 
Form  in  die  frühere  n  =  ( —  l)a  (möd.  4)  über.  Für  eine  spätere 
Untersuchung  ist  es  sogar  zweckmässig,  dieselbe  Form  der  Dar- 
stellung aller  relativen  Primzahlen  zu  einem  Modul  von  der  Form 
2*  auf  die  Fälle  A  =  0  und  A  =  1  auszudehnen ;  da  in  denselben 
nur  eine  einzige  Zahlclasse  darzustellen  ist,  so  wird  man  a  und  ß 
auch  nur  einen  einzigen  Werth  beizulegen  haben;  setzen  wir  daher 
a  =  b  =  1,  wenn  A  =  0  oder  k  =  1  ist,  jn  allen  anderen  Fällen 
(A  ^  2)  aber  a  —  2,  6=  \  g?  (2*),  so  können  wir  sagen,  dass  der. 
Ausdruck 

.  n  =  (—  l)«5f(mod.  2*) 

•    •    • 

alle  incongruenten  relativen  Primzahlen  zum  Modul  durchläuft,, 
wenn  a  und  ß  resp.  vollständige  Restsysteme  in  Bezug  auf  a  und 
b  durchlaufen-. 


§.  131. 

Es  sei  nun  der  Modul  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl 

1c  =  2xp7Tp'71' .  .  ., 

wo  jp,  p'  von  einander   verschiedene   ungerade   Primzahlen,   und 
A,  jr,  »'....  ganze  positive  Exponenten  bedeuten,  deren  erster,  A, 
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auch  =  0  sein  kann.  Ist  w  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  £,  so 
kann  man  stets 

n  =  (_-l)«5/?(mod.2*) 
n  =  gr  (mod.  pn) 
n  =  g'V  (mod.  p,nt) 

setzen,  wo  g,  g'  . . .  primitive  Wurzeln  resp.  von  p*,  pf*  .  •  .  be- 
deuten,  Geben  wir  den  Zahlen  a,  b  die  im  vorigen  Paragraphen 
festgesetzte  Bedeutung  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

90»")='*,    9(jp'*0  =  *'•-•., 
so  sind  die  Exponenten  oder  Indices 

«i  '0i    }S    ?'••  • 

vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Moduli 

tf  ,      O  ,      C,      c     •  •  • , 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  solchen  Systeme  von  Indices 
(nach  §.  25)  eine  bestimmte  Glasse  von  Zahlen  n  nach  dem  Mo- 
dul fc,  die  relative  Primzahlen  zu  h  sind.  Durchlaufen  die  Indices 
a,  /J,  y,  y' . . .  unabhängig  von  einander  ihre  o,  J,  c,  c' ,  . ♦  Werthe, 
so  durchläuft  n  sämmtliche 

abec'  • .  .  =  q>(h) 

Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  ife,  welche  relative  Primzahlen 
zu  k  enthalten. 

Sind  die  Indices  a,  /J,  y,  y9 ,  • .  einer  Zahl  n  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  den  Exponenten  d  zu  bestimmen,  zu  welchem  die  Zahl 
n  gehört;  denn  offenbar  ist  d  das  kleinste  gemeinschaftliche  Mul- 
tiplum  aller  derjenigen  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahl  n  in  Be- 
zug auf  die  einzelnen  Moduli  2*,  pn,  p''n'  .  .  .  gehört.  Dieser 
Exponent  d  ist  daher  immer  ein  Divisor  von  dem  kleinsten  gemein- 
schaftlichen Vielfachen  ft  der  Zahlen  a,  J,  c,  cf . ,  .  Es  können 
daher  primitive  Wurzeln  von  &,  d.  h.  Zahlen,  die  zum  Exponenten 
<p(k)  gehören,  nur  dann  existiren,  wenn  ft  =  q>(k)  ist;  man  über* 
zeugt  sich  leicht,  dass  dies  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der  Modul 
lc  =  1,  oder  =  2,  oder  =  4,  oder  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzahl,  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist;  und  umge- 
kehrt leuchtet  ein,  dass  in  diesen  Fällen  immer  primitive  Wurzeln 
existiren. 
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Da  ferner  die  Möglichkeit  einer  binomischen  Congruenz  von 
der  Form 

xm  =  n  (mod.  fcj 

und  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  nur  von  der  Möglichkeit  derselben 
Congruenz  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2\  pn,  p'n' . . .  ab- 
hängt (nach  §.  37),  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  zur  Beur- 
theilung  dieser  Frage  und  zur  Auffindung  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz die  Eenntniss  der  Indices  der  Zahl  n  vollständig  ausreicht 
Die  wirkliche  Ausführung  dieser  Untersuchung  unterdrücken  wir 
hier,  weil  sie  sich  ganz  ebenso  gestaltet  wie  in  §.  31.  Der  Fall 
m  =  2  würde  auf  diese  Weise  behandelt  auf  das  in  §.  37  ge- 
wonnene Resultat  zurückführen.  Ebenso  leicht  ist  es-,  den  ver- 
allgemeinerten Wjlson'schen  Satz  (§.  38)  von  Neuem  zu  beweisen. 


VI.    Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arith- 
metische Progression,  deren  erstes  Glied  und  Differenz 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthält. 


§.  132. 

Der  allgemeine  Beweis  dieses  Satzes  *)  stützt  sich  auf  die  Be- 
trachtung einer  Classe  von  unendlichen  Reihen  von  der  Form 

L=2*(n), 
wo    der  Buchstabe  n  alle  ganzen   positiven   Zahlen   durchlaufen 
muss,  und  die  reelle  oder  complexe  Function  ^  (w)  der  Bedingung 

^  (n)  1>  (n')  =  1>  (nn') 

genügt.  Hieraus  folgt  für  n  =  n1  =  1,  dass  i>  (1)  =  1  oder  ==  0 
ist;  da  aber  im  letzteren  Fall  il>(n)  =  il>(l)  1>(n)  für  alle  Werthe 
von  n  verschwinden  würde,  so  nehmen  wir  immer  an,  dass  &(1) 
=  1  ist.  Wir  nehmen  ferner  an,  <Ke*Tunction  il>(n)  sei  So  be- 
schaffen, dass  die  Summe  der  analytischen  Moduln  aller  Werthe 
il>(n)  endlich  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  L  einen  von  der 
Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth  besitzt. 
Man  überzeugt  sich  dann  leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden 
Gleichung 

nr=^  =  2*(«),  (i) 


*)  Dirichlet;  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1837. 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle,  in  beliebiger  Ordnung  auf 
einander  folgenden,  Primzahlen  q  bezieht  *). 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  die  Reihe  L  die  Glieder 

*(1)  =  1,    *(«)  =  *,    *(a3)  =  *3.. . 

enthält,  und  die  Summe  derselben  für  sich  einen  endlichen  Werth 
hat,  dass  der  Modulus  von  $  (q)  <  1,  und  folglich 

ist.  Sind  ferner  qu  q2,  q$  .  .  .  die  sämmtlichen  Primzahlen  g,  wie 
sie  in  dem  Producte  linker  Hand  aufeinander  folgen,  so  wird  das 
Product  Q  der  ersten  m  Factoren 


l-*(2i)'    l-*(ft)  1— *(3m)' 

wenn  man  jeden  derselben  nach  der  vorstehenden  Gleichung  in 
eine  unendliche  Reihe  entwickelt  und  die  Multiplication  ausführt, 
gleich  2^(7),  wo  die  Summation  über  alle  die  ganzen  positiven 
Zahlen  l  auszudehnen  ist,  in  welchen  keine  anderen  als  die  Prim- 
zahlen (fr,  q2  .  .  .  qm  aufgehen.  Ist  daher  h  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  und  nimmt  man  m  so  gross,  dass  unter  den  Primzahlen 
Qu  <b  •  •  •  2»n  sich  alle  diejenigen  finden,  welche  <  h  sind,  so  ent- 
hält Z4>(1)  alle  Glieder  der  Reihe  2#(w),  in  welchen  n  <  h 
ist,  und  ausserdem  noch  unendlich  viele  andere,  in  denen  n  >  h 
ist.  Mithin  unterscheidet  sich  das  Product  Q  von  der  Summe 
2#(w)  um  eine  Summe  von  der  Form  2^(w')?  in  welche  aber 
nur  noch  Zahlen  n'  eingehen,  welche  ^>h  sind.  Da  nun  die  Summe 
der  Moduln  aller  Glieder  ty(n)  endlich  ist,  so  kann  man  ä,  und 
also  auch  m  so  gross  wählen ,  dass  die  Summe  der  Moduln  aller 
Glieder  #  (n'\  und  folglich  auch  der  Modul  der  Differenz  Q  —  2  t  (n) 
kleiner  wird  als  jede  vorher  gegebene  Grösse;  d.  h.  mit  unbegrenzt 
wachsendem  m  nähert  sich  Q  dem  Grenzwerth  2  #  (w),  was  zu  be- 
weisen war. 

Ausser  diesen  Reihen  von  der  Form  L  =  2  *l>  (n)  haben  wir 
noch  diejenigen  Reihen  zu  betrachten,  welche  durch  die  Entwick- 


*)  Unter  dieser  Classe  von  Reihen  sind  auch  diejenigen  enthalten, 
welche  im  fünften  Abschnitt  betrachtet  sind.  Vergl.  §§.  124,  135.  Der 
Werth  einer  solchen  Function  i/>  ist  offenbar  für  alle  Zahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  er  für  alle  Primzahlen  willkürlich  angenommen  ist.  Die 
ältesten  Untersuchungen  über  solche  Reihen  und  Producte  finden  sich  bei 
Euler:  Introductio  in  analysin  infinitorum.    Cap.  XV. 
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lung  ihrer  natürlichen  Logarithmen  entstehen.  Wenn  der  Modulus 
von  z  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  bekanntlich 

und  zwar  ist  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Logarithmen  rechter 
Hand  stets  zwischen  den  Grenzen  — \%i  und  -\-\iti  zu  nehmen. 
Setzt  man  hierin  z  =  il>(q)  und  für  q  alle  Primzahlen,  so  erhält 
man  zufolge  der  Gleichheit  (I) 

2<K<i)  +  *2<K^  +  |2!H<Z3)  +  .  .  .  =  logL,  (II) 

und  offenbar  hat  die  aus  unendlich  vielen  unendlichen  Reihen  be- 
stehende linke  Seite  einen  von  der  Anordnung  der  Summationen 
unabhängigen  endlichen  Werth,  weil  selbst  die  Summe  der  Moduln 
aller  ihrer  Glieder  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Der  imaginäre 
Theil  des  Logarithmen  rechter  Hand  ist  die  Summe  aller  imaginären 
Theile  der  Logarithmen  der  einzelnen  Factoren,  aus  denen  das 
obige  unendliche  Product  besteht. 

Wir  fügen  zu  diesem  Resultat  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Ist  zunächst  i>  (n)  eine  reelle  Function ,  so  sind  alle  Factoren  des 
unendlichen  Productes  positiv,  also  ist  log  L  reell,  und  da  die 
Reihe  logL  einen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  L  ein  positiver  von 
Null  verschiedener  Werth.  Ist  aber  ^(w)  imaginär,  und  ^'(n) 
der  jedesmal  mit  ^(w)  conjugirte  complexe  Werth,  so  ist  auch 
ilf'(n)  ty' (n1)  =  ^'(ww'),  und  die  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
n  ausgedehnte  Summe  U  =  2#'(w)  ist  die  mit  L  =  il>(n)  con- 
jugirte Zahl.    Zugleich  wird 

2  ♦'(«)  +  *  2  *'(«*)  +  *  2  *'(<Z3)  +  -  •  •  =  logL', 

und  zwar  ist  log 2/  conjugirt  mit  logi,  ßo  dass  die  Summe  logL 
+  logL'  =  log  (Li')  reell  wird. 

Ist  endlich  der  Werth  der  Function  #  für  alle  in  einer  be- 
stimmten Zahl  Je  aufgehenden  Primzahlen  =  0,  so  ist  il>(ri)  jedes- 
mal =  0,  wenn  n  keine  relative  Primzahl  zu  Je  ist,  und  die  Glei- 
chungen (I)  und  (II)  bleiben  richtig,  wenn  man  n  alle  relativen 
Primzahlen  zu  &,  und  q  alle  in  Je  nicht  aufgehenden  Primzahlen 
durchlaufen  lässt. 
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§.  133. 

Es  sei  nun  (wie  in  §.  131)  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
und  zwar 

wo  j),  p'  .  .  .  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen  be- 
deuten; wir  geben  ferner  den  Buchstaben 

tt,       l/,       Cy      C     .  •  • 

ihre  frühere  Bedeutung  (§.  131)  und  bezeichnen  entsprechend  mit 

0,     1f,     o,     o' . .  . 
irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen 

0«=1,    1?6=1,    oc  =  l,    ca'c'  =  l... 

Ist  nun  n  irgend  eine  .positive  ganze  Zahl  und  zugleich  relative 
Primzahl  zu  fc,  und  sind  ihre  Indices 

a  (mo<L  a),    ß  (mocL  J),    y  (mod.  c),    y'  (mod.  c')  .  .  ., 

so  genügt,  wie  man  leicht  sieht,  der  Ausdruck 


1>(n)  — 


n° 


der  Bedingung  ^(w)#(n')  =  V(ww')*)>  wenn  ferner  der  Exponent 
s  >  1  ist,  was  wir  im  Folgenden  annehmen  wollen,  so  ist  die  Summe 
der  Moduln  n-*  aller  Glieder  ^(n)  endlich  (§.  117),  und  folglich 
gelten  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  des  vorigen  Paragraphen 

1  *(a)  +  \  1  *(a»)  +  i  2  *(a>)  +  •  •  •  =  logi 

in  welchen  g  alle  in  ft  nicht  aufgehenden  Primzahlen,  n  alle  rela- 
tiven Primzahlen  zu  Tc  durchlaufen  muss;  beide  Reihen  haben,  so 
lange  s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  un- 


*)  Der  Zähler  #(w)  =  6  «riß  taY  (a'71  .  .  .  besitzt  die  charakteristischen 
Eigenschaften  x  (n)  x  (w')  =  x(n  n')  und>  wenn  n'  =  n"  (mod.  k)  ist,  x  (n')  =  #  (»*")• 
Umgekehrt,  wenn  eine  Function  xin)  die  erste  Eigenschaft  hat,  und  wenn 
sie  ausserdem  nur  eine  endliche  Anzahl  m  (von  Null  verschiedener)  Werthe 
wj,  oi2  .  .  .  <om  besitzt,  so  sind  diese  letzteren  nothwendig  die  sämmtlichen 
Wurzeln  der  Gleichung  a>»»  =  1.  N 
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abhängige  Summen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  beide  Reihen 
auch  stetige  Functionen  von  s  sind,  so  lange  s  >  1  ist;  wir  be- 
weisen diese  Behauptung  für  alle  Werthe  von  s,  welche  grösser 
als  ein  beliebiger  unechter  Bruch  6  sind,  weil  hieraus  offenbar  die 
Stetigkeit  dieser  Reihen  für  alle  Werthe  von  s  >  1  (excl.  1)  folgt. 
Jede  der  beiden  Reihen  L  und  logZ  ist  von  der  Form 

f^L  +  fi  +  ül  +  .  .  . 

wo  die  Moduln  der  Coefficienten  ax ,  «j ,  a3  .  .  .  sämmtlich  eine 
endliche  Grösse  A  (=  1)  nicht  übertreffen.  Um  die  Stetigkeit 
einer  Function  von  s  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  (s  ^  tf) 
zu  beweisen,  genügt  es  darzuthun,  dass,  wie  klein  auch  eine  positive 
gegebene  Grösse  8  sein  mag,  die  Function  jedesmal  in  einen  ersten 
und  zwar  stetigen ,  und  in  einen  zweiten  Bestandtheil  zerlegt  wer- 
den kann,  dessen  Modulus  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  (s  2>  0) 
<  8  ist;  denn  hieraus  folgt,  dass  der  Modulus  einer  plötzlichen 
Werthänderung  der  Function,  die  doch  nur  von  dem  zweiten 
Bestandtheil  herrühren  kann,  kleiner  als  2 #,  und  folglich,  da  die 
gegebene  Grösse  8  beliebig  klein  sein  darf,  nothwendig  =  0  sein 
muss  (vergl.  §§.  101,  143).  In  unserem  Falle  ergiebt  sich  die  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Zerlegung  auf  folgende  Weise;  ist  n  eine 
beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  die  Summe  der  ersten  n  Glieder 

1«  T  2«  ^ ■         ^  n> 

* 

eine  stetige  Function;  der  Modulus  der  Summe  aller  folgenden 
Glieder  ist  kleiner  als 

A  \(n  +  1)*  +  Jn  +  W  +  "  7 
und  folglich  für  alle  Werthe  s  ^  tf  auch  kleiner  als 


Ä\(n+l)«  +  (n  +  2)«  +  "j'> 

da  nun  6  ein  unechter  Bruch  ist,  und  folglich  (nach  §.  117)  die 
Reihe 

i  +  i  +  i  +  .. . 

convergirt,  so  kann  für  jede  gegebene  Grösse  8  entsprechend  n 
>  gross  gewählt  werden,  dass 
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A\(n+1)«  +  (n  +  2)"  +  "7 


wird;  hiermit  ist  für  jede  gegebene  Grösse  8  die  Möglichkeit  einer 
Zerlegung  unserer  Reihe  in  zwei  Bestandteile  von  der  obigen  Art, 
und  also  auch  die  Stetigkeit  der  Reihen  L  und  \ogL  für  jeden 
Werth  s  >  1  nachgewiesen. 

Der  Beweis  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 
gründet  sich  nun  auf  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Reihen 
L  und  log  L  bei  unbegrenzte?  Annäherung  des  Exponenten  s  an 
den  Werth  1.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  diese  Reihen  je  nach 
der  Wahl  der  in  dem  Ausdrucke  ^(w)  vorkommenden  Einheits- 
Wurzeln  0,  17,  gj,  xo'  .  •  .  ein  ganz  verschiedenes.  Verhalten  zeigen; 
da  diese  Wurzeln  resp.  a,  fr,  c,  cf  .  .  .  verschiedene  Werthe  haben 
können,  so  sind  in  der  Form  L  im  Ganzen 

abcc1  .  .  .  =  qr(Jc) 

verschiedene  besondere  Reihen  enthalten;  wir  theilen  diese  Reihen 
L  in  drei  Glassen  ein: 

» 

In  die  erste  Classe  nehmen  wir  nur  eine  einzige  Reihe  Lt  auf, 
und  zwar  diejenige,  in  welcher  alle  Einheits- Wurzeln  0,  17,  o,  o1 . .. 
den  Werth  -f  1  haben. 

In  die  zweite  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  L2  auf, 
in  welchen  alle  Einheits- Wurzeln  reelle  Werthe,  also  die  Werthe 
+ 1  haben. 

In  die  dritte  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  L3  auf, 
d.  h.  alle  diejenigen,  in  welchen  wenigstens  eine  der  Einheits- 
Wurzeln  imaginär  ist.  Die  Anzahl  dieser  Reihen  ist  jedenfalls 
gerade,  und  sie  sind  paarweise  mit  einander  conjugirt;  denn  ent- 
spricht eine  solche  Reihe  L3  den  Wurzeln  0,  17,  o,  o'  .  .  .,  so 
entspricht  immer  eine  zweite  solche  Reihe  L\  den  Wurzeln  0-*, 
IT""1,  ö~ S  cd'-1  .  .  .,  und  diese  beiden  Systeme  von  Wurzeln  sind 
nicht  identisch. 

Wir  wollen  nun  das  Verhalten  aller  dieser  Reihen  genau  unter- 
suchen, wenn  der  Exponent  s  =  1  +^  sich  dem  Werthe  1  nähert, 
d.  h.  also,  wenn  die  positive  Grösse  q  unendlich  klein  wird. 
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*§.  134. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Verhalten  der  ersten  Reihe 

1  i 

2^  =  2^  =  2 


n8       "  nl+9* 

in  welcher  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  k  durchlaufen  muss,  so 
leuchtet  ein,  dass  dieselbe  als  ein  Aggregat  von  q>  (7c)  Partialreihen 
von  der  Form 

1       |  *  i  * + 


•  •  • 


v1*!  ^  (v  +  k)1+Q  ^  (v  +  2ky  +  Q    \ 

angesehen  werden  kann,  wo  v  relative  Primzahl  zu  k  und  ^  Je  ist 
Da  nun  (nach  §.  117)  das  Product  aus  einer  solchen  Reihe  und 
aus  q  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  einem  endlichen  posi- 
tiven, von  Null  verschiedenen  Grenzwerthfc"1  nähert,  so  können  wir 

r„-  l 
1 

setzen,  wo  l  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  ebenfalls  einem 
endlichen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  nähert. 

Ganz  anders  verhalten  sich  aber  die  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Gasse;  wir  haben  gesehen,  dass  alle  diese  Reihen,  so  lange 
s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängige 
Werthe  besitzen;  von  jetzt  an  wollen  wir  aber  ihre  Glieder  1>(ri) 
so  anordnen,  dass  die  Zahlen  n  ihrer  Grösse  nach  wachsend  auf 
einander  folgen;  die  so  geordneten  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Gasse  convergiren  dann  für  alle  positiven  Werthe  von  s  und 
sind  nebst  ihren  Derivirten  auch  stetige  Functionen  des  positiven 
Exponenten  s. 

Um  dies  nachzuweisen,  betrachten  wir  zunächst  die  ganze 
rationale  Function 

f(x)=Z  0«nß &Y o'Y'  .  .  .  x" 

der  Variabein  #,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  diejenigen  <p(k) 
positiven  ganzen  Zahlen  v  bezieht,  die  relative  Primzahlen  zu  k 
und  <  k  sind,  und  wo  a,  /J,  y,  y1  .  . .  die  Indices  der  Zahl  v  be- 
deuten.   Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man 
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wo  dielndices  a,  /J,  y,  y'  .  .  .  unabhängig  von  einander  vollständige 
Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  &,  c,  c' . .  .  durch- 
laufen müssen;  es  ist  daher 

/(l)  =  2  0^2  1,^2  id^S  cö'7' . . . 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Reihe  L  eine  Reihe  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  und  folglich  mindestens  eine  der  Ein- 
heitswurzeln 0,  ij,  cd,  ra'. ..  nicht  =  -f- 1  ist,  so  ist  auch  mindestens 
eine  der  Summen 

gleich  Null,  und  hieraus  folgt 

/(l)  =  o. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  kann  man  nun  die  oben  behaup- 
teten Eigenschaften  der  Reihen  L  auf  verschiedene  Arten  nach- 
weisen. Die  eine  besteht  darin,  dass  man  die  Reihe  L  in  ein 
bestimmtes  Integral  verwandelt.  Nach  der  von  Legendre  einge- 
führten Bezeichnung  ist 

r(8)  =/(iog  ±y-1** 

eine  für  alle  positiven  Werthe  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  bedeutet  ferner  n  irgend  einen  positiven  Werth,  und  ersetzt 
man  x  durch  #n,  so  ergiebt  sich 

m  -  /—.  /.-„  ±\-\ 


m =/•*-  (,„g  iy-  fc. 


und  hieraus  folgt  leicht  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105),  dass  die 
Summe  der  er§ten-m<p  (k)  Glieder  der  Reihe  L  gleich 

0 

ist.  Da  nun  f(x)  eine  durch  x  theilbare  ganze  Function  von  # 
ist,  welche  für  x  =  1  verschwindet,  so  bleibt  innerhalb  des  ganzen 
Integrationsgebietes  der  Modulus  der  Function 

1  /(*) 

x  1 — xk 

unterhalb  einer  angebbaren  endlichen  Grosse,  und  hieraus  folgt 
leicht,  wenn  man  m  unendlich  wachsen  lässt,  dass 
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0 

ist.  Es  zeigt  sich  also  in  der  That,  dass  die. unendliche  Reihe  L 
der  zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  ihre*  Glieder  in  der  ange- 
gebenen Weise  geordnet  sind,  für  jeden  positiven.  Werth  von  s 
convergirt;  beachtet  man  ferner,  dass  F(s)  für  alle  positiven  Werthe 
von  s  ebenfalls  positiv  und  von  Null  verschieden,  sowie,  dass  die 
Derivirte  von  r(s)  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so  folgt  aus 
dem  vorstehenden  geschlossenen  Ausdruck  für  die  Reihe  L,  dass 
dieselbe  nebst  ihrer  Derivirten  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so 
lange  s  positiv  bleibt. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  aber  auch  auf  anderem 
Wege,  nämlich  mit  Hülfe  des  weiter  unten  in  §.  143  bewiesenen 
allgemeinen  Satzes.  Denn  da  zufolge  der  Gleichung  /  (1)  =  0  die 
Summe  der  Coefficienten 

von  je  <p(k)  aufeinander  folgenden  Gliedern  der  Reihe  L  den  Werth 
Null  hat,  so  bildet  die  Reihe  L  eine  fcoldie  urqendliche  Reihe,  wie 
sie  in  §.  143  betrachtet  wird;  man  braucht  dort  nur  unter 
&i,  &2,  &s  .  .  .  die  Werthe  der  successiven  Zahlen  n  zu  verstehen, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  unsere  obigen  Behauptungen  über  die 
Convergenz  und  Stetigkeit  der  Reihe  L  und  ihrer  Derivirten. 

Aus  diesem  Resultat  ergiebt  sich  nun,  dass  jede  Reihe  L  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  der  Exponent  5  =  1  +  9  ab- 
nehmend dem  Werth  1  unendlich-  nahe  kommt,  sich  einem  völlig 
bestimmten  endlichen  Grenzwerth,  nämlich  dem  Werth 


f- 

J    X  1—  xk 

0 


nähert,  welchen  die  Reihe  L  bqi  der  oben  angegebenen  Anordnung 
ihrer  Glieder  für  s  =  1  annimmt 
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§.  135. 

Es  hat  nun  zwar  gar  keine  Schwierigkeit,  den  Werth  des  vor- 
stehenden Integrals  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und  Kreisfunctionen 
darzustellen*);  dass  aber  dieser  endliche  Grenzwerth  einer  Reihe 
L  der  zweiten  oder  dritten  Classe  von  Null  verschieden  ist  —  und 
gerade  hierin  besteht  der  Hauptpunct  der  ganzen  nachfolgenden 
Untersuchung  —  würde  sich  aus  diesem  Ausdrucke  schwer  oder 
gar  nicht  erkennen  lassen.  Es  ist  nun  von  dem  höchsten  Interesse, 
dass  dieser  Nachweis  für  die  Reihen  L2  der  zweiten  Classe  sich 
mit  Hülfe  der  Untersuchungen  des  fünften  Abschnitts  über  die 
Classenanzahl  der  quadratischen  Formen  führen  lässt;  ja  wir  kön- 
nen hinzufügen,  dass  historisch  jene  Untersuchungen  ihren  Aus- 
gangspunct  an  dieser  Stelle  genommen  haben. 

Wir  betrachten  eine  bestimmte  Reihe  L2  der  zweiten  Classe, 
welche  den  Wurzeln 

0  =  ±li    *7=±1,    o  =  ±l>    co'  =  ±l.... 

entspricht;  es  sei  P  das  Product  aller  der  in  Je  aufgehenden  un- 
geraden Primzahlen  p  denen  eine  negative  Wurzel  to  =  —  1  ent- 
spricht, und  8  das  Product  der  übrigen  in  k  aufgehenden  ungerade:^ 
Primzahlen  (falls  in  der  einen  oder  anderen  dieser  beiden  Gruppen 
gar  keine  Primzahl  enthalten  sein  sollte,  ist  P  oder  S  =  I  zu 
setzen) ;  da  nun  eine  Zahl  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
einer  Primzahl  ist,  je  nachdem  ihr  Index  y  gerade  oder  ungerade 
ist  (§.  129),  so  leuchtet  ein,  dass 


cj^gj'^'  .  .  .  =  (-p) 


ist ;  wenn  ferner  0  =  —  1 ,  also  a  =  2 ,  und  h  =  0  (mod.  4)  ist, 
so  sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

0«  =  (—  1)«  =  (_  1)%(«-D; 


*)  Bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Rechnung  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105)  würde  man  auf  die  in  der 
Theorie  der  Kreistheilung  vorkommenden  Summen  f(r)  stossen,  wor  irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  r*  =  1  bedeutet. 
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ebenso,  wenn  ij  =  —  1,  also  b  >  1,  und  h  =  0  (mod.  8)  ist,  so 
sind  alle  Zahlen  w  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

riß  =  (—  l)ß  =  (—  l)V8<n*-l>. 

Diese  Bemerkungei*  veranlassen  uns  (vergl.  §§.  101,  123),  je  nach 
den  vier  verschiedenen  Zeichencombinationen  0,  ij  vier  verschiedene 
Determinanten  2)  zu  betrachten;  wir  setzen  nämlich,  mit  gehöriger 
Bücksicht  auf  das  Zeichen  + 1 : 

D  =  ±   PS»  =  1  (mod.  4),  wenn  0=+l,  ij  = +1 

2)  =  ±   PS*  =  3  (mod.  4),  wenn  0  ±=  —  1,  v\ '=  +  I 

D  =  ±2PiS3  =  2  (mod.  8),  wenn  0  =  +  1,  ij  =  — 1 

D  =  +2PS3  =  6  (mod.  8),  wenn  0=—  1,  i?  =  — 1. 

Nun  sind  alle  ungeraden  Zahlen  n  auch  relative  Primzahlen  zu 
22),  und  umgekehrt,  alle  relativen  Primzahlen  zu  22)  sind  auch 
ungerade  Zahlen  n,  und  gleichzeitig  ist 

e«nßtoV&'v'  ...  =  0v2(»-i)  nw-?'0p\  =  (^); 

ist  daher  Je  gerade,  so  stimmen  die  sämmÜichen  Zahlen  n  mit  den 
sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  2  2)  überein,  und  es  ist 

ist  aber  h  ungerade,  so  sind  unter  den  Zahlen  n  auch  gerade  Zahlen; 
da  in  diesem  Falle  aber  nothwendig  fl  =  -f-l,ij  =  -4-I,  also 
2)  =  1  (mod.  4)  ist,  so  ist  (vergl.  §.  102) 

L>  =  2  (j)  -  =         ^    ±  2  (-)  -8 , 

\P/  2* 

wo  in  der  letzten  Summe  rechter  Hand  der  Buchstabe  n  nur  noch 
alle  ungeraden  relativen  Primzahlen  zu  &,  d.  h.  alle  relativen  Prim- 
zahlen zu  2  2)  zu  durchlaufen  hat. 

Um  daher  zu  beweisen,  dass  die  Reihe  X2  sich  einem  von  Null 
verschiedenen  Grenzwerth  nähert,  braucht  man  dasselbe  nur  von 
der  Reihe 


\nj  na 


nachzuweisen.  Nun  leuchtet  ein,  dass  die  Zahl  2)  nie  eine  Quadrai- 
zahl  sein  kann ;  denn  da  eine  Quadratzahl  niemals  =  3  (mod.  4), 
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oder  =  2  (mod.  8)  oder  =  6  (mod.  8)  ist ,  so  bleibt  nur  die  einzige 
Möglichkeit  D  =  1  (mod.  4);  da  aber  in  diesem  Falle  0  =  +  1, 
i\  =  + 1  ist,  so  muss,  da  L2  eine  Reihe  der  zweiten  Classe  ist, 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  »,©'...=  —  1  sein,  und  folglich 
P  mindestens  durch  eine  ungerade  Primzahl  p  theilbar,  also  nicht 
=  1  sein;  mithin  ist  D  in  keinem  Falle  eine  Quadratzahl.  Wir 
haben  nun  (in  §§.  96  und  98)  gesehen ,  dass  für  eine  solche 
Determinante  D  die  Classenanzahl  h  der  quadratischen  Formen 
ein  Product  aus  mehreren  Factoren  ist,  von  denen  der  eine  der 
Grenzwerth  der  obigen  Reihe 


(ä\± 


ist;  da  nun  immer  mindestens  eine  Form  (1,  0,  — D)  existirt,  also 
h  niemals  =  0  ist,  und  da  ferner  die  übrigen  in  dem  Ausdruck 
von  h  vorkommenden  Factoren  nicht  unendlich  gross  sind ,  so  ist 
auch  dieser  Grenzwerth  von  Null  verschieden.  Und  hieraus  folgt, 
dass  auch  der  Grenzwerth  einer  jeden  Reihe  L2  der  zweiten  Classe 
ein  von  Null  verschiedener  und  folglich  positiver  Werth  ist,  was 
zu  beweisen  war. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wo  k  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzahl  p  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist,  existirt 
nur  eine  Reihe 

\pj  n8 

der  zweiten  Classe ;  in  diesem  Falle  bedarf  es  nicht  &er  Zuziehung 
der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  um  nachzuweisen,  dass  der 
Grenzwerth 


\pj  n 


dieser  Reihe  von  Null  verschieden  ist;  für  diese  Summe  haben 
wir  nämlich  in  §.  103  einen  Ausdruck  gefunden,  welcher  neben 
solchen  Factoren,  die  offenbar  von  Null  verschieden  sind,  noch 
den  Factor 


( — )  m    oder     z[  — )  log  sm  — 
\pj'  \p/  P 


enthält,  je  nachdem  p  =  3  oder  =  1  (mod.  4)  ist;  und  wo  m  alle 
Zahlen  1,  2,  3  ...  (p  —  1)  durchlaufen  muss.  Im  ersten  Fall  ist 
aber  2  wi  und  folglich  auch 

Dirichlet,  Zahlentheorie, 
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1  (7) m 

ungerade,  also  von  Null  verschieden;  im  zweiten  Fall  ist  (§.  107) 

—  2  (—  )  log  sm  —  =  log  *-! — -rS 

\pj  p         *y  —  sVp 

wo  die  ganzen  Zahlen  y,  0  der  Gleichung  y2— p£2  =  4jp  genügen; 
es  kann  folglich  0,  und  also  auch  der  vorstehende  Ausdruck  nicht 
=  0  sein. 


§.  136. 

Um  nun  dasselbe  auch  für  jede  Reihe  L3  der  dritten  Classe 
zu  beweisen,  addiren  wir  alle  q>  (Je)  Gleichungen  von  der  Form 

2  «(«)  +  i  2  «(«»)  +  |  2  *(«»)  +  •  •  •  =  log  L, 

welche  den  verschiedenen  Wurzel-Systemen  0,  17,  o,  o'  .  .  .  ent- 
sprechen. Bedeutet  q  irgend  eine  in  k  nicht  aufgehende  Primzahl, 
und  (i  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  liefert  die  linke  Seite 
einer  jeden  solchen  Gleichung  ein  Glied 

1  ♦(«'9, 


in  welchem 


f* 


1     1 


li  qf* 


8 


mit  dem  Coefficienten 


behaftet  ist,  wo  a,  ß,  y,  y'  .  .  .  die  Indices  von  g  bedeuten.  Die 
Summe  aller  dieser  den  verschiedenen  Wurzelsystemen  0,  % 
cd,  o1  .  .  .  entsprechenden  Coefficienten  wird  daher  gleich  dem 
Product 

2  0^2^  2  o^2  o'^..., 

wo  die  Summenzeichen  sich  der  Reihe  nach  auf  die  a,  6,  c,  c'  .  .  . 

verschiedenen  Werthe  von  0,  q,  0,  a>'  .  .  .  beziehen.    Bekanntlich 

ist  nun  die  Summe  aller  gleich  hohen  Potenzen  der  Wurzeln  von 

aer  Gleichung  der  Form  xm  =  1  nur  dann  von  Null  verschieden, 
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und  zwar  =  m,  wenn  der  Exponent  dieser  Potenzen  durch  m 
theilbar  ist;  mithin  ist  das  vorstehende  Product  nur  dann  von  Null 
verschieden,  und  zwar  =  abcc'  .  .  .  =  q>(k),  wenn  die  Exponenten 
aft,  jSfi,  yft,  y'ft  .  .  .  resp.  durch  a,  b,  c,  c1  .  .  .  theilbar  sind;  da 
nun  cgfi,  ßp,  yp,  y'(i ...  die  Indices  von  qf*  sind,  so  wird  dies  nur 
dann  und  immer  dann  eintreten,  wenn 

qt*  =  1  (mod.  2*),    qP  =  1  (mod.  p71),    qi*  =  1  (mod.  p'11')  .  .  ., 

d.  h.  alöö,  wenn 

qt*  =  1  (mod.  &) 

ist.  Mithin  wird  die  Summe  aller  jener  Gleichungen  folgende 
Form  annehmen 

=  logXi  +  2  logX2  +-  2  log(L3A), 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite  Summenzeichen  u.  s.  f. 
sich  auf  alle  die  in  k  nicht  aufgehenden  Primzahlen  q  bezieht, 
welche  resp.  den  Bedingungen  q  =  1 ,  g2  =  1  (mod.  Je)  u.  s.  f. 
Genüge  leisten;  auf  der  rechten  Seite  bezieht  sich  das  erste 
Summenzeichen  auf  alle  Reihen  L2  der  zweiten  Classe,  das  zweite 
auf  alle  verschiedenen  Paare  L3L'3  conjugirter  Reihen  dritter 
Classe.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sind  wir  im  Stande  zu  be- 
weisen, dass  der  endliche  Grenzwerth,  welchem  sich  irgend  eine 
Reihe  X3  der  dritten  Classe  nähert,  von  Null  verschieden  ist. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  das  schon  früher  (§.  134)  er- 
haltene Resultat,  dass  jede  solche  Reihe  L3  für  alle  positiven 
Werthe  von  s  eine  stetige  Function  von  s  ist,  und  dass  dasselbe 
auch  von  ihrer  Derivirten  gilt.     Wir  können  daher 

L3=f(s)  +  iF(s) 

L't=f(8)-iF(8) 

setzen,  wo/(s),  F(s)  und  die  Derivirten  /'(s),  -F'(s)  stetige  Func- 
tionen von  s  sind,  so  lange  s  positiv  bleibt;  da  also  der  Grenz- 
werth von  Lz  =f(\)  -\-  iF(l)  ist,  so  muss,  falls  derselbe  =  0  ist, 
nothwendig/(l)  =  0  und  F(l)  =  0  sein;  hieraus  folgt  nach  einen* 
bekannten  Satze  der  Differentialrechnung,  dass  für  jeden  Wei 
s  =  1  +  Qi  welcher  >  1  ist, 
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i,  =9  {f'(i+89)  +  iF'(l  +  s9)) 

sein  wird,  wo  Ö  und  £  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liegen;  mit- 
hin wird 

X3L'3  =  e*  {/'(l  +Ö9)>  +  F'(l  +  ap)M  =  q*R, 

wo  R  (in  Folge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten 
/'(s),  F'  (s))  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sicji  einem 
endlichen  (nicht  negativen)  Grenzwerth 

/'(1)*  +  F'(1)2 
nähert.    Hieraus  folgt  nun 

.    log  (X3  £'»)  =  -  2  log  —  +  log  B, 

wo  log  R  mit  unendlich  abnehmendem  p  sich  entweder  einem  end- 
lichen Grenzwerth  nähert  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst, 
falls  R  unendlich  klein  wird. 

Sind  im  Ganzen  m  solche  Paare  von  Reihen  dritter  Classe 
vorhanden,  welche  gleichzeitig  mit  q  unendlich  klein  werden,  so 
ist  folglich 

2  log (X3  L't)  =  —  2  m  log  -i  +  *, 

ST 

wo  t  jedenfalls  nicht  positiv  über  alle  Grenzen  wachsen  kann,  son- 
dern entweder  endlich  bleibt,  oder  negativ  über  alle  Grenzen 
wächst;  denn  jedes  andere  Product  L3  L'2  nähert  sich  einem  end- 
lichen positiven  Werth,  und  folglich  bleibt  das  entsprechende  Glied 
log  (L3  L'3)  endlich  bei  abnehmendem  q. 

Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  der  Grenzwerth  einer  jeden 
Reihe  L2  der  zweiten  Classe  von  Null  verschieden  ist,  so  nähert 
sich  die  Summe 

2  logX3 

der  (jedenfalls  reellen)  Reihen  log  L2  einem  endlichen  Grenz- 
werth. 

Ausserdem  ist  schon  bewiesen,  dass  das  Product  qLi  sich 
einem  endlichen  positiven  Werth  nähert;  mithin  ist 

logLx  =  log  —  +  *', 
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wo  t'  endlich  bleibt;  folglich  ist  die  ganze  rechte  Seite  der  obigen 
Gleichung  von  der  Form 

_(2m-l)log^-  +  T, 

wo  T  mit  unendlich  abnehmendem  q  jedenfalls  nicht  positiv  über 
alle  Grenzen  wachsen  kann.  Existirte  also  mindestens  eine  Reihe 
L3  dritter  Classe,  welche  mit  q  unendlich  klein  würde,  d.  h.  wäre 
m  mindestens  =  1,  so  würde  die  ganze  rechte  Seite  unserer 
Gleichung  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  negativ  unend- 
lich wachsen.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  für  alle 
Werthe  von  q  positiv  bleibt.  Mithin  ist  m  =  0,  d.  h.  jede  Reihe 
der  dritten  Classe  nähert  sich  einem  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  endlich  noch,  dass  auch  jede  der  Reihen  log  L3 
einen  endlichen  Grenzwerth  haben  muss,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  dem  früher  Bewiesenen  (§.  133)  jede  solche  Reihe  sich 
stetig  mit  s  ändert,  so  lange  s  >  1  ist. 


.  §•  137. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  besteht 
darin,  dass  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der  positiven  Grösse 
q  =  s  —  1  die  Reihe  log  Li  positiv  über  alle  Grenzen  wächst, 
während  alle  übrigen  Reihen  log  L  sich  endlichen  Grenzwerthen 
nähern.  Mit  Hülfe  desselben  sind  wir  im  Stande,  den  Satz  über 
die  arithmetische  Progression  vollständig  zu  beweisen. 

Es  sei  nämlich  m  eine  bestimmte  relative  Primzahl  zu  ft,  so 
multipliciren  wir  jede  der  q>Qc)  Reihen  von  der  Form 

1  <Ktf)  +  1  2  t(q2)  + 1  2  *(q*)  +  •  •  •  =  logL, 

welche  einem  bestimmten  System  von  Einheits- Wurzeln  0,  ^,  oj, 
co'  .  .  .  entspricht,  mit  dem  correspondirenden  Werth 

0-«iri-ßiG)-"yi(x>'-yi'  .  .  .  =  #, 

wo  al9  ft,  yi,  Yi  .  .  .  die  Indices  der  Zahl  m  bedeuten,  und  addiren 
alle  Producte;  dann  wird,  wenn  wieder  oe,  ß,  y,  y'  .  .  .  die  Indices 
einer  bestimmten  Primzahl  q  sind,  das  Glied 

1     1 


<p  (*) 


V-L  +  IV-lJ-IV  JLJ....1 
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den  Coefficienten 

# 
erhalten,  wo  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  q>  (k)  Wurzel-Systeme 

bezieht;  dieser  Coefficient  ist  daher  auch  gleich  dem  Product  aus 

den  einzelnen  Summen 

in  welchen  die  Buchstaben  61,  q,  o,  0'  .  .  .  resp.  ihre  a,  6,  c,  c'  .  .  . 
verschiedenen  Werthe  durchlaufen  müssen;  dieser  Coefficient  wird 
folglich  nur  dann  von  Null  verschieden,  und  zwar  =  abcc'  .  .  . 
=  q)(k)  sein,  wenn  die  Exponenten  ap  —  a1?  ßp  —  /Jx,  y^  —  yi, 
yV~  ?i'  •  •  •  resP-  durch  a,  6,  c,  c'  .  .  .  theilbar  sind,  d.  h.  wenn 

g^  =  w  (mod.  fc) 

ist.  Die  Summation  aller  Producte  %  log  L  giebt  daher  das  Re- 
sultat 

J-j-i  y  _L  j_  i  y  — 

=  2*logL, 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite,  dritte  Summenzeichen 
u.  s.  f.  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht,  welche  resp.  den  Be- 
dingungen g  =  w ,  g*  =  m ,  g3  =  m  (mod.  &)  u.  s.  f.  genügen, 
während  das  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  die 
sämmtlichen  q>(k)  verschiedenen  Wurzel-Systeme  0,  r\y  ca,  0'  .  .  . 
bezieht.     Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

i^^7  +  i-^+4^^+  •  •  •  =  Q 

und  bezeichnet  mit  0  alle  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme 
von  1,  so  ist  offenbar 

#2  T  2    Ä    ^3  1-  2    *    ^4 

wo  in  jeder  Summe  #  alle  seine  Werthe  durchläuft;  da  nun,  sobald 
#  ^  2,  immer 

£3  —    2    ^'     ^  —    4    ^2'     &  ^    8    ^2 

ist,  so  ergiebt  sich 

1 


G<i2^  +  12^  +  J24+---, 


•   • 


•   •    • 


<?<2 


*»' 
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es  bleibt  daher,  während  s  abnehmend  sich  dem  Werthe  1  nähert, 
Q  fortwährend  unterhalb  einer  endlichen  Grösse.  Da  ferner  in 
der  Gleichung 


<p(k) 


*}°+Q 


=  l%logL 


alle  Glieder  %  log  L  sich  endlichen  Grenzwerthen  nähern,  mit  Aus- 
nahme des  einzigen  Gliedes  log  Li ,  welches  über  alle  Grenzen 
wächst,  so  muss  auch  die  Summe 

a8 

über  alle  Grenzen  wachsen;  dies  wäre  aber  nicht  möglich,  wenn 
diese  Summe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestände, 
und  folglich  muss  es  unendlich  viele  Primzahlen  q  geben,  welche 
=  m  (mod.  Je)  sind;  cL  h.  also: 

Jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression  Jcx  +  m,  deren  An- 
fangsglied m  und  Differenz  h  relative  Primzahlen  sind,  enthält 
unendlich  viele  positive  Primzahlen  q  *). 


*)  Ueber  die  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf  Linearformen  mit  complexen 
Coefficienten ,  sowie  auf  quadratische.  Formen  siehe  Dirichlet:  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  complexen  Zahlen,  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1841;  Monatsbericht  der  Berliner  Aka- 
demie (März  1840)  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  21;  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie  1849,  T.  X,  p.  285. 


■■* 


VII.    Ueber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 

theilung. 


§.  138. 

Sind  p,  p',  p"  .  .  .  positive  und  von  einander  verschiedene 
Primzahlen,  so  stimmen  (nach  §.  9)  die  Glieder  des  entwickelten 
Productes 

q>  +  i)(p'  +  i)Gp"  +  i)... 

mit  den  sämmtlichen  Divisoren  des  Productes 

P=pp'p"  ... 

überein;  dieselben  Divisoren  entstehen  offenbar  auch  durch  die 
Entwicklung  des  Productes 

Cf»-l)(l»'-l)(i»W-l)..M 

aber  die  eine  Hälfte  derselben  wird  mit  positivem,  die  andere  mit 
negativem  Zeichen  behaftet  sein;  wir  wollen  die  ersteren  mit  d\, 
die  letzteren  mit  82  bezeichnen,  so  dass 

(P-1)  (*'- 1)  (P"-1) . . .  =  2  *i-2  *2 

wird,  und  wir  bemerken ,  dass  die  Zahl  P  selbst  zu  der  Classe  der 
ersteren  gehört.  Ist  nun  8  irgend  ein  Divisor  von  P,  aber  <  P, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  durch  8  theilbaren 
Zahlen  dx  genau  gleich  der  Anzahl  der  durch  8  theilbaren  Zahlen 
tf2  ist.  Denn  wenn  man  mit  g,  q',  q"  .  .  .  alle  diejenigen  Prim- 
factoren  von  P  bezeichnet,  welche  nicht  in  8  aufgehen,  so  stimmen 
die  durch  8  theilbaren  Zahlen  8X  und  —  82  resp.  mit  den  positiven 
und  negativen  Gliedern  des  entwickelten  Productes 
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I  «(9-l)(s'-l)(9"-l)...' 

r 

überein,  und  da  8  <  P  ist,  also  mindestens  eine  solche  Primzahl 
q  vorhanden  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  dieses 
Productes  genau  gleich  der  Anzahl  der  negativen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Bedeutet  m 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  >  1,  und  sindp,  pf,  p"  .  .  .  die 
sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  m  aufgehenden  posi- 
tiven Primzahlen,  so  kann  man 


"(,-7)(,-7)(,-7)"  =  Zft-1 


\ 


lh 


setzen,  wo  mit  \ix  und  — fc2  resp.  alle  positiven  und  negativen 
Glieder  des  entwickelten  Productes  linker  Hand  bezeichnet  sind; 
alle  diese  Zahlen  fij  und  (i2  shid  Divisoren  der  Zahl  m,  welche 
selbst  eine  der  Zahlen  [ix  ist,  und  es  gilt  folgender  Satz  *) : 

Ist  p  irgend  ein  Divisor  von  mj,  aber  <  m,  so  ist  die  Anzahl 
der  dwreh  p  theilbaren  Zahlen  (ix  genau  gleich  der  Anzahl  der 
durch  (i  theilbaren  Zahlen  p2. 

Um  dies  zu  beweisen,  behalten  wir  die  obige  Bedeutung  von 
P,  $x,  82  bei  und  setzen  m  =  nP\  dann  ist  n  eine  ganze  Zahl,  und 
es  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  fti,  fi3  resp.  mit  den  Producten 
nÄ1?  nd2  übereinstimmen.  Nun  sei  p  irgend  ein  Divisor  von  m, 
und  v  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen 
f*  =  vd  und  n  =  vs,  so  ist  d  gewiss  ein  Divisor  von  P,  weil 

m  aP 

(i  ~   8 

eine  ganze  Zahl,  und  weil  ö,  s  relative  Primzahlen  sind.  Ist  (i  =  m, 
so  ist  offenbar  e  =  1  und  8  =  P;  umgekehrt,  wenn  8  =  P  ist 
und  folglich  alle  in  m  aufgehenden  Prjjnzahlen  als  Factoren  ent- 
hält, so  muss  die  Zahl  «,  weil  sie  Divisor  von  m  und  zugleich 
relative  Primzahl  zu  8  ist,  nothwendig  =  1  sein,  und  folglich  ist 
li  =  m.  Schliessen  wir  daher  diesen  Fall  p  =  m  aus,  so  ist  immer 
8  <  P,  und  es  giebt  folglich  unter  den  Zahlen  8X  ebenso  viele 
durch  8  theilbare ,  wie  unter  den  Zahlen  82 ;  da  ferner  eine  Zahl 
fix  =  n81  ■=  vs81  oder  eine  Zahl  p2  =  nS2  =  ved2  stets  und  nur 
dann  durch  die  Zahl  p  =  v8  theilbar  ist,  wenn  8X  oder  82  durch 


*)  Dedekind:  Abriss  einer   Theorie  der  höheren  Congruenzen  in  Bezug 
auf  einen  reellen  Primzahl- Modulus  (Crelle's  Journal,  Bd.  54,  S.  25), 
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8  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  ebenso  viele  Zahlen  (ix  wie  Zahlen  (i2 
durch  ji  theilbar  sind,  was  zu  beweisen  war. 

Von  dieser  Eigenschaft  der  Zahlen  ^  und  fi2  kann  man  viel- 
fache Anwendungen  machen.  Hängen  z.  B.  zwei  Functionen /(w) 
und  F(m)  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  m  durch  eine  der  beiden 
Relationen 

2  /fr)  =  F(m) 
oder 

n/W  =  F(m) 

zusammen,  wo  das  Summen-  oder  Productzeichen  sich  jedesmal 
auf  alle  Divisoren  fi  (incl.  m)  der  Zahl  m  bezieht,  so  folgt  daraus 
resp.  die  Umkehrung 

f(m)  =  2  FQh)  -  1  Ffa) 
oder 

f(m)  -  n  Fjno 
f{m)  ~  n  Fi^y 

wo  die  Summen-  oder  Productzeichen  sich  auf  alle  Werthe  von  px 
oder  auf  alle  Werthe  von  (i2  beziehen;  denn  ersetzt  man  rechts 
jeden  Werth  F{^x)  und  F(ii2)  durch  die  Summe  oder  das  Product 
der  Werthe /(ft),  die  den  sämmtlichen  Divisoren  ji  von  ftx  oder  [i2 
entsprechen,  so  werden  zufolge  der  obigen  Eigenschaft  der  Zahlen 
f*i,  fi2  alle  Werthe /(ft)  sich  aufheben,  in  welchen  (i  <  m  ist,  und 
es  wird  allein  der  Werth /(m)  zurückbleiben. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Aufgabe ,  die  Anzahl  q>  (m)  der 
ganzen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  relative  Primzahlen  zu  m  und 
nicht  grösser  als  m  sind;  aus  dieser  Definition  der  Function  q>(m) 
ist  in  §.  13  ohne  alle  Rechnung  der  Satz  abgeleitet,  dass 

•2  <p  0*)  =  m 

ist,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ft  von  m  be- 
zieht; setzen  wir  daher  F(m)  =  m,  so  ergiebt  sich  umgekehrt 

<p(m)  =  2  f*i  — 2  f*2, 
also 

diese  Function  ist  daher  durch  den  Satz  des  §.13  schon  vollständig 
charakterisirt. 
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Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Ist  der  Wefth  der  Func- 
tion/(w)  =  p,  sobald  die  Zahl  m  eine  Potenz  einer  Primzahl  p 
ist,  dagegen  =  1 ,  so  oft  m  =  1  oder  durch  mehrere  verschiedene 
Primzahlen  theilbar  ist,  so  leuchtet  ein,  dass 

11/00  =  m 

ist,  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  (i  von  m  be- 
zieht; hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze,  dass  umgekehrt  der 
Quotient 

also  nur  dann  von  1  verschieden  ist,  wenn  m  eine  Potenz  einer 
Primzahl  ist;  und  zwar  ist  dieser  Quotient  dann  gleich  dieser 
Primzahl. 

Aus  der  Definition  der  Divisoren  ^  und  p2  folgt  endlich  auch, 
dass  stets 

*(n)(*(p)-l)(*(i/)-l)(*(|/0-l)...=  2«(fr)-2*(|h) 

ist,  wenn  die  Function  il>  die  Eigenschaft  ty(z)  ipfö)  =  ty^ztf)  be- 
sitzt. 


§.  139. 

Die  sämmtlichen  Wurzeln  q  der  Gleichung 

xm  =  1  (1) 

sind  bekanntlich  in  der  Form  enthalten 

2  k   .    .   .     2Aä 
p  =  cos h  *  sm •> 

wo  h  irgend  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  m)  durchlaufen 
muss. 

Ist  ä  relative  Primzahl  zu  m,  so  sind  die  Potenzen 

i,  p,  q*  . . .  e™-i 

sämmtlich  ungleich , .  und  sie  bilden  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
obigen  Gleichung  (1);  q  heisst  in  diesem  Fall  eine  primitive  Wurzel 
dieser  Gleichung,  und  die  Anzahl  dieser  primitiven  Wurzeln  ist 
offenbar  =  q>  (m).   Ist  allgemeiner  k  der  grösste  gemeinschaftliche 
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Divisor  von  h  und  m  =  ft&,  so  ist  q  eine  primitive  Wurzel  der 
Gleichung 

xt*=l,  (2) 

und  da  umgekehrt  jede  Wurzel  der  letzteren  Gleichung  (2)  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  identisch  sind  mit  allen  primi- 
tiven Wurzeln  aller  der  Gleichungen  (2),  die  den  sämmtlichen 
Divisoren  jt  der  Zahl  m  entsprechen.  Bezeichnet  man  daher  mit  q' 
alle  q>  (ft)  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  und  setzt 

f((i,)  =  II  (x-9% 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Wurzeln  q'  bezieht,  so  ist 

n/(fO  =  **-i, 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  p  der  Zahl  m  be- 
zieht; durch  Umkehrung  dieser  für  jede  Zahl  m  geltenden  Rela- 
tion erhält  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

f(m)  _  n  (xt*  - 1) 
/w_  n  (*!»«- 1)' 

woraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  f(m) 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Von  jetzt  an  betrachten  wir  nur  noch  den  Fall,  in  welchem 
m  =  P  =  pp'p"  . .  .  eine  ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare 
ganze  Zahl  und  >  1  ist.    Dann  wird 

9(P)  =  (J>-  1)  (!>'-  1)  (J?"  -  1)  .  .  .  =  1  H  ~  2  (h 

eine  gerade  Zahl,  die  wir  mit  2t  bezeichnen  wollen,  und  die 
sämmtlichen  2  r  relativen  Primzahlen  zu  P,  welche  <  P  sind,  zer- 
fallen in  x  Zahlen  a  und  in  t  Zahlen  b  von  der  Beschaffenheit, 
dass 

(*)-  +  '•  (t)  — 

ist  (§.  52.  I.  oder  Supplemente  §.  116).    Setzen  wir  daher 

'  277  t 

0  =  cos  -p-  +  %  sm  -p-  =  e 

und 

A(x)  =  n(z-ö<0,    B(x)  =  Yl(x  —  06), 
eo  wird 
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A(x)  B(x)  -  n  (xf*1  ~ 1} 

und  wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten 
der  Functionen  A  (#),  B  (x)  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  zunächst  an  die  Newton'schen 
Formeln,  welche  dazu  dienen,  aus  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
die  Summen  gleich  hoher  Potenzen  ihrer  Wurzeln,  und  umgekehrt 
aus  diesen  jene  abzuleiten.    Es  seien 

101,  102  •  •  •  10w 

die  Wurzeln  einer  Gleichung 

xm  +  CiXm-x  -\-c2xm-*  +  •  •  •-{-  cm  =  0, 
und 

Sk  =  w\  +  w\  H 10  * , 

so  lauten  diese  Formeln  folgendermaassen : 

Si  +  Ci  =  0 

S2  +  cx  Sx  +  2  c2  =  0 


Sm  +  c1Sm-i  +  c2Sm-2+  •  •  •  4-Cm-ifli  +mcm  =  0. 

Aus  der  Form  derselben  geht  hervor,  dassfii,  S2  .  .  .  8m  ganze 
rationale  Zahlen  sein  werden,  sobald  die  Coefficienten  cx,  c2  .  .  .  cm 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wenden  wir  dies  auf  die 
Gleichung 

11(3^-1) 
11  (xf*  —  1) 

an,  so  ergiebt  sich,  dass 

8k  =  2  ö«*  +  2  0»* 

für  jeden  Werth  h  =  1 ,  2 ,  3  .  .  .  eine  ganze  Zahl  ist.    Anderer- 
seits ist  nun  (Supplemente  §.  116) 

2  0«*«  _  ^  0"  =  (-p-)  iv-cp-D*  VP, 

und  folglich 

2  0"  =  i  (s*  -  ^i'A^-')8  VP); 
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hiermit  sind  die  Summen  der  fcten  Potenzen  der  Wurzeln  von  jeder 
der  beiden  Gleichungen 

A(x)  =  0,    P(#)  =  0 

gefunden,  und  da  dieselben  keine  andere  Irrationalität  enthalten 
als  die  Quadratwurzel 

so  gilt  zufolge  der  Newton'schen  Formeln  dasselbe  von  sämmt- 
lichen  Coefficienten  dieser  beiden  Gleichungen,  und  zwar  werden 
zwei  gleich  hohe  Coefficienten  in  beiden  Gleichungen  sich  nur 
durch  das  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzel  von  einander  unter- 
scheiden, d.  h.  zwei  solche  Coefficienten  werden  die  Formen 

y  —  ßWiP-wyp   und    y  +  ziK(p-»*VP 

haben,  wo  y  und  z  rationale  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  femer 
behaupten,  dass  y  und  z  entweder  ganze  Zahlen  oder  Brüche  mit 
dem  Nenner  2  sind,  obgleich  dies  aus  den  Newton'schen  Formeln 
nicht  unmittelbar  hervorgeht;  um  den  Beweis  dieser  Behauptung 
anzudeuten,  wollen  wir  jede  Gleichung,  deren  höchster  Coefficient 
=  1 ,  und  deren  übrige  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
eine  primäre  Gleichung  nennen;  dann  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  Summe  und  Differenz  zweier  Wurzeln  von  primären 
Gleichungen  (und  ebenso  ihr  Product)  wieder  Wurzeln  von  pri- 
mären Gleichungen  sind*);  da  nun  0  die  Wurzel  einer  primären 
Gleichung  ist,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Coefficienten  der  Func- 
tionen A  (x)  und  B  (x)  und  folglich  auch  von 

2y    und    2  *t  %<*-«■  yP, 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass  die  rationalen  Zahlen  2y  und  2z 
ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Fasst  man  dies  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  man  gleich- 
zeitig 

2Ä(x)  =  Y(x)  —  Z(x)  i  V4(P-D*  y  P 

2B(x)  =  Y(x)  +  Z(x)ilMp~»*VP 

setzen  kann,  wo  T(x)  und  Z (x)  ganze  Functionen  bedeuten, 
deren  sämmtliche  Coefficienten  ganze   rationale   Zahlen  sind**). 


*)  Vergl.  §.  160.  1. 
**)  Vergl.  Gauss:  B.  A.  art.  357. 
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Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält 
man 


§.  140. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  man  immer  nur  die  Hälfte  der 
Coefficienten  von  Y(x)  und  Z(x)  zu  berechnen  braucht.  Es  ist 
nämlich 

x*a  (^)  =  n  (i  -e*x)  =  (-  \yoSa  no-ö-a) 
x*b  (^  =  n  (i-o*x)  =  {-\yeSh  n(*-0-6); 

nun  ist,  je  nachdem  P  =  1,  oder  P  =  3  (mod.  4)  ist, 

(-f)=+1'  oder  (Ir)=~h 

und  folglich 

FI  (x  —  0—)  =  A(x),    Il(x-0-h)  =  B(x) 
oder 

]\(x-d-a)=:B(x),    X\(x-0-l)  =  A(x)\ 

ist  ferner  P  nicht  =  3 ,  so  existirt  unter  den  Zahlen  a  eine  Zahl 
a'  von  der  Beschaffenheit,  dass  (a'  —  1)  relative  Primzahl  zu  P 
ist*),  und  da  die  Reste  der  Producte  aa!  mit  den  Zahlen  a,  und 
die  Reste  der  Producte  ba1  mit  den  Zahlen  b  im  Complex  überein- 
stimmen, so  ist 


*)  Ist  nämlich  P  >  3,  so  giebt  es  auch  eine  in  P  aufgehende  Primzahl 
p  >  3 ,  und  da  mindestens  zwei  incongruente  quadratische  Reste  von  p 
existiren,  so  kann  man,  wenn  P  =  pq  gesetzt  wird,  eine  Zahl  h  immer  so 
wählen,  dass 

aber  h  nicht  =  1  (mod.  p)  wird;  dann  genügt  die  durch  die  Congruenzen 

a'  =  h  (mod.  p),    af  =  2  (mod.  q) 
bestimmte  Zahl  a'  offenbar  den  oben  gestellten  Forderungen, 


wenn  P  =  3  (mod.  4) 
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a'  2«  =  v«,    a'  1  b  =  2  b  (mod.  P) 
und  folglich 

2  a  =  0,     26  =  0  (mod.  P), 
also 

Mithin  ergiebt  sich  (da  r  gerade,  sobald  P  =  1  (mod.  4)) 

} ,  wenn  P  =  1  (mod.  4) 

.b(*)  =  *«'b(1) 

und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3, 

^(af)  =  (-*)t5(-i) 

B(rc)  =  (-a!)^(-i) 

und  hieraus 

T(x)  =  x*Y  (1) 

z«  =  . «*(-£■) 

und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3 , 

r(aO  =  (-tf)*r(l)      - 

,  wenn  P  =  3  (mod.  4) 
-Z(*)  =  (-*)'Z(i) 

Diese  Gleichungen  enthalten  Relationen  zwischen  je  zwei  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Coefficienten  der  Func- 
tionen Y(x)  und  Z(x). 

Die  wirkliche  Berechnung  der  Coefücienten  der  beiden  Func- 
tionen 

Y(x)  =  y0x*  +  ylxt~l  -] \-yt 

Z(x)  =  0oxx  -\-21xT-1+  •  -  -  +  Zt 

geschieht  nun  auf  folgende  Art.  Zuerst  bildet  man  die  Potenz- 
summen 

flffc  =  2  0ak  +  2  0hk 


,  wenn  P  =  1  (mod.  4) 
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für  Tz  =  1,  2,  3  ...  bis  zu  \x  oder  \{x  —  1),  je  nachdem  x  gerade 
oder  ungerade  ist;  dies  kann  nach  dem  Obigen  dadurch  geschehen, 
dass  man  ebenso  viele  Coefficienten  der  ganzen  Function 

II  (xHi  —  1)  - 
II  (xf*  —  1) 

vom  höchste*!  an  gerechnet  durch  wirkliche  Division  bestimmt,  und 
dann  die  Newton'schen  Formeln  anwendet;  indessen  hält  es  nicht 
schwer,  durch  Betrachtungen,  welche  ebenfalls  auf  der  im  §.  138 
bewiesenen  Haupteigenschaft  der  Zahlen  (ix  und  f*2  beruhen,  fol- 
gende Eegel  abzuleiten:  es  sei  Q  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  k  und  P  =  Q  jß,  und  r  die  Anzahl  der  in  R  aufgehenden 
Primzahlen,  so  ist*) 

Nachdem  diese  Werthe  S*  gefunden  sind,  erhält  man  die  Coeffi- 
cienten der  Functionen  Y(x)  und  Z(x)  durch  die  beiden  aus  den 
Newton'schen  Formeln  abgeleiteten  Eecursionsgleichungen 

—  I  S*yo  4  Sk-ij/i  +  •  •  •  4-  &i  yfc-ij 

+(TMG)*+C-iV-+(*MI 

+  [(!)» + (fir)*  +  •  •  •  +  (t)»»-] 

wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass 

•  y0  =  2,    £o  =  0 

ist. 

Beispiel  l:P  =  3;r  =  l;in  diesem  Falle  müssen  alle  Coeffi- 
cienten berechnet  werden;  da 


2  Jcyjc  = 


2  uz*  = 


*)  Allgemeiner  lautet  diese  Regel  so:  ist  m  =  m'  P  eine  beliebige  po- 
sitive ganze  Zahl,  P  das  Product  aus  allen  von  einander  verschiedenen  in 
m  aufgehenden  Primzahlen,  und  Sic  die  Summe  der  fcten  Potenzen  aller 
primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  xm  =  1,  so  ist  Sie  =  0,  so  oft  k  nicht 
durch  m'  theilbar  ist;  ist  aber  k  =  m'  K,  ferner  Q  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  K  und  P  =  QR,  und  r  die  Anzahl  der  in  B  auf- 
gehenden Primzahlen,  so  ist 

Sic  —  (-1)^>((J). 

Dir i chl et,  Zahlentheorie.  24 
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Sx=-1,    (^)  =  1 
ist,  so  erhält  man 

2y1  =  —S1y0  =  2,    2^  =  ^2,0  =  2, 

und  folglich 

Y(x)  =  2x  +  1,    Z(x)=l. 

Beispiel  2:  P  =  5;  r  =  2;  da  wieder 

ist,  so  erhält  man  auch  wieder 

Vi  =  1t    «i  =  l 
und  folglich 

Y(x)  =  2x*  +  x  +  2,    Z(x)  =  x. 
Beispiel  3 :  P  =  15  =  3 . 5;  x  =  4;  hier  ist 

4  =  *_l;    (^  =  (1)  =  !;    (^)— 1; 

und  folglich  erhält  man  successive 

yx=—  1,    *i  =  1 
und 

y2=  — 4,    *2  =  0; 
also  ist 

Y(x)  =  2#*  —  £3  —  42'  — £  +  2,    Z(a)  -=  a;3_  #. 


Vm.    Ueber  die  Peirsohe  Gleichung. 


§.  1«. 

Bedeutet  D  eine  positive  ganze  Zahl,  die  aber  kein  vollstän- 
diges Quadrat  ist,  so  ist  in  §.  8#  durch  die  Betrachtung  der  Pe- 
rioden von  reducirten  quadratischen  Formen,  die  zur  Determinante 
D  gehören,  nachgewiesen,  dass  die  Pell'sche  oder  Fermat'sche 
Gleichung 

P  —  Bu*  —  l 

immer  unendlich  viele  Lösungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  £,  u 
besitzt,  und  es  ist  dort  auch  eine  Methode  gegeben,  durch  welche 
alle  diese  Lösungen  gefunden  werden  können.  Es  hat  durchaus 
keine  Schwierigkeit,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Lösungen  zu  finden,  sobald  nur  erst  der  Hauptpunct  bewiesen  ist, 
dass  wirklich  eine  Lösung  existirt,  in  welcher  u  von  Null  verschie- 
den ist  (§.  85) ;  Lagrange  gebührt  das  Verdienst,  durch  Einführung 
neuer  Principien  in  die  Zahlentheorie  diese  Schwierigkeit  zuerst 
vollständig  überwunden  zu  haben,  und  diese  Principien  sind  später 
von  Dirichlet  *)  in  hohem  Grade  verallgemeinert.  Wir  wollen  des- 
halb hier  noch  einen  Beweis  der  Lösbarkeit  der  PelTschen  Gleichung 


*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  October  1841 ,  April 
1842,  März  1846;  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  1840,  T.  X, 
p.  286  —  288.  —  Vergl.  Supplement  XI  und  P.  Bachmann:  De  unitatum 
complexarum  theoria^   1864. 

<2A* 


372  Supplement  VIII. 

mittheilen,  welcher  im  Wesentlichen  auf  derselben  Grundlage 
beruht. 

Das  Fundament  dieses  Beweises  beruht  auf  der  Thatsache, 
dass  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen  Zahlen  x,  y  existiren, 
für  welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

x*  —  Dy*<l  +  2VD 

ist;  man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  den  Satz  entlehnt,  dass  jeder  Näherungswerth 
x  :  y,  den  man  durch  Entwicklung  einer  Grösse  <o  in  einen  Ketten- 
bruch erhält,  um  weniger  als  y~2  von  ra  verschieden  ist;  nimmt 
man  also  o  =  VZ>,  so  giebt  es,  da  VD  irrational  ist,  unendlich 
viele  solche  Zahlenpaare  x,  y  von  der  Beschaffenheit,  dass,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen, 


^_yD<J_      also    x-yVD=- 

y  y*  y 


x*  —  Dy*  =  Tj-MÄ  VD  <  1  +  2  VD. 


ist,  wo  8  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet; 
hieraus  folgt 

x  +  yVD=-?-  +  2yVD, 

9 

und  durch  Multiplication 

Um  aber  Nichts  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zu  ent- 
lehnen,  wollen  wir  diesen  Satz  noch  auf  einem  anderen  und  zwar 
ganz  einfachen  Wege  beweisen.  Es  sei  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  legen  wir  der  Zahl  y  der  Beihe  nach  die  m  -\-  1 
Werthe 

0,  1,  2  ...  (m  —  1),  m 

bei,  und  bestimmen  für  jeden  dieser  Werthe  die  zugehörige  ganze 
Zahl  x  durch  die  Bedingung 

0<ltf  —  yVD  <  1, 

welche  offenbar  jedesmal  durch  eine,  und  nur  durch  eine  ganze 
Zahl  x  erfüllt  wird.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  von  0  bis  1  in 
m  gleiche  Intervalle,  welche  durch  die  Werthe 
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0       12         m—\     m 


m      m      m  m    '    m 


begrenzt  werden,  so  muss,  da  die  Anzahl  m  +  1  der  Zahlenpaare 
#,  y  grösser  ist  als  die  Anzahl  m  dieser  Intervalle,  wenigstens 
eines  dieser  Intervalle  mehr  als  einen,  also  mindestens  zwei  von 
den  Werthen  x —  yVD  enthalten,  die  zwei  verschiedenen  Wer- 
then  von  y  entsprechen.  Wir  bezeichnen  diese  beiden  Werthe  mit 
#*  —  y'V-D  und  x19  —  y"  V-D;  dann  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
ihr  Unterschied 

und  da  y',  y"  ungleich,  nicht  negativ  und  ^  m  sind,  so  ist  (abge- 
sehen vom  Vorzeichen)  auch  y  =  y'  —  y"  ^  m  und  von  Null  ver- 
schieden; mithin  wird  x  —  y  \D  auch  <  y-1  und  von  Null  verschie- 
den, weil  Vi)  irrational  ist.    Hieraus  folgt  aber,  wie  oben,  dass 

x*  —  Dy*  <  1  +  2  Vi) 

und  von  Null  verschieden  wird. 

Dass  nun  aber  auch  unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  #,  y 
existiren,  ergiebt  sich  leicht;  sind  nämlich  schon  beliebig  viele 
solche  Zahlenpaare  x,  y  gefunden,  so  kann  man  immer  die  ganze 
Zahl  m  so  gross  nehmen,  dass  m*1  kleiner  wird  als  der  kleinste 
der  bisher  gefundenen  Werthe  x  —  y  \D\  für  diese  Zahl  m  erhält 
man  aber  auf  die  angegebene  Weise  wieder  ein  Zahlenpaar  #,  y 
von  der  Beschaffenheit,  dass  %  —  y  \D  <  m-*1  und  folglich  auch 
kleiner  als  alle  früher  gefundenen  Werthe  x  —  yVD  wird,  woraus 
folgt,  dass  dieses  Zahlenpaar  x,  y  von  den  früheren  verschieden 
ist;  mithin  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlenpaare  unbegrenzt. 


§•  1*2. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates,  dass  immer  unendlich  viele  Paare 
von  ganzen  Zahlen  #,  y  existiren,  für  welche  der  absolute  Werth 
von  x*  —  Dy2  <  1  +2  Vi)  und  von  Null  verschieden  wird,  lässt 
sich  nun  leicht  beweisen,  dass  die  Gleichung  t2  —  Du2  =  1  immer 
in  ganzen  Zahlen  t,  u  lösbar  ist,  und  zwar  so,  dass  u  von  Null  ver- 
schieden ausfällt. 
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Da  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen,  welche  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen <  1  +  2  yD  sind,  endlich  ist,  so  muss  der  Ausdruck 
x2  —  Dy2  für  unendlich  viele  Zahlenpaare  x,  y  einer  und  derselben 
(von  Null  verschiedenen)  Zahl  Je  gleich  werden;  da  ferner  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Paare  von  Resten  a,  0,  welche  zwei  Zahlen 
#,  y  (mod.  Je)  lassen  können,  endlich,  nämlich  =  Je2  ist,  so  leuchtet 
ebenso  ein,  dass  mindestens  ein  solches  Restsystem  «,  ß  unendlich 
oft  auftreten  muss,  dass  also  unter  den  unendlich  vielen  Zahlen- 
paaren x,  y,  für  welche  x2  —  Dy2  =  Je  wird,  auch  wieder  un- 
endlich viele  Paare  x,  y  sich  finden  müssen,  in  welchen  x  =  a, 
y  =  ß  (mod.  Je)  ist,  wo  er,  ß  zwei  bestimmte  Reste  bedeuten.  Sind 
nun  a/,  yf  und  x'\  y"  irgend  zwei  solche  Zahlenpaare,  d.  h.  ist 
gleichzeitig 

x'2  —  Dy'2  =  x"2  —  Dy"2  =  Je 
und 

x'  =  x",    y1  =  y"  (mod.  &), 
so  kann  man 

(x'-y'VD)(x"-\-y"VD)  =  Je(t-\-uVD) 

setzen,  wo  £,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  offenbar  der  Gleichung 

t2  —  Du2  =  1 

genügen;  und  zwar  dürfen  wir  annehmen,  dass  u  von  Null  ver- 
schieden ist;  denn  aus  u  =  0,  t  =  +  1  ergiebt  sich  vermöge  der 
obigen  Gleichung  xf  —  y'VD=  +  (x"  —  y"  V D);  da  aber  unend- 
lich viele  solche  Zahlenpaare  x\  y'  und  x",  y"  existiren,  so  können 
wir  auch  immer  zwei  solche  auswählen,  dass  x'\  y"  verschieden 
von  +  x\  +  y\  und  folglich  u  von  Null  verschieden  ausfällt. 

Hiermit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  immer  eine  Lö- 
sung t,  u  der  vorstehenden  Pell'schen  Gleichung  existirt,  in  welcher 
u  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  lässt  sich  dann  (wie  in  §.  85),  ebenfalls  ohne  Hülfe 
der  Theorie  der  reducirten  Formen,  zeigen,  dass  alle  Auflösungen 
£,  u  sich  aus  der  Gleichung 

t  +  uVD  =  ±(T+  UVD)n 

ergeben,  wo  T,  ü  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten, 
die  der  Gleichung  genügen,  und  der  Exponent  n  alle  positiven  und 
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negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft.  Nur  in  der  einen  Beziehung 
bleibt  diese  Theorie  der  PelTschen  Gleichung  unvollständig,  dass 
aus  ihr  keine  directe  Methode  fliesst,  diese  kleinste  positive  Auf- 
lösung. T,  U  unmittelbar  zu  finden.  Hierzu  und  ebenso  zur  Be- 
urtheilung  der  Aequivalenz  zweier  Formen  und  also  auch  der  Dar- 
stellbarkeit einer  Zahl  durch  eine  Form  bleibt  die  Theorie  der 
reducirten  Formen  unentbehrlich. 


IX.    Ueber  die  Convergenz  und  Stetigkeit  einiger 

unendlichen  Reihen. 

§.  143. 

Die  von  Abel  *)  herrührende  Methode  der  theilweisen  Summa- 
tion,  welche  in  §.  101  bei  der  Untersuchung  der  Convergenz  und 
Stetigkeit  einer  unendlichen  Reihe  angewendet  ist,  führt  zu  dem 
Beweise  des  folgenden  allgemeinen  Satzes,  in  welchem  aus  gewissen, 
von  einander  unabhängigen  Voraussetzungen  über  zwei  Reihen 
von  reellen  oder  complexen  Grössen 

«i,  a2,  a3  •  •  •  (a) 

&i ,  62  >  h  •  •  •  (&) 

Schlüsse  auf  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Grössenreihe 

dl  Di ,      a%  0% ,      flkj  O3  •  •  . 

gezogen  werden. 

Wenn  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  der  analytische  Modülus 
der  Stimme 

An  =  ax  4"  «2   +   •  •  '   +  »n 

endlich  bleibt,  wenn  ferner  die  aus  den  Moduln  der  Differenzen 

bi  —  b2,    b2  —  bz,    63  —  64... 

gebildete  Summe  ß  endlich  ist,  und  ausserdem  bn  mit  wachsendem 
n  unendlich  klein  wird,  so  convergirt  die  Beihe 

y  =  ax  61  +  «2  h  +  <h  h  +  •  '  S 


*)  Recherches  sur  la  serie  etc.,  (Euvres  completes,  1839,  T.  I,  p.  66; 
Crelle's  Journal,  Bd.  1,  S.  311. 
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und  wenn  die  Grössen  der  Reihe  (b)  sich  stetig  so  ändern ,  dass 
auch  ß  sich  stetig  ändert,  so  gilt  dasselbe  von  y. 

Denn  aus  der  Annahme,  dass  der  Modulus  von  An  stets  kleiner 
als  eine  angebbare  Constante  H  bleibt,  und  dass  die  Summe  ß 
einen  endlichen  Werth  besitzt,  folgt  zunächst  die  unbedingte  Con- 
vergenz  der  Reihe 

8  =  Al(bl-b%)  +  A%(b1^bz)  +  At(bl-b^  +  •  •  •, 

weil  selbst  die  Moduln  ihrer  Glieder  eine  convergente  Reihe  bilden, 
deren  Summe  <  Hß  ist.  Bezeichnet  man  nun  die  Summen  der 
ersten  n  Glieder  der  Reihen  y,  8  resp.  mit  C»,  Dn,  so  ist 

Cn  =  Dn-l  +  Anbn, 

und  da  bn  mit  wachsendem  n  unendlich  klein  wird,  so  convergirt 
auch  die  Reihe  y,  und  ihr  Werth  ist  gleich  dem  der  Reihe  8. 

Es  genügt  daher,  den  letzten  Theil  des  Satzes  für  die  Reihe  8 
nachzuweisen ,  und  dies  geschieht  in  noch  etwas  erweitertem  Um- 
fange auf  folgende  Weise.  Setzt  man  8  =  Bn  +  8n  und  ß  =  Bn  -f  ßn, 
wo  lin  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  ß  bedeutet,  so 
ist  der  Modulus  des  Restes  8n  offenbar  <  Hßn\  bezeichnet  man 
ferner  mit  8',  Dn,  ßf  .  .  .  diejenigen  bestimmten  Werthe  von 
8,  Dn,  ß  .  .  .,  welche  einem  bestimmten  Grössensystem  (&')  ent- 
sprechen, so  wird,  wenn  die  veränderlichen  Grössen  bn  des  Systems 
(6)  sich  den  Grössen  bn  des  Systems  (&')  unbegrenzt  und  zwar  der 
Art  annähern,  dass  ß  sich  dem  Werthe  ß '  nähert,  auch  ßn  =  ß — Bn 
sich  dem  Grenzwerthe  ßn  nähern,  weil  die  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Gliedern  bestehende  Summe  2?«  gewiss  den  Werth  Bn 
zum  Grenzwerth  hat.  Nun  kann  man,  wie  klein  auch  eine  gegebene 
positive  Grösse  e  sein  mag,  immer  n  so  gross  wählen,  dass 
Hß'n  <  «  ist;  mithin  wird  im  Verlaufe  der  Annäherung  auch  Hßn, 
und  folglich  auch  der  Modulus  des  Restes  8n  definitiv  <  s  werden, 
während  der  andere  in  8  enthaltene  Bestandtheil  Dn  sich  seinem 
Grenzwerthe  Dn  nähert;  da  aber  8  —  8'  =  (Dn  —  D'n)  -f  8n  —  8n 
ist,  so  wird  folglich  der  Modulus  der  Differenz  8  —  8'  schliesslich 
unter  2  s  herabsinken,  also  wird  8  sich  dem  Grenzwerthe  8f  nähern, 
was  zu  beweisen  war*). 


*)  Offenbar  bleibt  & ,  also  auch  y  selbst  dann  noch  stetig,  wenn  die 
oben  als  constant  vorausgesetzten  Grössen  des  Systems  (a)  sich  zugleich 
stetig  und  so  ändern,  dass  das  Maximum  H  der  Moduln  von  An  auch 
während  der  Aenderung  endlich  bleibt. 
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Dem  vorstehenden  Beweise  des  obigen  Satzes  fügen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen  hinzu.  Die  zweite  Voraussetzung,  dass  die 
Summe  ß  endlich  ist,  hat  für  sich  allein  genommen  zur  Folge,  dass 
die  unendliche  Reihe 

b  =  bx  +  (h-bj  +  (63-62)  +  (»4- fc)  +  •  •  • 

ebenfalls  convergirt,  dass  also  die  Summe  bn  ihrer  ersten  n  Glieder 
mit  wachsendem  n  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth  b  annähert, 
welcher  aber  sehr  wohl  von  Null  verschieden  sein  kann.  Immerhin, 
ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung  mit  der  ersten  Voraussetzung 
über  An  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihe  ä;  lässt  man  aber 
die  dritte  Voraussetzung,  nach  welcher  6  =  0  war,  jetzt  fallen,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Convergenz  der  Reihe  y,  weil  Cn  =  -D*-i 
-f  Anbn  ist,  nur  dann  mit  Sicherheit  gefolgert  werden  kann,  wenn 
die  erste  Annahme  über  An  dahin  verschärft  wird,  dass  die  unend- 
liche Reihe 

<*  =  <h+<h  +  <h  + <**  +  -'- 
ebenfalls  convergirt,  und  zwar  ist  dann 

y  =  4  +  «6; 

zugleich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  a  =  An  +  a»,  also  a„  =  «*— 1  —  «» 
gesetzt  wird, 

y  =  abx-\-ax (62  — 60  +  0,(63—62)  +  --  • 

ist ;  denn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  rechter  Hand 
ist  =  Cn  +  a»6n,  und  mit  wachsendem  n  wird  «*,  also  auch  anbn 
unendlich  klein.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  die  Bemer- 
kung, dass  unter  den  jetzigen  Annahmen  die  Grösse  y  sich  schon 
dann  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  (6)  ändert,  sobald  ß  im 
Verlaufe  der  Aenderung  endlich  bleibt,  während  d  mit  ß  und  6 
auch  unstetig  werden  kann.  Ist  nämlich  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Grösse  s  gegeben,  so  giebt  es  einen  bestimmten  Index  v  von 
der  Beschaffenheit,  dass  für  alle  Werthe  von  n,  welche  ^>  v  sind, 
der  Modulus  von  an  <  e  ist*);  während  daher  die  Summe  der 


*)  Ist  das  System  (a)  ebenfalls  veränderlich,  so  verliert  der  obige  Be- 
weis für  die  Stetigkeit  von  y  seine  Kraft,  selbst  wenn  man  voraussetzt, 
dass  a  sich  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  (a)  ändert;  denn  hieraus 
folgt  noch  nicht  die  Möglichkeit,  für  jedes  gegebene  e  einen  bestimmten 
Index  v  so  zu  wählen,  dass  für  alle  Werthe  n^Zv  der  Modulus  von  an  auch 
während  der  Aenderung  von  (a)  stets  <  s  bleibt.    Dass  in  der  That  y 
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ersten  v  Glieder  in  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  y  sich  stetig 
mit  den  Grössen  des  Systems  (6)  ändert,  bleibt  der  Modulus  des 
Restes  <  eß  und  kann  folglich,  wenn  ß  während  der  Aenderung 
endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Constante  bleibt,  durch  s 
so  kleingemacht  werden,  wie  man  will;  mithin  ändert  sich  y  stetig, 
was  zu  beweisen  war. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Principien  auf  die  Dirichlef  sehen 
Reihen  anwenden;  unter  dieser  Benennung  verstehen  wir  Reihen 
von  folgender  Form  *) 

/«  =  77  +  ~ß  +  77  +  '  •  ', 

wo  Jj,  &2,  Jcs  .  .  .  positive  Constanten  von  der  Art  bedeuten,  dass 
kn  <j  hn +i  ist,  und  dass  Jcn  mit  n  über  alle  Grenzen  wächst;  die 
Constanten  c^,.  a2,  03  .  . .  sind  beliebige  reelle  oder  complexe 
Grössen;  ebenso  kann  die  Variabele  s  beliebige  reelle  oder  com- 
plexe Werthe  annehmen,  doch  wollen  wir  uns  hier  der  Einfachheit 
halber  auf  reelle  Werthe  s  beschränken.    Setzen  wir,  wie  oben, 

An  =  <h  +  a2  +  •  •  •  +  0»m 
so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 


unstetig  werden  kann  trotz  der  Stetigkeit  von  a  und  der  Endlichkeit  von  ß, 
lehrt  die  genaue  Prüfung  des  folgenden  Beispiels.  Es  sei  i/>  (x)  eine  stetige 
Function,  welche  sowohl  für  unendlich  grosse  als  auch  für  unendlich  kleine 
Werthe  x  unendlich  klein  wird,  wie  z.  B. 


es   seien  ferner   die  in  den  Systemen  (a)  und  (b)  enthaltenen  Grössen  als 
stetige  Functionen  einer  Variabein  h  ^  0  definirt  durch  die  Gleichungen 

an  =  %l>(nh)- — i/>(wä  —  h) 
bn  =  1  —  nhy  wenn  h  ^  — 

bn  =  0,  wenn  h  ^  — , 

—  n 

so  nähert  sich  y,  wenn  h  unendlich  klein  wird,  nicht  dem  Werthe  Null, 
welcher  dem  Werthe  h  =  0  entspricht,  sondern  dem  Werthe 

i 

/V  (#)  dxt 
o 

obgleich  a  stetig  =  0,  und  ß  zwar  nicht  stetig,  aber  doch  endlich  bleibt. 

*)  Sie  nehmen  die  Gestalt  von  Potenzreihen  an,  wenn  man  s  =  —  logsc 
setzt. 
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Bleibt  An  endlich  bei  wachsendem  w,  so  convergirt  die  Beihe 
f(s)  für  alle  positiven  Werfhe  s  und  sie  ist  nebst  ihren  sämmtlichen 
Derivirten  stetig;  convergirt  die  Reihe  noch  für  s  =  0,  so  ist  sie 
auch  an  dieser  Stelle  stetig. 

Die  Behauptungen,  welche  sich  auf  f(s)  beziehen,  folgen 
unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  allgemeinen  Untersuchung, 
wenn  man  bn  =  k~8  setzt,  wodurch  y  =f(s)  wird;  in  der  That 
wird  hierdurch  ß  =  hj*  oder  =  0,  je  nachdem  s  >  0  oder  =  0 
ist.  Die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten  /'  (s)  ergiebt 
sich  aber  durch  eine  andere  Specialisirung;  bedeutet  s  einen  festen 
positiven  Werth,  und  «  eine  sehr  kleine  (positive  oder  negative) 
Grösse,  so  setzen  wir 


wodurch 


K~  e  (*:      *;+•)' 


_  /(»)  -/(« + «) 

6 


wird.     Wählt  man  nun  v  so  gross,  dass  slog  Jcy  >  1,  und  e  so 
klein,  dass 


s 

6 


log  (l  +  -M  <  s  log  ifej 


wird,   so   ist   bv  ;>  by+1  2>  by+2  .  .  .,   weil   <üe  Derivirte   der 
Function 


±(±-JL\ 

6    \Xa  Xa  +  6J 


für  alle  Werthe  x  2>  Jcy  negativ  ist;  ausserdem  ist  6  =  0,  also 
ßy—i  =  by.  Wird  nun  s  unendlich  klein,  so  nähert  sich  bn  dem 
Grenzwerthe 

,,        logfen 

und  da  bv  ^  b'y+1  2>  6{,+2  .  .  .,  ferner  V  =  0,  also  fiy-x  =  by 
ist,  so  geht  ßy—i  stetig  in  den  Grenzwerth  ßy-u  und  folglich  auch 
0  stetig  in  den  Werth  ß'  über.  Mithin  nähert  sich  auch  y  dem 
Grenzwerthe  y\  d.  h.  es  ist 

_.  f(8\  —  ailogfti    .    aa  lQg  fca  j 
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und  da  diese  Reihe  wieder  von  derselben  Beschaffenheit  ist,  so  ist 
/'($)  auch  eine  stetige  Function  der  positiven  Grösse  s.     Ganz 
ähnlich  lässt  sich  der  Beweis  für  die  Derivirten  höherer  Ordnung 
fuhren. 


§.  144. 

Der  wahre  Charakter  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  besteht 
darin,  dass  aus  dem  Verhalten  einer  Dirichlet'schen  Reihe /(s)  für 
s  =  0  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven  Werthe  s 
gezogen  wird  (man  kann  ihn  leicht  so  umformen,  dass  von  dem 
beliebigen  Werthe  s  =  ö  auf  alle  Werthe  s ><J  geschlossen  wird). 
Unter  diesem  Gesichtspunkte  erscheint  von  besonderem  Interesse 
eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  allgemeinen  Princip  des 
§.118;  beachtet  man  nämlich,  dass,  wenn  die  dort  mit  t  bezeichnete 
Grösse  zwischen  Jcn  und  &n+i  >  kn  liegt,  die  entsprechende  Grösse 
T  =  n  nichts  Anderes  ist,  als  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe 

l.i.i, 

Ll+«    "T"    T.1  +  »    "T"    1.1  +  '      ' 
li>\  1*2  "*3 

für  s  =  —  1,  so  erkennt  man,  dass  dort  aus  dem  Verhalten  der 
Reihe  für  s  =  —  1  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven 
Werthe  s,  und  namentlich  auf  ihr  Verhalten  an  der  Stelle  s  =  0 
gezogen  wird.  Eine  genauere,  auf  die  Vereinigung  und  Verall- 
gemeinerung beider  Sätze  hinzielende  Untersuchung  führt  zu  den 
nachstehenden  Resultaten,  in  welchen  zur  Abkürzung 

Sn=*  +  ^  +  •••  +  —8 

K\  IC  2  i^n 

gesetzt  ist,  während  An  seine  frühere  Bedeutung  behält. 

1.  Bleibt  Sn  k'n  für  einen  bestimmten  negativen  Werth  s  end- 
lich bei  wachsendem  n,  so  gilt  dasselbe  für  jeden  negativen  Werth 
s,  und  ebenso  bleibt  An:logkn  endlich. 

2.  Bleibt  An:logkn  endlich  bei  wachsendem  w,  so  convergirt 
die  Reihe  f(s)  für  jeden  positiven  Werth  s. 

3.  Nähern  sich  sSnkn  und  sSnfö+iför  einen  bestimmten  ne- 
gativen Werth  s  bei  wachsendem  n  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
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werthe  —  oj,  so  gilt  Dasselbe  für  jeden  negativen  Werth  s,  und 
ebenso  nähern  sich  An:logkn  und  An:logkn+i  dem  gemeinschaft- 
lichen Gr&nzwerthe  +  oj. 

4.  Nähern  sich  An:logkn  und  An'>logJcn+i  hei  wachsendem 
n  einem  gemeinschaftlichen  Grenzwerthe  ra,  so  nähert  sich  sf{s\ 
wenn  s  positiv  unendlich  Mein  wird,  demselben  Grenzwerthe  ca. 

Offenbar  entspringt  der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  aus  2., 
und  der  Satz  des  §.118  aus  3.  und  4.;  um  die  Beweise  kurz  zu 
führen,  bemerken  wir,  dass,  wenn 

frr  frr  1er 

Kx  n/2  ton 

gesetzt  wird, 

Sn  —  RnJcn~~'  =  R1(kl"'  —  &£""*)  +  •  •  •  +  Rn— i  (An— i  —  &*"*) 

ist;  zerlegt  man  die  Summe  rechter  Hand  in  zwei  Bestandteile, 
von  denen  der  eine  die  ersten  (m  —  1)  Glieder,  der  andere  die 
übrigen  (n  —  m)  Glieder  enthält,  und  berücksichtigt,  dass  man 
allgemein 

fr»—» fr*—«         /  rv  fr— •   i.-* 

*'  ^  _**+*=  fxr-.-idx  =  hi  fx—idx  =  h;  **+i^   *» 


=£±1  =  fx*—*dx  =  K  fx—* 


setzen  kann,  wo  ky  <^  hv  <[  ky+i  ist,  so  erhält  man 

Bn-BnK-  =  Z=^  [M{k-8-lT8)  +  N  (»r -»«Ol. 

von  M  und  N  Mittelwerthe  *)  aus  den  Grössen  Ry  hy  resp.  von 
v  ■=  \\n&  v  =  m  —  1,  und  von  v  =  m  bis  v  =  n  —  1  bedeuten. 
Nimmt  man  nun,  wie  im  dritten  Satze  an,  dass  es  einen  (negativen) 

Werth  r  giebt,  für  welchen  die  Grössen  rRyky,  rRyky+1,  also 

auch  die  Grössen  r  Ryhy  mit  wachsendem  v  sich  einem  Grenz- 
werthe  —  o  nähern,  und  lässt  man  m  mit  w,  doch  so  langsam  über 
alle  Grenzen  wachsen,  dass  km :  kn  unendlich  klein  wird,  so  nähert 
sich  rN  dem  Grenzwerthe  — o,  während  M  endlich  bleibt,  und 


*)  Unter  einem  Mittelwerthe  aus  complexen  Grössen  z  ist  jeder  com- 
plexe  Werth  £  von  der  Beschaffenheit  zu  verstehen,  dass  die  reellen  Be- 
standtheile  von  £  und  Ci  resp.  Mittelwerthe  aus  den  reellen  Bestandteilen 
der  Grössen  z  und  der  Grössen  zi  sind. 
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folglich  wird,  wenn  s  negativ  ist,  s  Sn  Jc'n  sich  ebenfalls  dem  Grenz- 
werthe  — a>  nähern.    Ist  aber  s  =  0,  so  folgt 

An-B„K  =  r  {* log(£)  +  # log(fe))> 

* 

und  wenn  man  m  der  Art  mit  n  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
dass  log%m:log%n  unendlich  klein  wird,  so  ergiebt  sich,  dass 
An  :\og  Je  n  sich  demWerthe  +  o  nähert.    Die  Behauptungen  über 

s  Snlcn  +  i  und  An:\ogkn+i  ergeben  sich  von  selbst,  weil  aus  der 
Annahme  hervorgeht,  dass,  wenn  <x>  von  Null  verschieden  ist,  noth- 
wendig  &n:&n  +  i  sich  demWerthe  1  nähert.  Zugleich  leuchtet  ein, 
dass  der  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  dieselbe  Weise  geführt  wer- 
den kann,  und  zwar  viel  einfacher,  weil  es  gar  keiner  Zerlegung 
der  obigen  Summe  in  zwei  Bestandteile  bedarf*). 

Der  Beweis  des  zweiten  und  vierten  Satzes  lässt  sich  in  ähn- 
licher Weise  führen;  setzt  man  nämlich,  wenn  s  einen  positiven 
Werth  hat, 

K   __  fslogxdx 1  -\-s\oghn, 


*n 


so  ist 

k 


Än  + 1 

Kn-Kn+1  =fsl°S*?x  =  \oghn(k-°  -Klfr 


*)  Die  Sätze  1.  und  3.  sind  aus  einem  leicht  erkennbaren  Grunde  so 
gefasst,  dass  der  in  der  Prämisse  auftretende  bestimmte  Werth  5  als 
negativ  vorausgesetzt  wird,  obgleich  der  obige  Beweis,  in  welchem  dieser 
Werth  8  mit  r  bezeichnet  ist,  auch  dann  seine  Kraft  bewahrt,  wenn  r 
positiv  ist.  Diese  auf  den  ersten  Blick  auffallende  Erscheinung  hängt  da- 
mit zusammen,  dass  den  obigen  Sätzen  eine  Reihe  von  ähnlichen  Sätzen 
entspricht,  welche  von  dem  Verschwinden  des  Restes  8fn  =  /  (s)  —  Sn  für 
positive  Werthe  s  bei  wachsendem  n  handeln;  von  diesen  Sätzen  (die  sich  wie 
die  obigen  Sätze  auch  auf  gewisse  Integrale  übertragen  lassen)  wollen  wir 
beispielsweise  den  folgenden  erwähnen:  Convergirt  die  Reihe  f  (s)  für 
einen  bestimmten  positiven  Werth  s,  wird  also  der  Rest  8n  mit  wachsen- 
dem n  unendlich  klein  und  zwar  in  der  Art,  dass  dieProducte  s8nkn  und 
8  Sn  lc*n  .  j  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenzwerthe  o>  nähern,  so  nähern 

sich- für  jeden  negativen  Werth  8  die  Producte  «#nfc*  und  sSnk8n  +  1  dem 
Grenzwerthe  —  a>. 
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nimmt  man  daher  an,  dass  An  :logfc»  endlich  bleibt,  so  folgt  hier- 
aus leicht*),  dass  die  unendliche  Reihe 


A  A 

convergirt,  und  dass  ihre  Summe  mit/(s)  übereinstimmt,  womit 
der  zweite  Satz  bewiesen  ist.  Bezeichnet  man  ferner  mit  M  und 
M'  Mittelwerthe  aus  den  Grössen  ^.w:logAn  resp.  von  n  =  1  bis 
n  =  m  —  1,  und  von  n  =  m  bis  n  =  oo ,  so  kann  man 

/(*)  =  M(KX  -  Km)  +  W  Km 

setzen ;  nimmt  man  nun  (wie  im  vierten  Satze)  an,  dass  die  Grössen 
-4n:logfcn  und  ^4n:logifcn  +  1  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe  cd  nähern,  so  gilt  Dasselbe  von  J.w:logÄw;  lässt  man  daher, 
während  s  positiv  unendlich  klein  wird,  gleichzeitig  m  über  alle 
Grenzen,  doch  so  langsam  wachsen,  dass  s\ogkm  unendlich  klein 
wird,  so  nähert  sich  M'  dem  Grenzwerthe  o,  während  M  endlich 
bleibt,  und  da  sKx  und  sKm  sich  dem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe 1  nähern,  so  nähert  sich  sf(s)  dem  Grenzwerthe  ra,  was  zu 
beweisen  war. 

Nachdem  die  obigen  Sätze  bewiesen  sind,  fuhren  wir  einige 
Beispiele  an,  hauptsächlich  um  zu  zeigen,  dass  sie  nicht  ohne 
Weiteres  umgekehrt  werden  dürfen. 

Beispiel  1.    Ist  c  >  1,  und  5  >  0,  so  ist 

J  \s)        c8        c%*        c38        c48  c28 1  ' 

für  jeden  negativen  Werth  s  ist  bei  wachsendem  n 

lim  So   r2«»  —  ac'  +  ft      Hm  ßa  _,_,  r&n+i)8  _  a  +  1>c9 

mn°2nC  —    j  c2s  ,      lim02n  +  l^v      ^'     —   j  c»8 1 

also  schwankt  Snhn,  und  nur,  wenn  b  =  a  ist,  wird 

lim  Sn  kn  = 


1  —  c8' 
trotzdem  ist,  auch  wenn  a  und  b  ungleich  sind, 


*)  Offenbar  darf  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Sätze  zu  beeinträch- 
tigen, bei  ihrem  Beweise  annehmen,  dass  schon  kt  >  1  ist. 
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i.       in    y         An      g-f-  b 

und  wirklich  nähert  sich  sf(s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  demselben  Grenzwerth. 

Beispiel  2.    Ist  wieder  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 

fn  _  V 2_       _3 4_  _        C 

7  w  —  C        c"f  +  c8*       c**  +  "  "  —  (c'+  1)2 ;     . 

da  A2n  =  —  n,  A2n-i  =  + w  ist,  so  schwankt  An: log ßw;  dennoch 
nähert  sich  s/(s)  dem  bestimmten  Grenzwerth  Null,  wenn  s  positiv 
unendlich  klein  wird. 

Beispiel  3.    Von  grösserem  Interesse  ist  die  folgende  Reihe 

f(s)  =  e-'-f  ce—c-\-c*e-°e*  +  c*e-'c*  +  •  •  •, 

wo  c  wieder  >  1  ist;  da  logÄ,^=  cn~ *,  und 

An  =  1  +  c  +  C  +  .  •  •  +  c""1  =  £=£ , 

C —  1 

so  ergiebt  sich  bei  wachsendem  w 

lim,-^?-=— ^,    lim      Än      —     l 


l0gfcw  C—  r  l0gÄn  +  l  C— T 

und  es  zeigt  sich,  dass  sf(s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  sich  keinem  Grenzwerthe  nähert,  sondern  hin-  und  her- 
schwankt. Ist  nämlich  r  ein  bestimmter  positiver  Werth,  und  läsßt 
man  s  =  rc~Q  dadurch  unendlich  klein  werden,  dass  q  wachsend 
alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  nähert  sich  sf(s)  dem 
bestimmten,  aber  von  r  abhängigen  Grenzwerth 


—  TC 


ty(r)  —  2  rcne~r 

svo  n  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  °°  durchlaufen  muss. 
Offenbar  ist  i\>{r)  eine  periodische  Function  von  logr,  welche  sich 
n  die  Fourier'sche  Reihe 


1* 


n 


nO 


logc 

verwandeln  lässt,  wo  fog#  logc  =  —  2iti  logr  ist,  W  das  Euler'- 
sche  Integral  zweiter  Art  bedeutet,  und  n  alle  ganzen  Zahlen  von 
—  oo  bis  +  oo   durchläuft;  sie   convergirt  für  jeden  complexen 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  <^& 
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Werth  r,  dessen  reeller  Bestandtheil  positiv  ist;  sie  ist  zugleich 
der  Grenzwerth  des  Integrals 


smitx 


/ 

—  00 

für  unendlich  grosse  Werthe  der  positiven  ganzen  Zahl  n.  Wird 
s  stetig  positiv  unendlich  klein,  so  schwankt  sf(s)  um  den  mittleren 
Werth  lrlogc,  welcher  auch  zwischen  den  Grenzwerthen  von 
,4n:log&tt  und  -4tt:logfcw+i  liegt. 


X.    Ueber  die  Oomposition  der  binären  quadratischen 

Formen. 


§.  145. 

Den  Ausgangspunct  für  unsere  Darstellung  der  von  Gauss  *) 
gegründeten  Theorie  der  Gomposition  bildet  folgendes  Lemma; 

Ist 

bb  =  B(mod.a),    b'V  =  D  (mod.  a'),  (1) 

und  haben  die  drei  Zahlen  a,  a\  b  +■  V  "keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler,  so  existirt  in  Bezug  auf  den  Modulus  aaf  eine  und  nur 
eine  Classe  von  Zahlen  B,  welche  den  drei  Bedingungen 

B  =  b  {mod.  a),    B  =  b1  (mod.  a'),    BB  =  B  (mod.  aa')    (2) 

genügen,  und  die  Zahlen  a,  a',  2  B  haben  ebenfalls  "keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler. 

Dies  leuchtet  unmittelbar  ein,  falls  a  und  a'  relative  Primzahlen 
sind  (§§.25,37);  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  aber,  dass 
a,  a\  b-\-b'  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  bestimme 
man  (nach  §.  24)  drei  ganze  Zahlen  A,  h\  h",  welche  die  Bedingung 

l  =  ha  +  h'a'  +  h"(b  +  b').  (3) 

befriedigen;  dann  werden  alle  durch  die  Congruenz 

B  =  hab'  +  h'a'b  +  h"(bb'  +  D)  (mod,  aa1)  (4) 

bestimmten  Zahlen  B  und  nur  diese  den  Forderungen  (2)  genügen. 
Da  nämlich 


*)  D.  A.  art.  234  seqq.  —  Vergl.  Lejeune  Dirichlet:  De  formarum  bi' 
nariarum  secundi  gradus  compositione.    1851. 
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(£- b)  (£-&')  =  BB  —  (b  +  b')B  +  bb'  (5) 

ist,  so  folgt*  zunächst,  dass  jede  die  Forderungen  (2)  erfüllende 
Zahl  B  auch  den  Bedingungen 

a'B  =  a'b,  aB  =  ab\  (b  +  b')B  =  bV  +  D  (mod.  aa') 

genügen  muss,  welche,  mit  ä',ä,ä"  multiplicirt  und  addirt,  die 
Congruenz  (4)  nach  sich  ziehen.  Dass  umgekehrt  jede  durch  die 
Congruenz  (4)  bestimmte  Zahl  B  die  Forderungen  (2)  erfüllt, 
ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  aus  (3)  und  -(4)  der  Reihe  nach 
h\  Ä,  h"  eliminirt;  auf  diese  Weise  erhält  man  nämlich  die  Con- 
gruenzen 

B-b  =  ha(b'-b)  +  h"(D  —  bb)      \ 
B-b'  =  h' a' (b -b')  +  h" (D-b'b')   (mod.aa') 
(b  +  b')B-(bb'  +  D)  =  ha(b'b,-D)  +  h,a'(bb-D)) 

aus  welchen  unter  Rücksicht  auf  (1)  und  (5)  die  Cöngruenzen  (2) 
unmittelbar  folgen.  Ist  ferner  d  ein  gemeinschaftlicher  Theiler 
von  a,a\  2J3,  so  folgt  aus  (2),  dass  B  =  b  =  V  (mod.  6*),  also 
6-|-^'  =  2.2?  =  0  (mod.  d)  ist;  mithin  ist  d  auch  ein  gemein- 
schaftlicher Theiler  von  a%a\  b  +  V  und  folglich  =  1,  was  zu  be- 
weisen war*). 

§.  146. 

Zwei  binäre  quadratische  Formen  (a,  6,  c),  (a',  &',  c')  von  glei- 
cher Determinante  D sollen  einig**)  heissen,  wenn  die  Zahlen  a,a\ 

*)  Fasst  man  die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  nur  als 
einen  specialen  Fall  der  allgemeinen  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen  auf  (Supplement  XL),  so  sprechen  manche  Gründe  dafür,  statt  der 
von  Gauss  und  Dirichlet  zu  Grunde  gelegten  Form  ax2  -\-2bxy  -|-  cy2, 
in  welcher  der  Coefficient  von  xy  immer  eine  gerade  Zahl  ist,  die  all- 
gemeinere Form  ax2  -\-  bxy  .-f-  cy2  zu  adoptiren  und  unter  deren  Deter- 
minante immer  die  Grösse  d  =  bb  —  4ac  zu  verstehen.  Das  obige 
Lemma  ist  dann  durch  das  folgende,  etwas  umfassendere  zu  ersetzen: 
Ist  b  b  =  d  (mod.  4  a),  b'b*  =  d  (mod.  4  a'),  und  haben  die  drei  Zahlen 
a>  a't  i (&  +  &')  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  existirt  in  Bezug  auf 
den  Modulus  2  a  a'  eine  und  nur  eine  Classe  von  Zahlen  B,  welche  den 
drei  Bedingungen  B  =  b  (mod.  2  a),  B  =  b'  (mod.  2a%BB  =  d  (mod.  4  a  a') 
genügen;  und  die  Zahlen  a,a',B  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler. 

**)  Diese  Benennung  soll  an  die  radices  concordantes  von  Dirichlet 
erinnern. 
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b  +  b'  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Da  bb  =  B 
(mod.  a),  b'V  =  D  (mod.a')  ist,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden 
Lemma  unmittelbar  die  Existenz  von  unendlich  vielen  parallelen 
(nach  §.  56  äquivalenten)  Formen  (aa\B,C)  derselben  Deter- 
minante!), deren  mittlere  Coefficienten  2?  den  Bedingungen  B  =  b 
(mod.  a),  B  =  V  (mod.  a*)  genügen;  jede  solche  Form  (aa\  JB,  C) 
heisse  zusammengesetzt*)  (composita)  aus  (a,b,c)  und  (a',ft',c'). 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  (nach  §.  56)  die  Formen  (a,  ft,  c), 
(a',  &',  c')  resp.  den  Formen  (a,  JB,  a'C),  (a',  JB,  aC)  äquivalent 
sind;  diese  letzteren  sind  ebenfalls  einig,  weil  die  Zahlen  a,a',2  JB, 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  (§.  145),  und  aus  ihnen 
ist  ebenfalls  die  Form  (aa\B,C)  zusammengesetzt.  , Bedeuten 
nun  #,  y,  x\  y1  variabele  Grössen,  und  setzt  man 

X=xx'-Cyy',     Y  =  (ax  +  By)  y' +  (a'x' +  By')y,  (1) 

so  wird 

(az  +  (B  +  VD)y)(a'x'  +  (B  +  VB)y')=aa'X  +  (B  +  Vn)Y;(2) 

ersetzt  man  hierin  VD  durch  —  VD  und  multiplicirt  die  so  ent- 
stehende Gleichung  mit  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich  nach 
Wegwerfung  des  beiden  Seiten  gemeinschaftlichen  Factors  aaf  die 
Gleichung 

(ax*  +  2 Bxy  +  a' Cy*)  (a'x'*  +  2Bx'y'  +  a Cy'*)  . 

=  aa'X*  +  2BXY+  GY\  {ö) 

d.  h.  die  Form  (a  a',  B,  C)  geht  durch  die  bilineare  Substitution  (1) 
in  das  Product  aus  den  beiden  Formen  (a,  JB,  a'C),  (a',  B,  aC) 
über. 

Auf  dem  vorstehenden  Resultate  beruht  zugleich  der  Beweis 
des  folgenden  Fundamentalsatzes**): 

Sind  die  beiden  einigen  Formen  (a,  6,  c),  (a\  b',  c1)  resp.  äqui- 
valent den  beiden  einigen  Formen  (w,  n,  Z),  (mf,  n',  V),  so  ist  auch 
die  aus  den  beiden  ersteren  zusammengesetzte  Form  (aa1,  J3,  C) 
äquivalent  der  aus  den  beiden  letzteren  zusammengesetzten  Form 
(mm\  N,  L). 

Aus  den  Voraussetzungen  folgt  zunächst,  dass  die  Formen 
(a,2?,a'<7),  (a', 2?,  aC)  resp.  den  Formen  (m,N,m'  L),  (m\N,mL) 
äquivalent  sind,  und  hieraus  (nach  §.  60.  Anmerkung)  die  Existenz 


*)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  artt.  235,  242,  243,  244. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  239.  —  Dirichlet  a.  a.  0. 


390  Supplement  X. 

von  vier  ganzen  Zahlen  #,  y,  xf,  y\  welche  den  folgenden  Bedin^ 
gungen  genügen 

ax*  +  2Bxy  +  a'Cy*  =  m,  a' x'*  +  2Bx' y'  +  aCy'*=rn'  (4) 

ax  -f  (B  +  N)y  =  0,  (B  —  N)x  +  a'Cy  =  0  (mod.  m)  (5) 
a'x'  +  (B  +  N)y'  =  0,  (£  —  N)x'  +  aCy'  =  0  (mod.  m'),  (6) 

und  ebenso  braucht  man,  um  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen 
(aa',  J3,  C7),  (mm\  N,  L)  darzuthun,  nur  die  Existenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  X,  Y  nachzuweisen,  welche  die  Forderungen 

aa'X*  +  2  BXY+  CY*  =  mm'  (7) 

aa'X+  (B  +  N)Y  =  0  (mod.  mm')  (8) 

(B  —  N)X  +  CY  =  0  (mod.  mm')  (9) 

befriedigen.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  (offen- 
bar ganzen)  Zahlen  X,  F,  welche  nach  (1)  aus  den  vier  ganzen 
Zahlen  x,  y,  x',  y'  gebildet  sind,  in  der  That  den  vorstehenden  Be- 
dingungen genügen.  Zunächst  folgt  (7)  unmittelbar  aus  (3)  und 
(4).    Da  ferner  aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 

(t  +  u  VD)  (*'  +  u'  VB)  =  (t"  +  u"  VD)  (t'"  +  u'"  VD\ 

wo  tf,  u,  t'  u.  s.  w.  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  in  Bezug  auf  die 
Variabele  z  identische  Gleichung 

(t  +  uz)(t'  +  u'  z)=(t"  +  u,f  s)(t'"  +  ^ 

und  hieraus,  da  NN  =  D  (mod.  mm1)  ist,  auch  die  Congruenz 

(*  +  u N)  (f  +  u' N)  =  (t"  +  u"  N)  («'"  +  u'"N)  (mod.  mm9) 

hervorgeht,  so  folgt  (8)  unmittelbar  aus  (2)  unter  Berücksichtigung 
von  (5)  und  (6).  Dieselbe  Gleichung  (2)  lässt  sich  endlich  durch 
Multiplicatioh  mit  B — Vi),  oder  mit  C,  und  durch  Division  mit  a 
oder  mit  a'  auf  die  folgenden  vier  Formen  bringen 

((B -  VD)x  +  a' Cy)  (a'x'  +  (B  +  VD)y')  =  a'ü 

(ax  +  (B  +  VD)y)  ((B  —  VD)xf  +  aCy')  =  aU 

((B -  VD)x  +  a'Cy)  ((B -  VD)x'  +  a Cy')  =  (B-  VD) U 

C(ax  +  (B  +  VD)y)(a'x'  +  (B  +  VD)y')  =  (B  +  VD)U, 

wo  zur  Abkürzung 

(B— VD)X+CY=U 

gesetzt  ist;  ersetzt  man  überall  VD  durch  N,  so  gehen  nach  dem 
oben  angeführten  Princip  diese  Gleichungen  wieder  in  Congruenzen 
nach  dem  Modulus  mm'  über;  bezeichnet  man  den  aus  U hervor- 
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gehenden  Ausdruck,  d.  h.  die  linke  Seite  der  zu  beweisenden  Con- 
gruenz  (9),  mit  F,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (5) 
und  (6),  dass  die  Producte  a'V,  aV,  (B  —  N)V,  (B  +  N)V,  mit- 
hin  auch  2BV  durch  mm!  theilbar  sind;  da  aber  die  Factoren  a, 
a',  2  B  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  muss  der  an- 
dere Factor  Ffiir  sich  allein  durch  mm'  theilbar  sein,  also  die 
Congruenz  (9)  wirklich  Statt  finden. 

Mithin  genügen  die  beiden  ganzen  Zahlen  X,  Y  den  Bedin- 
gungen (7),  (8),  (9),  und  hieraus  folgt  (nach  §.  60.  Anmerkung)  die 
Aequivalenz  der  Formen  (aa',  JB,  C),  {mm',  N,  L)\  was  zu  be- 
weisen war. 


Um  den  Charakter  des  eben  bewiesenen  Fundamentalsatzes 
in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  zunächst  Folgendes : 
Sind  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  zwei  einige  Formen,  so  sind  ihre  Theiler 
<*>  <*'  (§•  61)  relative  Primsahlen,  wid  6  6'  ist  der  Theiler  der  aus 
ihnen  zusammengesetzten  Form  (aaf,  JS,  C).     Denn  da  die  Formen 
(a,  b,  c),  (a',  bf,  c')  resp.  den  Formen  (a,B,a'C),  (a',B,aC)  äqui- 
valent sind,  so  ist  (nach  §.  61)  6  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a,  2B,  a'C,  und  6'  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a',  2  B,  aC\  da  nun  a,  a',  2  B  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben,  so  muss  die  in  a  und  22?  aufgehende  Zahl  6  rela- 
tive Primzahl  zu  a'  (und  also  auch  zu  der  in  a1  aufgehenden  Zahl  6') 
sein;  und  da  6  in  a'C  aufgeht,  so  muss  6  auch  in  C  aufgehen; 
ebenso  muss  6'  relative  Primzahl  zu  a  Bein  und  folglich  auch  in  0 
aufgehen.   Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  6  und  6'  relative  Prim- 
zahlen sind,  und  da  beide  sowohl  in  2  B,  als  auch  in  C  aufgehen, 
so  ist  6  6'  offenbar  gemeinschaftlicher  Divisor  der  drei  Zählen  aa', 
2B,  C.    Wollte  man  nun  annehmen,  6  6'  wäre  nicht  ihr  grösster 
gemeinschaftlicher  Divisor,  sondern  sie  Hessen  sich  nach  der  Di- 
vision mit  6  6'  noch  durch  eine  Primzahl  p  theilen,  so  müsste  p 
wenigstens  in  einer  der  beiden  Zahlen  a:6  oder  a':6'  aufgehen; 
gesetzt   aber ,  p   ginge  in  a :  6  auf,  so  hätten  die  drei  Zahlen 
a,  2B,  a'C  den  gemeinschaftlichen  Divisor #6,  während  doch  6 
ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  ist     Ebenso  wenig  kann 
in  a'  :6'  aufgehen,  und  folglich  ist  6  6'  der  grösste  gemeinscha 
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liehe  Divisor  der  Zahlen  aa',  22?,  0,  d.  h.  6  6'  ist  der  Theiler  der 
Form  (aa\  2?,  (7),  was  zu  beweisen  war. 

Umgekehrt:  hat  man  zwei  Formenclassen  K,  Kf  von  gleicher 
Determinante  D,  deren  Theiler  6,  6'  relative  Primzahlen  sind,  so 
kann  man  stets  zwei  einige  Formen  (a,  6,  c),  (a',  b',  c')  resp.  aus  den 
Classen  K,  K'  auswählen.  Denn  man  kann  (nach  §.  93)  den  Re- 
präsentanten (a,  ft,  c)  der  Ciasse  K  zunächst  so  wählen,  dass  a  re- 
lative Primzahl  zu  <f '  wird,  worauf  der  Repräsentant  (af,  b\  c1)  der 
Glasse  K'  so  gewählt  werden  kann,  dass  a!  relative  Primzahl  zu 
a  wird;  dann  sind  aber,  (a,  6,  c),  (a',  b'Y  cf)  gewiss-  zwei  einige 
Formen.  Zwei  solche  Classen  2T,  K'  sollen  daher  ebenfalls  einig 
heissen.  Wie  nun  auch  zwei  einige  Formen  aus  den  Classen  ÜT,  K! 
ausgewählt  sein  mögen,  so  wird  zufolge  des  bewiesenen  Funda- 
mentalsatzes die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Form  stets  einer  und 
derselben  Formenclasse  L  von  derselben  Determinante  D  ange- 
hören, deren  Theiler  nach  dem  Obigen  =  6  61  ist.  Wir  werden 
daher  sagen,  dass  diese  Classe  L  aus  den  beiden  einigen  Classen 
K,Kf  zusammengesetzt  ist,  und  werden  dies  durch  die  symbolische 
Gleichung*) 

L  =  KK'  =  K'K 

ausdrücken. 

Sind  ferner  je  zwei  der  drei  Classen  K,  K\K"  einig,  so  lassen 
sie  sich  successive  zu  einer  Classe  zusammensetzen,  und  zwar  wird 
diese  resultirende  Classe  von  der  Anordnung  der  beiden  successiven 
Compositionen  völlig  unabhängig  sein**);  d.  h.  symbolisch  ausge- 
drückt, es  wird 

(KK')K"  =  (KK")Kf  =  (K'K»)K 

sein.  Man  kann  nämlich  die  Repräsentanten  (a,  6,  c),  (a',  &',  c'), 
(a",6",c")  der  drei  Classen  K,  K\  K"  (nach  §.93)  so  wählen,  dass 
a,  a',  a"  relative  Primzahlen  sind;  bestimmt  man  nun  (nach  §.  25) 
B  durch  die  Congruenzen 

B  =  b  (mod.  a),  B  =  V  (mod.  a'),  B  =  b"  (mod.  a"), 

so  wird  von  selbst  B B  =  D  (mod.  a  a'a"),  also  D  =  BB  —  a  a'a"Q 
wo  C  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Dann  enthält 


*)  Gauss  bezeichnet  die  aus  K  und  JS7  zusammengesetzte  Glasse  mit 
K  +  K'  (B.  A  art.  249). 

**)  Gauss:  D.  Ä.  artt.  240,  241. 
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die  Classe  K        die  Form  (a,B,a'a"(J) 
„        „      K'  „       „      (a',B,aa"C) 

„  „  ÜT"  „  „  (a",B,aa'C) 
„  „  KK'  „  „  (aa',J?,a"C) 
„  „  2T2T"  „  „  (aa",B,a'C) 
„       „■     2T'Z"    ,      „     (a'a",B,aXJ) 

und  jede  der  Classen  (KK')K",  (KK")Kf,  (K'K")K  enthält 
folglich  dieselbe  Form  (aa'a",B,C)]  mithin  sind  diese  dreiClassen 
identisch.  Diese  eine  Glasse  kann  daher  einfach  durch  das  Symbol 
KK'K"  bezeichnet  werden,  wobei  die  Stellung  der  drei  Symbole 
K,  K\  K"  gleichgültig  ist. 

Wendet  man  nun  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  2,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  für  jede  grössere  Anzahl  von  Classen 
K,K!...  die  durch  ihre  successive  Composition  entstehende 
Gasse  völlig  bestimmt,  tuad  von  der  Anordnung  der  Composition 
gänzlich  unabhängig  ist.  Erforderlich  bleibt  aber  die  Bedin- 
gung, dass  diese  Classen  Ky  Kf  .  .  .  zu  derselben  Determinante 
gehören,  und  dass  ihre  Theiler  ö,  <*'  .  .  .  relative  Primzahlen  sind, 
weil  nur  dann  die  Composition  in  der  oben  angegebenen  Art  aus- 
geführt werden  kann;  für  unsere  Zwecke  reicht  aber  dieser  spe- 
cielle  Fall  der  allgemeineren  Theorie  der  Composition  völlig  aus. 


S-  1*8- 

Wir  betrachten  zunächst  einige  besonders  wichtige  specielle 
Fälle  der  Classencomposition*). 

1.  Die  Hauptform  (1, 0,  —  D)  ist  offenbar  einig  mit  jeder  Form 
(a,  6,  c)  derselben  Determinante,  tfnd  die  Composition  beider  For- 
men giebt  als  Resultat  dieselbe  Form  (a,  6,  c),  also:  Durch  Com- 
position irgend  einer  Classe  K  mit  der  Hauptclasse  entsteht  immer 
die  Classe  K.  Bezeichnet  man  daher  die  Hauptclasse  durch  das 
Symbol  1,  so  ist  immer  1 K  =  ÜT,  wo  ÜT  eine  beliebige  Classe  be- 
deutet. 

2.  Ist  (a,  6,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  ersten  Art,  so  ist  sie 
einig  mit  der  Form  (c,  6,  a),  und  aus  beiden  ist  die  Form  (ac,6, 1) 
zusammengesetzt.     Da  nun  (c,  6,  a)  mit  (a,  —  6,  c%  und  ebenso 


*)  Gauss:  D.  A.  artt  243,  250. 
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(a  c,  6,  1)  mit  (1,  —  6,  ac)  und  folglich  auch  mit  der  Hauptform 
(1,  0,  —  D)  äquivalent  ist  (§.  56),  so  kann  man  dies  Resultat  kurz 
so  aussprechen:  Die  Composition  von  zwei  entgegengesetzten  ur- 
sprünglichen Classen  der  ersten  Art  H,  H!  giebt  stets  die  Haupt- 
classe  HH'  =  1. 

Hieraus  ziehen  wir  eine  wichtige  Folgerung,  von  welcher  sehr 
häufig  Gebrauch  gemacht  wird:  Bedeutet  H  eine  ursprüngliche 
Classe  erster  Art,  so  folgt  aus  HK  =  HL  auch  stets  K  =  L.  Ist 
nämlich  H'  der  Classe  H  entgegengesetzt,  also  HH1  =  1,  so  folgt 
aus  HK  =  HL  zunächst  (HK)  H'  =  (HL)  H',  und  hieraus 
(HH')  K  =  (HH1)  L,  also  K  =  L. 

3.  Ist  K  eine  Classe  vom  Theiler  tf,  so  kann  man  (nach  §.  93) 
ihren  Repräsentanten  (a  0,  6,  c)  so  wählen,  dass  a  relative  Prim- 
zahl zu  6  ist;  dann  ist  diese  Form  offenbar  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  einigen  Formen  (a,  6,  c  ö)  und  .{ö,  b,  a  c),  deren  letztere 
den  Theiler  <J  hat  und  der  einfachsten  Classe  dieses  Theilers  an- 
gehört (§.  61),  woraus  von  selbst  folgt,  dass  die  erstere  Form  eine 
ursprüngliche  Form  der  ersten  Art  sein  muss,  was  sich  auch  leicht 
direct  nachweisen  Hesse.  Wir  haben  daher  das  Resultat:  Ist  S  die 
einfachste,  und  K  irgend  eine  Classe  vom  Theiler  ö,  so  giebt  es 
immer  mindestens  eine  ursprüngliche  Classe  erster  Art  H  von  der 
Beschaffenheit,  dass  SH  =  K  ist 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  von  2.,  dass  der  Satz  3. 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  S  und  K  irgend  welche  Classen  dessel- 
ben Theilers  bedeuten;  ebenso  leuchtet  ein,  dass  aus  den  einfachsten 
Classen  der  Theiler  ö,  ö'  stets  die  einfachste  Classe  des  Theilers 
ö  ö'  zusammengesetzt  ist,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
ö  und  ö'  relative  Primzahlen  sind.  Wir  verweilen  aber  nicht 
länger  bei  diesen  und  anderen  ebenso  leicht  zu  beweisenden 
Sätzen,  weil  sie  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  völlig  ent- 
behrlich sind. 


§.  149. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
aller  zu  einer  bestimmten  Determinante  D  gehörenden  ursprüng- 
lichen Classen  erster  Art  (ö  =  1)  beschränken;  das  System  dieser 
Classen  wollen  wir  mit  £),  ihre  (nach  §§.  67,  77  endliche)  Anzahl 
it  h  bezeichnen.    Je  zwei  solche  Classen  sind  einig,  und  durch 
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ihre  Composition  erhält  man  immer  wieder  eine  Glasse  desselben 
Systems  £.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  beiden  Classen  iden- 
tisch sind,  und  die  durch  Composition  einer  Classe  A  mit  sich 
selbst,  oder  kürzer,  die  durch  Duplication*)  der  Classe  A  ent- 
stehende Classe  A  A  soll  mit  A2  bezeichnet  werden ;  ähnlich  ist  die 
allgemeine  Bezeichnung  Am  zu  verstehen,  wo  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl  bedeutet.  Durch  Anwendung  derselben  Schlüsse,  wie 
in  §.  28,  findet  man  nun  leicht,  dass  immer  ein  kleinster  positiver 
Exponent  8  existirt,  welcher  der  Bedingung  A^  =  1  genügt;  dann 
sind  die  Classen 

1,  A,  A*  .  .  .  A*~\ 
welche  die  sogenannte  Periode**)  der  Classe  A  bilden,  von  ein- 
ander verschieden,  und  wir  wollen  sagen,  die  Classe  A  gehöre  zum 
Exponenten  ä;  aus  Ar  =  A8  folgt  r  =  s  (mod.  #),  und  um- 
gekehrt; verallgemeinert  man  hiernach  die  Bezeichnung  J.m,  in- 
dem man  sie  auch  auf  negative  Exponenten  m  (und  auf  m  =  0) 
ausdehnt,  so  ist  z.  B.  A~l  =  J.^"-1  das  Symbol  für  die  Classe, 
welche  der  Classe  A  entgegengesetzt  ist  (§.  148,  2.). 

Eine  solche  Classenperiode  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden  neuen  Begriffs,  welcher  von  der  höchsten  Wichtig- 
keit für  die  Gesetze  der  Composition  ist:  Ein  System  31  von  ur- 
sprünglichen Classen  der  ersten  Art  soll  eine  Gruppe***)  heissen, 
wenn  die  Composition  von  je  zwei  Classen  des  Systems  91  immer 
wieder  eine  Classe  desselben  Systems  liefert;  die  Anzahl  a  der 
in  91  enthaltenen  verschiedenen  Classen  heisse  der  Grad  dieser 
Gruppe  91.  Offenbar  xbildet  das  System  $  selbst  eine  Gruppe  vom 
Grade  A. 

Aus  dieser  Erklärung  folgt  sofort,  dass,  wenn  die  Classe  A  in 
einer  Gruppe  91  enthalten  ist,  auch  die  ganze  Periode  der  Classe 
A,  also  auch  die  entgegengesetzte  Classe  A~x  und  die  Hauptclasse 
sich  in  91  vorfindet.  Setzt  man  ferner  jede  in  der  Gruppe  91  ent- 
haltene Classe  J-i,  A2  .  .  .  Aa  mit  einer  ursprünglichen  Classe 
erster  Art  B  zusammen,  so  sind  die  entstehenden  Classen  Ax  B, 
A2B . . .  AaB  von  einander  verschieden  (§.  148, 2.)  und  bilden  einen 
Complex,  den  wir  kurz  durch  91  B  bezeichnen  können;  zwei  so 


*)  Gauss :  D.  Ä.  art.  249. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  306.  II. 

***)  Vergl.  Galo%8:  Sur  les  condttions  de  resolubilite  des  ejuations  par 
radicaux  (Liouville's  Journal,  Bd.  XI.  1846). 
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gebildete  Complexe  21 B  und  91 B'  sind  nun  entweder  vollständig 
identisch  (was  wieder  durch  das  Zeichen  =  angedeutet  werden 
soll),  oder  sie  haben  keine  einzige  gemeinschaftliche  .Classe;  denn 
wenn  sie  eine  gemeinschaftliche  Classe  AB  =  A'Bf  haben,  wo 
A  und  A'  in  9t  enthalten  sind,  so  folgt  B  =  A^A'B'  =  AnB\ 
wo  A"  =  A~l  A'  eine  ebenfalls  in  91  enthaltene  Classe  bedeutet, 
und  hieraus  91 J3  =  %A"  B'  =  912?',  weil  offenbar  der  Complex 
91-4"  mit  91  selbst  identisch  ist. 

Stützt  man  sich  auf  diese  fundamentale  Eigenschaft  einer 
Gruppe  und  wendet  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  127, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgender  Satz: 

Sind  alle  a  Classen  einer  Gruppe  91  zugleich  in  einer  Gruppe 
5K  vom  Grade  m  enthalten,  so  ist  a  ein  Divisor  von  m  =  pa,  und 
die  Gruppe  5JI  besteht  aus  p,  Complexen  von  der  Form  9lJf;  die 
Gruppe  91  soll  daher  auch  ein  Divisor  der  Gruppe  90t,  letztere  ein 
Multiplum  der  ersteren  heissen. 

Hiernach  ist  jede  Gruppe  91  ein  Divisor  der  Gruppe  §,  ihr 
Grad  a  ein  Divisor  von  A;  da  nun  die  Periode  einer  Classe  J., 
welche  zum  Exponenten  d  gehört,  eine  Gruppe  vom  Grade  d  bildet, 
so  ist  d  ein  Divisor  von  A,  und  folglich  genügt  jede  Classe  A  der 
Bedingung  Ah  =  1. 

Sind  ferner  91  und  39  zwei  beliebige  Gruppen,  so  bildet  das 
System  2)  aller  in  %  und  39  gemeinschaftlich  enthaltenen  Classen 
ebenfalls  eine  Gruppe,  welche  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  91  und  39  heissen  mag;  sind  a,  6,  d  die  Grade  dieser  drei 
Gruppen,  so  ist  d  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  a  =  ad  und 
b  =  ßd\  besteht  ferner  die  Gruppe  39  aus  den  ß  Complexen  2)2?i, 
2)  B2  ...  2)^/9,  so  bilden,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  die  ß  Com- 
plexe 91  Bu  91  J?2  •  •  •  91  Bß  eine  Gruppe  50?  vom  Grade  m  =  aß 
=  b  ol  =  a  b  :  d,  und  zwar  ist  diese  Gruppe  9R  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  der  beiden  Gruppen  91  und  39  *). 

Die  am  leichtesten  zu  überblickenden  Gruppen  sind  die  oben 
erwähnten  Perioden;  jede  solche  Gruppe,  deren  Classen  durch 
wiederholte  Composition  aus  einer  einzigen  Classe  entstehen,  wollen 
wir  eine  reguläre  Gruppe  nennen;  jede  irreguläre  Gruppe  lässt 
sich  als  das  kleinste  Multiplum  von  gewissen  regulären  Gruppen 


*)  Bei  solchen  Compositionen,  wo  die  Symbole  AB  und  BA  verschie- 
dene Bedeutungen  haben  (vergl.  z.  B.  §.  65),  verliert  der  obige  Satz  über  9JI 
seine  allgemeine  Gültigkeit. 
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darstellen,  von  denen  je  zwei  nur  die  Hauptclasse  gemeinschaftlich 
haben.  Auf  diese  Darstellung  und  die  damit  zusammenhängenden 
Sätze  von  Gauss*),  deren  Beweis  leicht  auf  das  Vorhergehende 
gegründet  werden  kann,  wollen  wir  aber  hier  nicht  mehr  eingehen. 


§.  150. 

Eine  der  hauptsächlichsten  Anwendungen,  welche  Gauss  von 
der  Theorie  der  Composition  gemacht  hat,  besteht  in  der  Bestim- 
mung des  Verhältnisses  zwischen  der  Anzahl  h'  der  Classen  vom 
Theiler  ö  und  der  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen  erster 
Art**);  offenbar  ist  dies  dieselbe  Aufgabe,  deren  Lösung  nach 
Dirichlet'schen  Principien  schon  oben  (§§.  97, 99, 100)  mitgetheüt  ist. 

Bedeutet  S  die  einfachste,  und  K  irgend  eine  Classe  vom 
Theiler  0,  so  existirt  (nach  §.  148,  3.)  mindestens  eine  ursprüng- 
liche Classe  erster  Art  ZT,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  K 
hervorbringt;  durch  Composition  von  S  mit  allen  h  Classen  H 
müssen  also  jedenfalls  alle  Classen  K  vom  Theiler  <f,  jede  min- 
destens einmal  erzeugt  werden.  Es  seien  nun  Ru  R%  .  .  .  Rr  die 
sämmtlichen  r  von  einander  verschiedenen  ursprünglichen  Classen 
erster  Art,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  S  selbst  hervor- 
bringen; da  aus  SR=  S  und  SR'  =  S  auch  S  (BR')  =  S  folgt, 
so  bilden  diese  r  Classen  eine  Gruppe  9t  vom  Grade  r;  und  da  das 
System  aller  h  ursprünglichen  Classen  erster  Art  ebenfalls  eine 
Gruppe  Iq  bildet,  welche  ein  Multiplum  der  Gruppe  9t  ist  (§.  149), 
so  ist  h  =  r  A,  und  die  Gruppe  §  zerfällt  in  h  Complexe  von  der 
Form  31  H\  alle  r  Classen  eines  solchen  Complexes  3t  H  geben, 
mit  S  componirt,  eine  und  dieselbe  Classe  SH  vom  Theiler  ö;  und 
umgekehrt,  wenn  SH'  =  S H  ist,  so  folgt  SH'H-1  =  S,  also  ist 
H'H-i  =  R  in  SR,  mithin  H'  =  RH  in  dem  Complex  3t H  ent- 
halten. Die  Anzahl  h'  der  verschiedenen  Classen  vom  Theiler  <J 
ist  daher  =  fc,  und  wir  sind  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 


*)  D.  A.  artt.  305 — 307;  ferner  Demonstration  de  quelques  theoremes 
concernants  les  periodes  des  classes  des  formes  binatres  du  second  degre 
(Gauss  Werke,  Bd.  II.  p.  266.  1863).  —  Vergl.  Schering :  Die  Fundamental- 
Glossen  der  zusammensetzbaren  arithmetischen  Formen.  Göttingen  1869.  — 
Kronecker :  Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften  der  Classenanzahl 
idealer  complexer  Zahlen.  §.  1.  (Monatsber.  d.  Berliner  Ak.  1.  Dec.  1870). 
**)  D.  A.  artt.  253—256. 
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Die  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art  ist 
theilbar  durch  die  Anzahl  h'  der  Classen  vom  Theiler  <f;  diejenigen 
r  ursprünglichen  Classen  erster  Art,  welche  mit  der  einfachsten 
Classe  vom  Theiler  ö  zusammengesetzt  diese  letztere  wieder  erzeugen, 
bilden  eine  Gruppe  9t,  und  es  ist  h  =  rh'. 

Dies  Resultat  behält  offenbar  seine  Gültigkeit  für  eine  negative 
Determinante  auch  dann,  wenn  nicht  alle,  sondern  nur  die  so- 
genannten positiven  Classen  gezählt  werden  (§.  64). 

Es  kommt  jetzt  offenbar  nur  noch  darauf  an,  den  Grad  r  der 
Gruppe  9f  zu  bestimmen,  und  zu  diesem  Zwecke  stellt  Gauss 
folgenden  schönen  Satz  auf: 

Die  Gruppe  91  besteht  aus  denjenigen  r  Classen  B,  durch 
deren  Formen  das  Quadrat  des  Theüers  o  eigentlich  oder  uneigent- 
lich dargestellt  werden  kann. 

Um  denselben  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man 
als  Repräsentanten  einer  jeden  ursprünglichen  Classe  H  der  ersten 
Art  stets  eine  Form  (a,  B,  Co)  annehmen  kann,  in  welcher  a  re- 
lative Primzahl  zu  <J  ist,  2  B  und  C  aber  durch  <J  theilbar  sind;  hat 
man  nämlich  (nach  §.  93)  als  Repräsentanten  zunächst  eine  Form 
(a,  b,  c)  gewählt,  in  welcher  a  relative  Primzahl  zu  6  ist,  und  com- 
ponirt  man  dieselbe  mit  einer  Form  (ö,  b',  c')  aus  der  einfachsten 
Classe  S  vom  Theiler  6,  so  erhält  man  (§§.  146,  147)  eine  Form 
(a  ö,  B,  C)  vom  Theiler  0,  und  zwar  so,  dass  die  Formen  (a,  b,  c), 
(ö,  V  c')  resp.  den  Formen  (a,  B,  Co),  (ö,  B,  aC)  äquivalent  sind; 
es  kann  daher  die  Form  (a,  B,  Co),  deren  Coefficienten  offenbar 
die  oben  angegebenen  Eigenschaften  besitzen,  statt  (a,  b,  c)  als 
Repräsentant  der  Classe  H  gewählt  werden. 

Ist  nun  SH=  S,  also  H  eine  der  r  Classen  aus  der  Gruppe 
91,  so  ist  (aö,  B,  C)  äquivalent  mit  (ö,  B,  aC),  und  folglich  exi- 
stiren  zwei  ganze  Zahlen  x,  y,  welche  der  Bedingung 

atix2  +  2Bxy+  Cy*  =  6 
genügen;  hieraus  folgt  aber 

a(öxy  +  2B(öx)y+C<sy2  =  tf2, 
d.  h.  ö2  wird  durch  die  Form  (a,  B,  C  ö)  der  Classe  H  dargestellt, 
wenn  de»  Variabein  die  Werthe  6x,  y  beigelegt  werden. 

Umgekehrt,  ist  6*  durch  die  Formen  der  Classe  H,  also  auch 
durch  die  Form  (a,  B,  Cc)  darstellbar,  so  existiren  zwei  ganze 
Wahlen  z,  y,  welche  der  Bedingung 
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az2  +  2Bzy  +  C6y2  =  6* 

genügen.  Zunächst  ergiebt  sich  hieraus,  dass  z  durch  6  theilbar 
sein  muss;  bezeichnet  man  nämlich  mit  8  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  der  beiden  Zahlen  z  =  Sx  und  6  =  8  q,  so 
lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung,  weil  die  Zahlen  2  B  und  C 
durch  6  theilbar  sind,  durch  82  dividiren,  und  man  erhält 

2  B  C 

also  ist  ax2  theilbar  durch  p;  da  aber  q  (als  Divisor  von  6)  rela- 
tive Primzahl  zu  a  und  (zufolge  der  Definition  von  8)  auch  zu  x 
ist,  so  muss  p  =  1,  also  8  =  6,  und  ^  =  öa;  sein.  Zugleich  er- 
giebt sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dass  x,  y  relative 
Primzahlen  sind;  mithin  ist  die  Zahl 

6  =  aöx2  +  2Bxy  +  Cy2 

eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (a  6,  B>  C)  vom  Theiler  tf, 
welche  folglich  (§.  60)  einer  Form  (tf,  b\  c')  äquivalent  sein  muss, 
deren  erster  Coefficient  =  6  ist,  und  deshalb  der  einfachsten 
Classe  S  vom  Theiler  ö  angehört.  Da  nun  (a  0,  JB,  C)  auch  der 
Classe  SH  angehört,  so  ist  S  H  —  S,  4  h.  2Z"ist  eine  Classe  aus 
der  Gruppe  9t,  was  zu  beweisen  war. 

Durch  den  hiermit  bewiesenen  obigen  Satz  sind  wir  nun  in 
den  Stand  gesetzt,  den  Grad  r  der  Gruppe  9t  genau  zu  bestimmen. 
Ist  i?  eine  Classe  aus  dieser  Gruppe,  und  wird  <J2  durch  ihre  For- 
men so  dargestellt,  dass  die  beiden  darstellenden  Zahlen  (x,  y)  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  8  haben,  so  geht  82  in  <J2,  folg- 
lich 8  in  6  =  8  q  auf;  mithin  ist  (nach  §.  60)  p2  eigentlich  dar- 
stellbar durch  die  Formen  der  Classe  i?,  und  folglich  kann  man 
(nach  §.  60)  als  Repräsentanten  von  R  eine  Form  wählen,  deren 
erster  Coefficient  =  q2  ist.  Da  umgekehrt  durch  jede  solche  Form 
auch  ö2  dargestellt  wird,  wenn  den  Variabelen  die  Werthe  x  =  #, 
y  =  0  ertheüt  werden,  so  gehört  sie,  wenn  sie  zugleich  ursprünglich 
von  der  ersten  Art  ist,  einer  Classe  R  aus  der  Gruppe  91  an.  Wir 
haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Der  Grad  r  der  Gruppe  91  ist  gleich  der  Anzahl  aller  nicht 
äquivalenten  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art,  deren  erster 
Coefficient  eine  in  <J2  aufgehende  Quadratzahl  q2  ist 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  für  jede  solche  Zahl  p* 
(zufolge  §.  56)  nur  alle  diejenigen  Formen  zu  untersuchen  sind, 
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deren  mittlere   Coefficienten  nach  dem  Modulus  q*  incongruent 
sind. 


§.  151. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  der  Weg  allgemein  vorgezeichnet 
ist,  auf  welchem  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Classen- 
anzahlen  A  und  hf  gelangt,  schreiten  wir  zur  Betrachtung  der  spe- 
cialen Fälle,  in  welchen  6  eine  Primzahl  ist,  weil  aus  ihnen  das 
allgemeine  Resultat  abgeleitet  werden  kann. 

I.  Ist  die  Determinante  D  =  1  —  4w=l  (mocL  4),  und 
6  =  2,  so  handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  der  Classenanzahlen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  und  zweiten  Art.  Bezeichnet 
man  dieselben  wieder  mit  A  und  A',  so  ist  A  =  r  A',  wo  r  die  An- 
zahl der  nicht  äquivalenten  ursprünglichen  Formen  erster  Art  be- 
deutet, deren  erster  Coefficient  =  1  oder  =  4  ist.  Da  im  zweiten 
Fall  der  mittlere  Coefficient  ungerade  sein  muss,  so  sind  nur  die 
drei  Formen 

(1,  0,  -D),  (4,±l,n) 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Ist  D  =  1  (mod.  8),  also  n  gerade,  so  ist  nur  die  erste  dieser 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  folglich  r  =  1,  und 
A  =  A'. 

Ist  aber  D  =  5  (mod.  8),  also  n  ungerade,  so  sind  alle  drei 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  und  es  braucht  nur  noch 
untersucht  zu  werden,  ob  sie  verschiedenen  Classen  angehören  oder 
nicht.  Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  sie  entweder  zu  einer  und 
derselben,  oder  zu  drei  verschiedenen  Classen  gehören.  Gauss  zeigt 
dies  durch  die  Composition  der  ihnen  entsprechenden  Classen  1,  P,  Q\ 
da  die  Classen  P,  Q  entgegengesetzt  sind,  so  ist  P  Q  =  1,  und 
ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  PP  =  Q  und  QQ  =  P  ist 
(denn  aus  den  beiden  einigen,  in  P  enthaltenen  Formen  (4,  1,  w), 
(w,  —  1,  4)  ist  die  Form  (4w,  2n—  1,  n)  zusammengesetzt,  und  da 
diese  mit  (w,  1  — 2n,4n),  (w,  1,  4),  (4,  —  l,n)  äquivalent  ist,  so 
folgt  PP  =  Q)\  nimmt  man  nun  an,  dass  zwei  der  drei  Classen 
1,  P,  Q  identisch  sind,  so  ergiebtsich  hieraus  sofort,  dass  auch  die 
dritte  mit  ihnen  übereinstimmt.  Dasselbe  lässt  sich  auch  durch 
die  folgenden  Sätze  erweisen. 
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Sind  irgend  swei  der  drei  Formen  (1,  0,  —  T>),  (4,  +1,  n) 
äquivalent,  so  ist  die  Gleichung  t*  —  D  u2  =  4  durch  ungerade 
Zahlen  t,  u  lösbar. 

Ist  nämlich  die  erste  Form  mit  einer  der  beiden  anderen  äqui- 
valent, so  ist  (nach  §.  60)  der  erste  Coefficient  4  dieser  letzteren 
eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  — D),  also  giebt  es 
zwei  relative  Primzahlen  t,  w,  welche  der  Gleichung  t2 —  Du2  =  4 
genügen,  woraus  folgt,  dass  t,  w,  da  sie  nicht  beide  gerade  sein 
können,  nothwendig  beide  ungerade  sein  müssen.  Sind  ferner  die 
beiden  letzten  Formen  äquivalent,  so  giebt  es  (nach  §.  60  Anm.) 
zwei  ganze  Zahlen  x,  y,  welche  den  Bedingungen 

±x2  +  2xy-\-  ny2  =  4,    2x-\- ny  =  0  (mod.  4) 

genügen;  da  n  ungerade  ist,  so  muss  y  gerade  sein  =  2w;  setzt 
man  dann  2  x  +  u  =  t,  so  gehen  diese  Bedingungen  in  die  folgen- 
den über 

t2  —  Du2  =  ±,t=  —  u  (mod.  4); 

da  aus  der  letzteren  t2  =  u2  (mod.  8)  folgt,  und  ausserdem  — -  D 
=  3  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus  der  ersteren  4w3  =  4  (mod.  8),  mit- 
hin ist  m,  also  auch  t  ungerade,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Gleichwng  t2  —  Du2  =  4  durch  ungerade  Zahlen  t,  u 
lösbar,  so  sind  alle  drei  Formen  (1,  0,  /—  D),  (4,  + 1,  n)  äquivalent 

Denn  wenn  man  t  mit  beliebigem  Vorzeichen,  dann  aber  u  =  —  t 
(mod.  4)  wählt,  so  geht  die  Form  (1,0,—  B)  durch  die  Substitu- 
tionen 

*'    ±  — 4— 

±w>      -4- 

in  die  beiden  Formen  (4,  +  1,  n)  über.  —  Durch  Verbindung  der 
beiden' vorstehenden  Sätze  ergiebt  sich: 

Die  drei  obigen  Formen  sind  äquivalent  oder  gehören  drei  ver- 
schiedenen Classen  an,  je  nachdem  die  Gleichung  t2  —  Bw2  =  4 
durch  ungerade  Zahlen  t,  u  lösbar  ist  oder  nicht;  im  ersten  Falle 
ist  h  =  hf,  im  zweiten  h  =  3  h\ 

Ist  nun  D  positiv,  so  tritt  der  erste  Fall  ein  oder  der  zweite, 
je  nachdem  die  Ideinste  Lösung  t  =  T\  u  —  U'  aus  ungeraden 
oder  geraden  Zahlen  besteht  (§.  99).  Ist  D  negativ,  so  besitzt  die  Glei- 
chung im  Allgemeinen  nur  die  beiden  Auflösungen  t  =  +  2,  u  =  0, 
und  mithin  ist  h  =  3A';  die  einzige  Ausnahme  hiervon  bildet  die 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  26 
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Determinante  D  =  —  3,  weil  die  Gleichung  ausser  den  beiden 
Lösungen  t*  =  4,  u  =  0  noch  die  vier  Lösungen  t*  =  u*  =  1  be- 
sitzt, und  folglich  ist  in  diesem  Falle  wieder  A  =  A'. 

Diese  Resultate  stimmen  vollkommen  mit  denjenigen  überein, 
welche  wir  früher  (§§.  97,  99)  mit  Hülfe  ganz  anderer  Principien 
abgeleitet  haben. 

II.  Ist  D  =  jD'ö8,  so  leuchtet  ein,  dass  A'  zugleich  die  An- 
zahl, der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  der  Determinante 
D'  ist  Zufolge  der  Voraussetzung,  dass  6  eine  Primzahl  ist,  haben 
wir,  um  das  Verhältniss  r  =  h :  A'  zu  bestimmen,  nur  die  l  Formen 

(1,  0,  —  B)  =  E  und  (tf*,  b  <J,  63  —  D')  =  Fh  (1) 

zu  betrachten,  wo  b  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  6)  mit 
Ausnahme  derjenigen  Werthe  durchlaufen  muss,  für  welche 
b*  =  D'  (mod.  ö)  wird,  weil  diesen  keine  ursprünglichen  Formen 
entsprechen;  die  Anzahl  der  Formen  (1)  ist  daher 


l  =  2  oder  6 


-(t) 


je  nachdem  0  =  2  oder  eine  ungerade  Primzahl  ist  Zur  Bestim- 
mung der  Anzahl  r  der  verschiedenen  Classen,  welchen  diese  l 
verschiedenen  Formen  (1)  angehören,  gelangen  wir  durch  die 
folgenden  Sätze. 

Die  beiden  Formen  E,  Fß  sind  stets  und  nur  dann  äquivalent, 
wenn  die  Gleichung 

t't'  —  D'u'u'  =  1  (3) 

eine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  t\u9  besitzt,  die  der  Bedingung 

t'  +  ßu'  =  0  (mod.  6)  (4) 

genügen. 

Denn  die  genannte  Aequivalenz  findet  (nach  §.  60  Anmerkung) 
stets  und  nur  dann  statt,  wenn  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  existiren, 
welche  die  drei  Bedingungen 

#*  —  D'tf2y2  =  ö«, 
a  +  0<*#J^O,  —  ßöx  —  D'ö*y  =  0(mod.  <$*) 

erfüllen ;  da  nun  aus  der  ersten  folgt,  dass  x  durch  6  theilbar  ist, 
und  da  sie  durch  die  Substitution  x  =  6t',  y  =  u'  in  die  Be- 
dingungen (3)  und  (4)  übergehen,  aus  welchen  sie  umgekehrt 
folgen,  so  ist  der  Satz  erwiesen. 


\ 
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Die  beiden  Farmen  Fh*Fh>  sind  stets  und  nur  dann  äquivalent, 
wenn  die  Gleichung  (3)  eine  Lösung  besitzt,  die  der  Bedingung 

(b  —  b')t'_+(bb'  —  D')u'  =  0  (mod.  6)  (5) 

genügt. 

Denn  diese  Aequivalenz  ist  gleichbedeutend  mit  der  Existenz 
zweier  ganzen  Zahlen  x,  y,  welche  die  Bedingungen 

&x  +  (b  +  b')6y  =  0,  (b  —  b') 6x  +  (b*  —  D')y  =  0  (mod.  <J») 

befriedigen;  da  nun  nach  Voraussetzung  63  —  D'  nicht  durch  6 
theilbar  ist,  so  muss  y  durch  die  Primzahl  0  theilbar  sei»;  da 
ferner  die  vorstehenden  Bedingungen  durch  die  Substitution  y  =  öu\ 
x  =  V  —  b  u'  in  die  Bedingungen  (3)  und  (5)  übergehen,  aus  denen 
sie  auch  rückwärts  folgen,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Bedeutet  k  die  Anzahl  derjenigen  Formen  (1),  welclie  der 
Hauptclasse  angehören,  so  istl  =  r  A. 

Gehört  die  Form  Fp  der  Hauptclasse  an,  so  existirt  eine 
Lösung  (t\  u1)  der  Gleichung  (3),  welche  der  Congruenz  (4)  genügt, 
und  folglich  kann  u'  nicht  durch  6  theilbar  sein.  Ist  umgekehrt 
(tf,  u1)  eine  Lösung  der  Gleichung  (3),  und  u'  nicht  theilbar 
durch  ö,  so  existirt  stets  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  ß  (mod.  0), 
welche  der  Congruenz  (4)  genügt,  und  ihr  entspricht  folglich  eine 
zur  Hauptclasse  gehörige  Form  Fß.  Um  also  alle  diese  Formen 
zu  erhalten,  muss  man  alle  Lösungen  (t\  u')  der  Gleichung  (3) 
aufstellen,  in  welchen  uf  nicht  durch  6  theilbar  ist,  und  jedesmal 
die  entsprechende  Zahlclasse  ß  (mod.  <J)  durch  die  Congruenz  (4) 
bestimmen.  Da  ausserdem  die  Form  E  zur  Hauptclasse  gehört, 
und  X  die  Anzahl  aller  zur  Hauptclasse  gehörenden  Formen  (1) 
bedeutet,  so  ist  X  —  1  die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruonten 
Zahlclassen  ß  (mod.  ö),  welche  aus  Lösungen  (t\  uf)  der  Gleichung 
(3)  vermöge  der  Congruenz  (4)  erzeugt  werden  können. 

Sind  hierdurch  schon  alle  Formen  (1)  erschöpft,  so  ist  Z  =  A 
und  r  =  1,  also  der  Satz  richtig.  Giebt  es  aber  in  (1)  eine  nicht 
zur  Hauptclasse  gehörende  Form  Fii,  d.  h.  giebt  es  eine  von  den 
k  —  1  Zahlclassen  ß  (mod.  ö)  verschiedene  Zahlclasse  b'  von  der 
Beschaffenheit,  dass  bf  b'  —  D'  nicht  durch  6  theilbar  ist,  so  wollen 
wir  zeigen,  dass  unter  den  l  Formen  (1)  sich  genau  (k  —  1)  ver- 
schiedene Formen  Fb  finden,  welche  alle  mit  der  Form  Fv  äqui 


* 
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valent  und  von  ihr  verschieden  sind.  Ist  nämlich  Fb  eine  solche 
Form,  so  giebt  es,  wie  oben  gezeigt  ist,  eine  Lösung  (t\  u')  der 
Gleichung  (3),  welche  der  Congruenz  (5)  genügt,  und  da  Fb  ver- 
schieden von  F6/,  also  b —  b'  nicht  durch  0  theilbar  ist,  so  kann 
auch  u'  nicht  durch  0  theilbar  sein;  mithin  gehört  zu  dieser 
Lösung  eine  der  Congruenz  (4)  genügende  Zahl  /S,  und  durch 
Elimination  von  V  aus  (4)  und  (5)  ergiebt  sich,  dass  diese  Zahl- 
classe  ß  durch  die  Congruenz*) 

(b  —  b')ß  =  bb'  —  D'  (mod.  0)  (6) 

vollständig  bestimmt  ist;  jeder  der  Formen  Fb,  welche  mit  der 
gegebenen  Form  Fbi  äquivalent,  aber  von  ihr  verschieden  sind, 
entspricht  daher  eine  und  nur  eine  der  A  —  1  Zahlen  ß.  Um- 
gekehrt, wenn  ß  eine  der  A  —  1  Zahlen  ist,  denen  Formen  Fp  ent- 
sprechen, die  der  Hauptclasse  angehören,  so  kann  ß  —  6',  weil  Fbi 
nicht  zur  Hauptclasse  gehört,  nicht  durch  0  theilbar  sein,  und 
folglich  giebt  es  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  b,  welche  der  mit 
(6)  identischen  Congruenz 

{ß  —  b')b  =  ßb'-D'  (mod.  0)  (6) 

genügt;  wäre  nun  b2  =  D'  (mod.  0),  so  würde  die  vorstehende 
Congruenz  in  (b  -f-  ß)  (b  —  b1)  =  0  (mod.  0)  übergehen,  es  wäre 
folglich  eine  der  beiden  Zahlen  b  -\-  ß,  b  —  &',  also  auch  eine  der 
beiden  Zahlen  ß*  —  D',  ft'2  — D'  durch  0  theilbar,  was  aber  nicht 


*)  Diese  Congruenz  hat  folgende  tiefere  Bedeutung.  Sind  Fb,  Fb»  zwei 
beliebige  Formen  des  Systems  (1),  und  R b,  Rbr  die  Classen,  denen  sie  an- 
gehören, so  ist  offenbar  RbRb1  =  1,  wenn  b  -f-  b'  =  0  (mod.  <r);  ist  aber 
b  -\-  b1  nicht  theilbar  durch  er,  so  ist  RbRb1  =  Rbn,  wo   b"  durch   die 

Congruenz 

(6  4-  V)  b"  =  bb'  +  D'  (mod.  a) 

bestimmt  ist.  Hiervon  kann  man  sich  mit  den  hier  zu  Gebote  stehenden 
Mitteln  (§§.  60,  145)  wohl  am  kürzesten  auf  folgende  Weise  überzeugen. 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  Fb"  eine  in  (1)  enthaltene  und  von  Fb  ver- 
schiedene Form  ist;  dieselbe  geht  durch  eine  Substitution,  deren  erster 
und  dritter  Coefficient  die  relativen  Primzahlen  b  —  6 "  und  0  sind,  in  eine 
äquivalente  Form  (cer2,  w,  p)  über,  wo  c  =  62  —  D',  n  = —  ba  (mod.  c), 
n  =  bf  a  (mod.  er2)  ist;  diese  Form  ist  daher  aus  der  mit  Fb  äquivalenten 
Form  (c,  — ba,  er2)  und  Fb'  zusammengesetzt,  was  zu  beweisen  war.  •  Die 
Congruenz  (6)  besagt  mithin,  dass  RßRb  =  Ry,  also  Rb  7=  Rb'  ist,  weil 
Rß  =  1.  Viel  einfacher  und  durchsichtiger  gestalten  sich  alle  Unter- 
suchungen über  die  Composition  in  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen, 
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der  Fall  ist;  mithin  ist  J2  —  D'  nicht  durch  0  theilbar,  und  folg- 
lich entspricht  der  Zahl  b  eine  wirklich  in  (1)  enthaltene  Förmig. 
Dieselbe  ist  verschieden  von  Fi>r,  weil  aus  der  Annahme  b  =  b' 
(mod.  0)  wieder  6'2  =  D'  (mod.  0)  folgen  würde.  Aber  sie  ist 
äquivalent  mit  Fhi ;  denn  da  eine  Lösung  (t\  u')  der  Gleichung  (3) 
existirt,  aus  welcher  ß  vermöge  (4)  hervorgegangen  ist,  so  erhält 
man  aus  (6)  durch  Multiplication  mit  u'  die  Congruenz  (5),  welche 
in  Verbindung  mit  (3)  für  die  Aequivalenz  der  beiden  in  (1)  ent- 
haltenen Formen  Fj>,  Fh*  charakteristisch  ist.  Man  findet  daher 
alle  mit  der  Form  Fht  äquivalenten,  aber  von  ihr  verschiedenen 
Formen  Fh  des  Systems  (1),  und  jede  auch  nur  einmal,  wenn  man 
für  jede  der  A  —  1  Zahlen  ß  die  zugehörige  Zahl  b  vermöge  der 
Congruenz  (6)  bestimmt.  Von  den  l  Formen  (1)  gehören  daher 
immer  je  A,  und  nicht  mehr,  zu  einer  und  derselben  Classe,  folg- 
lich ist  l  =  r  A,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Determinante  D  =  D'  02  negativ,  so  isth  im  Allgemeinen 
=  lh\  und  nur  dann  =  \lh\  wenn  D'  =  —  1. 

Denn  die  Gleichung  (3)  besitzt  nur  im  letzteren  Falle  Lösungen 
(tf  =  0,  u*  =  +  1),  in  welchen  u'  nicht  durch  6  theilbar  ist;  da 
denselben  nur  die  eine  Zahlclasse  ß  =  0  (mod.  0)  entspricht,  so 
ist  X  =  2,  also  r  =  \l;  in  allen  anderen  Fällen  ist  A  =  1,  also 
r  =  l 

Ist  die  Determinante  D  =  D'  02  positiv,  und  bedeuten  (T,  U), 
(T\  ü')  resp.  die  kleinsten  positiven  Auflösungen  der  Gleichungen 
T*  —  D  U*  =  1,  T'2  —  D'  U'*  =  1,  so  ist 

h  log  (T+  UVD)  =  lh'  log  (T  +  V  VD'). 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  eine  Bemerkung  über  die 
Lösungen  der  Gleichung  (3)  voraus.  Wenn  zwei  solche  Lösungen 
(*',  u'),  (t'\  u")  der  Bedingung 

t'u"  —  u't"  =  0  (mod.  0)  (7) 

genügen,  so  kann  man,  wenn  VD'  und  YD  =  tf  VD'  immer  positiv 
genommen  werden, 

V  +  u'  VD'  =  (t"  +  u"  VD')  (t  +  u  VD)  (8) 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  tf,  u  eine  Lösung  der  Gleichung 

e2  —  Du*  =  l  (9) 

bilden.    Umgekehrt,  sind  (t",  u"),  (t,  u)  resp.  Lösungen  der  Glei- 
chungen (3),  (9),  so  liefert  die  Gleichung  (8)  stets  eine  Lösung  (t\uf) 
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der  Gleichung  (3),  welche  zugleich  der  Bedingung  (7)  genügt.  Je 
zwei  solche  Lösungen  (t\  u'),  (t",  m")  der  Gleichung  (3)  wollen 
wir  äquivalent  nennen;  dann  leuchtet  sofort  ein,  dass  zwei  Lö- 
sungen, welche  einer  dritten  äquivalent  sind,  auch  einander,  äqui- 
valent sein  müssen.  Man  kann  daher  die  sämmtlichen  Lösungen 
der  Gleichung  (3)  in  Gassen  eintheilen,  deren  jede  alle  und  nur 
solche  Lösungen  enthält,  die  unter  einander  äquivalent  sind.  Eine 
von  diesen  Classen  besteht  offenbar  aus  denjenigen  Lösungen  ($',tt')i 
deren  zweite  Elemente  u'  durch  6  theilbar  sind.  Jede  andere 
Lösung  (£',  u1)  liefert  aber  durch  dieCongruenz  (4)  eine  zugehörige 
Zahlclasse  ß  (mod.  <?),  und  da  offenbar  zwei  solche  Lösungen  stets 
und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn  sie  congruente  Zahlen  ß  er- 
zeugen, so  ist  k  auch  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Classen,  in 
welche  die  sämmtlichen  Lösungen  (£',  u')  zerfallen. 

Nun  lehrt  die  Gleichung  (8),  aus  einer  gegebenen  Lösung  (t'\u") 
alle  ihr  äquivalenten  Lösungen  (£',  uf)  zu  finden,  und  da 

t  +  uVD  =  ±(T+  UVD)» 

ist,  wo  das  Vorzeichen  nach  Belieben,  und  für  n  jede  ganze  Zahl 
gewählt  werden  darf  (§.  85),  so  leuchtet  ein  (vergl.  §.  87),  dass  in 
jeder  der  k  Classen  von  Lösungen  ein  und  nur  ein  Repräsentant 
(t1,  tt')  existirt,  welcher  der  Bedingung 

1  ^t'  +  *'VD'<  T+UVD  =  T+öUVD' 

genügf;  da  aber  diese  k  Grössen  t'  +  w' VD',  wie  aueh  T-\-  UVD 

von  der  Form 

(T  +  V  VJD')n' 

sind,  wo  w'  ^  0,  und  da  diese  Potenz  gleichzeitig  mit  dem  Expo- 
nenten n'  wächst,  so  muss 

T+  U  VD  =  (T  +  U'  VD')A 

sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf  h  =  r h'  und  l  =  rk  die  zu  be- 
weisende Gleichung  folgt. 

Offenbar  lässt  sich  aus  dem  hier  behandelten  speciellen 
Fall  ohne  Schwierigkeit  das  in  §.  100  erhaltene  Resultat  für  den 
allgemeinen  Fall  ableiten,  in  welchem  o  eine  beliebige  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist. 
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§.  152. 

Wir  beschränken  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  149)  auf  die  Com- 
position von  ursprünglichen  Classen  erster  Art,  und  behalten  ausser- 
dem, wenn  die  Determinante  D  negativ  ist,  nur  die  positiven  Classen 
bei,  deren  Zusammensetzung  offenbar  immer  wieder  zu  positiven 
Classen  führt  Diese  h  Classen,  welche  die  Gruppe  f)  bilden,  zerfallen 
(§.  122)  je  nach  dem  Ausfall  der  A  Charaktere  (7,  welche  dieser 
Determinante  D  entsprechen,  in  Geschlechter,  und  es  ist  mit  Hülfe 
des  Reciprocitätssatzes  gezeigt  (§.  123),  dass  höchstens  der  Hälfte 
aller  angebbaren  Totalcharaktere  wirklich  existirende  Classen  ent- 
sprechen. Gauss*)  leitet  aber  diesen  letzteren  Satz  aus  der  Theorie 
der  Composition  ab,  und  er  benutzt  ihn,  um  darauf  umgekehrt  einen 
neuen,  seinen  zweiten  Beweis  des  Reciprocitätssatzes  zu  gründen. 
Da  diese  tiefsinnigen  Principien  sich  auf  die  Beweise*  von  höheren 
Reciprocitätsgesetzen  übertragen  lassen**),  so  theilen  wir  dieselben 
in  diesem  und  den  folgenden  Paragraphen  mit 

Sind  a,  s'  die  Werthe  eines  Charakters  C  resp.  für  die  Classen 
H,  H',  so  istC  =  e  e'  für  die  Classe  HH'. 

Man  kann  als  Repräsentanten  der  Classen  H,  H1  immer  zwei 
einige  Formen  nehmen,  deren  erste  Coefficienten  a,  a'  relative 
Primzahlen  zu  22)  sind;  da  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  also 
der  Classe  HH'  angehörende  Form  den  ersten  Coefficienten  aa' 
hat,  welcher  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  2  D  ist,  so  ergiebt  sich 
der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,  dass  der 
Charakter  C  oder  C(n)  ein  Ausdruck  von  der  Art 

(— .  l)V«(n-l)?  (__  iy/B(n*-l)^  (__  iy/2(n-l)+%(n*-n    /^\  .  .  . 

ist  (§.  122),  und  dass  folglich  die  drei  Werthe  C(a),  C(a'),  C(aa'\ 
welche  dieser  Charakter  resp.  in  den  drei  Classen  JB,  H\  HH1  be- 
sitzt, der  Bedingung  C(a)  C(a')  =  C(aa')  genügen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Classen  K,  K' 
resp.  denselben  Geschlechtern  6r,  G'  angehören,  wie  die  Classen 


*)  D.  A.  artt.  257—262. 

**)  Kummer:  Ueber  die  allgemeinen  Beciprocitätsgesetze  unter  den 
Resten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist 
1859.    Vergl.  Berl.  Monatsbericht  vom  18.  Febr.  1858. 
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H,  H\  dann  auch  die  Classen  KK'  und  HH'  sich  in  einem  und 
demselben  Geschlechte  finden,  welches  das  aus  G,  G1  ausammen- 
gesetzte  Geschlecht  heissen  soll*).  Sind  ferner  N}  N'  zwei  Classen 
des  Hauptgeschlechtes,  d.  h.  desjenigen  Geschlechtes,  in  welchem 
sich  die  Hauptform  (1,  0,  — D)  findet,  und  folglich  alle  Charaktere 
C  den  Werth  +  1  haben,  so  gehört  die  zusammengesetzte  Gasse 
NN'  ebenfalls  diesem  Geschlechte  an,  mithin  bilden  alle  n  Classen 
des  Hauptgeschlechtes  eine  Gruppe  9i  vom  Grade  n  (§.  149);  zugleich 
zerfallen  die  sämmtlichen  h  Classen  in  g  Complexe  91 H  von  je 
n  Classen,  welche  jedesmal  einem  und  demselben  Geschlecht  an- 
gehören; zwei  verschiedene  solche  Complexe  gehören,  wie  man  leicht 
erkennt,  auch  zu  verschiedenen  Geschlechtern;  mithin  ist  h  =  ng, 
und  g  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  von  einander  verschie- 
denen Geschlechter**). 

Die  Determinante  D  heisst  regulär  oder  irregulär,  je  nachdem 
die  von  den  n  Classen  des  Hauptgeschlechtes  gebildete  Gruppe 
regulär  ist  oder  nicht  (§.  149);  bedeutet  im  letzteren  Falle  d  den 
Grad  der  grössten  in  ihr  enthaltenen  regulären  Gruppe,  so  heisöt* 
die  ganze  Zahl  n :  d  der  Irregularitätsexponent  der  Determinante***). 

Ans  dem  obigen  Satze  über  den  Charakter  einer  zusammen- 
gesetzten Classe  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar  der  folgende : 

Jede  Classe  Q,  welclie  durch  Duplication  einer  Classe  entsteht, 
gehört  dem  Hauptgeschlechte  an. 

Mithin  ist  die  Anzahl  q  der  verschiedenen  Classen  Q,  welche 
durch  Duplication  der  sämmtlichen  h  Classen  entstehen,  <j  n  (da 
diese  Classen,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  eine  Gruppe  D  bilden,  so 
muss  q  gewiss  ein  Divisor  von  n  sein).  Um  sie  genauer  zu  bestim- 
men, nehmen  wir  an,  Q  entstehe  durch  Duplication  der  bestimmten 
Classe  H,  und  fragen  nach  allen  Classen  H1,  durch  deren  Duplication 
dieselbe  Classe  Q  entsteht.  Aus  der  Annahme  H 'H '  =  Q  =  HH 
folgt  nun,  wenn  man  H1  =  AH  setzt,  AA  =  l,  also  A  =  Ar\ 
d.  h.  die  Classe  A  ist  identisch  mit  der  ihr  entgegengesetzten  Classe, 
und  folglich  ist  sie  eine  ambige  Classe  (§.  148,  2.,  §§.  56 — 58). 
Umgekehrt,  ist  H1  =  AH,  und  A  eine  ambige  Classe,  so  ist  auch 
H '  Hf  =  II H  Schreibt  man  daher  alle  a  ambigen  Classen  A  auf, 
welche  offenbar  eine  Gruppe  91  bilden,  so  zerfallen  alle  h  Classen 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  246,  247. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  252. 
***)  Gauss:  D.  A.  art.  306.  VII. 
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in  q  Complexe  9t  5  von  je  a  Classen,  deren  Duplication  eine  und 
dieselbe  Glasse  UH  hervorbringt,  während  zwei  Classen,  welche 
zwei  verschiedenen  solchen  Complexen  angehören,  durch  Dupli- 
cation auch  zwei  verschiedene  Classen  hervorbringen;  und  folglich 
ist  h  =  aq. 

Da  nun  h  auch  =  ng,  und  ausserdem  q  <j  n  ist,  so  ergiebt 
sich  g  <1  oc,  d.  h.  der  Satz :  Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden 
verschiedenen  Geschlechter  ist  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  vwn- 
bigen  Classen. 


§.  153. 

Es  kommt  also  jetzt  darauf  an,  für  eine  gegebene  Determinante 
D  die  Anzahl  a  aller  ambigen  Classen  A  genau  zu  bestimmen, 
welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Da  in  jeder  ambigen  Classe  A  =  A~l  stets  mindestens  eine 
ambige  Form  («,  6,  c)  zu  finden  ist  (§.  58),  so  bleibt  gewiss  keine 
jener  a  Classen  un vertreten,  wenn  wir  alle  ambigen  Formen  auf- 
schreiben. Da  nun  in  einer  solchen  Form  2  6  durch  a  theilbar, 
folglich  b  entweder  =  0,  oder  =  \a  (mod.  a),  also  (a,  J,  c)  selbst 
mit  einer  Form  äquivalent  ist  (§.  56),  deren  mittlerer  Coefficient  ent- 
weder Null,  oder  die  Hälfte  des  ersten  Coefficienten  ist,  so  genügt  es, 
alle  Formen 

(«,0,^)    und    (2M,^) 

zu  betrachten,  welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Bedeutet  p  die  Anzahl  aller  verschiedenen  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  in  D  aufgehen,  ist  ferner  v  =  0  oder  =  1,  je  nach- 
dem D  ungerade  oder  gerade,  so  ist  (i  +  v  die  Anzahl  aller  ver- 
schiedenen in  D  aufgehenden  Primzahlen.  Dann  leuchtet  ein,  dass 
die  Anzahl  aller  ursprünglichen  Formen  vom  Typus 

(a,  0,  a') 
gleich  2/u+,,+1  ist;    die  eine  Hälfte  derselben  hat  positive  erste 
Coefficienten,  die  andere  Hälfte  negative. 

Betrachten  wir  nun  die  anderen  ambigen  ursprünglichen  For- 
men erster  Art,  deren  Typus 
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ist,  so  muss  6  ein  solcher  Divisor  von  D  =  —  66'  sein,  dass  der 
dritte  Coefficient  \(b  +  b')  eine  ganze  Zahl  und  relative  Primzahl 
zu  2 b  wird;  mithin  muss  zunächst  b  -f-  bf  =  2  (mod.  4)  sein,  und 
ferner  dürfen  b  und  6'  keinen  gemeinschaftlichen  ungeraden  Divi- 
sor haben.  Sind  nun  b  und  bf  ungerade,  so  folgt  b1  =  6,  D  =  —  6i 
=  3  (mod.  4);  umgekehrt,  wenn  D  =  3  (mod.  4),  so  kann  b  nur 
ungerade  sein,  und  aus  66'  =  — D  =  1  (mod.  4)  folgt  von  selbst, 
dass  b  =  6',  also  b  +  6'  =  2  (mod.  4)  wird;  mithin  kann  6  jeder 
Divisor  von  D  sein,  für  welchen  6  und  6'  relative  Primzahlen 
werden.    Die  Anzahl  dieser  Formen 

(2  6,6,  i(6  +  40) 
ist  daher  =  2A*+1,  unter  welchen  ebenso  viele  mit  positiven,  wie  mit 
negativen  ersten  Coefficienten  vorkommen.  Sind  aber  6  und  6'  gerade 
Zahlen,  so  ist  eine  von  ihnen  =  0,  die  andere  =  2  (mod.  4),  mit- 
hin D  =  0  (mod.  8),  und  £6,  \V  sind  relative  Primzahlen.  Um- 
gekehrt, wenn  D  =  0  (mod.  8)  ist,  so  muss  6  gerade  sein,  und  man 
kann  für  \b  jeden  Divisor  von  \D  =  —  \b-\b*  wählen,  für  welchen 
£6,  \b*  relative  Primzahlen  werden;  mithin  ist  die  Anzahl  dieser 
Formen,  da  \D  gerade  ist,  gleich  2iu  +  2,  und  unter  ihnen  finden  sich 
ebensoviele  mit  positiven  wie  mit  negativen  ersten  Coefficienten. 

Die  Anzahl  aller  dieser  ambigen  ursprünglichen  Formen  erster 
Art  ist  daher  gleich 

2i"  +  S    wenn    D  =  1  (mod.  4), 

2i"+a,        „        D  ==  2,  3,  4,  6,  7  (mod.  8), 

2i«+3,         „        D  =  0(mod.  8); 

sie  ist  folglich  in  allen  Fällen  genau  doppelt  so  gross,  als  die  An- 
zahl 2*  =  2r  aller  angebbaren  Totalcharaktere  für  die  Determi- 
nante B  (§.  122).  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Classen  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  4  r  Formen 
repräsentirt  werden. 

Sieht  man  von  dem  singulären  Fall  D  =  —  1  vorläufig  ganz 
ab,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Coefficienten  a  und  a\  ebenso 
die  Zahlen  6  und  b\  selbst  ihren  absoluten  Werthen  nach,  von  ein- 
ander verschieden  sein  müssen.  Hätten  nämlich  die  relativen  Prim- 
zahlen a,  af  denselben  absoluten  Werth  1,  so  wäreD  =  ±l; 
dasselbe  würde  sich  ergeben,  wenn  man  annehmen  wollte,  die 
ungeraden  Zahlen  6  und  6'  hätten  denselben  absoluten  Werth; 
sind  endlich  b  und  6'  gerade,  so  ist  die  eine  der  Zahlen  |6,  |6' 
gerade,  die  andere  ungerade,  also  haben  sie  verschiedene  absolute 


A 
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Werthe.  Hieraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen  obigen  Formen  immer 
in  Paare  von  je  zwei  von  einander  verschiedenen  Formen  (a,  0,a'), 
(a',0,a),  und  (26,  6,  ±(6  +  6')),  (26',  6',  \{b  +  b'))  zerfallen,  und 
da  die  erste  resp.  durch  die  Substitutionen  (__?;  £),  (+£;  +  1)  in  die 
zweite  übergeht,  so  genügt  es,  diejenige  von  ihnen  beizubehalten, 
deren  erster  Coefficient  der  kleinere  ist;  mithin  haben  wir  nur 
noch  2  r  Formen  (a,  0,  a'),  (2  6,  6,  \{b  +  6')),  in  welchen  die  abso- 
luten Werthe  (a)  und  (6)  <  V  (D)  sind ;  und  unter  diesen  Formen 
giebt  es  wieder  ebenso  viele  mit  positiven  ersten  Coefficienten,  wie 
mit  negativen. 

Ist  nun  D  negativ,  so  behalten  wir  nur  die  r  Formen  bei, 
deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind,  und  wir  wollen  zeigen,  dass 
sie  die  Repräsentanten  von  ebensovielen  verschiedenen  Classen  sind. 
Zunächst  sind  alle  Formen  (a,  0,  a')  und  diejenigen  Formen 
(2  6,  6,  |(6  +  6')),  in  welchen  3  6  <;  6'  ist,  reduärt  (§.  64),  und  statt 
jeder  nicht  reducirten  Form  (2  6,  6,  £(6 +  6')),  in  welcher  also 
36  >  6',  können  wir  die  ihr  nach  rechts  benachbarte  reducirte 
Form  (1(6  +  6'),  \(b' —  b),  \(b+b'))  substituiren.  Man  erkennt 
nun  leicht,  dass  alle  diese  r  reducirten  Formen  von  einander  ver- 
schieden, und  dass  auch  keine  zwei  einander  entgegengesetzt  sind, 
weil  keiner  der  mittleren  Coefficienten  negativ  ist;  sie  gehören 
daher  (§.  65)  ebensovielen  verschiedenen  Classen  an.  Wir  haben 
daher  das  Resultat:  Die  Anzahl  a  aller  positiven  ambigen  ursprüng- 
lichen Classen  erster  Art  von  negativer  Determinante  D  ist  halb  so 
gross  wie  die  Anzahl  2  t  aller  angebbaren  Totalcliaraktere.  Dies  gilt 
offenbar  auch  noch  für  den  oben  ausgeschlossenen  singulären  Fall 
D  =  —  1,  da  die  beiden  Formen  (1,  0,  1),  (2,  1,  1)  äquivalent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  D  positiv,  so  entspricht  jeder  der 
obigen  2  r  ambigen  Formen  (A,  J5,  C)  eine  einzige  ihr  äquivalente 
ambige  Form  {A,  B',  (7'),  wo  B1  durch  die  Bedingungen 

B'  =  B  (mod.  A),    0  <  VD  —  B'  <  (A) 

vollständig  bestimmt  ist;  offenbar  entstehen  auf  diese  Weise  wieder 
2r  ambige  und  von  einander  verschiedene  Formen  (A,  B\  C). 
Um  öun  zu  zeigen,  dass  alle  diese  Formen  zugleich  reducirt  sind 
(§.  74),  braucht  nur  nachgewiesen  zu  werden,  dass  (A)  <  \D  +  B1  ist; 
wenn  (Ä)  <  VD  ist,  so  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass  zufolge 
der  obigen  Grenzbedingungen  Bf  positiv  ist;  wenn  aber  (A)  >VD 
ist,  was  nur  bei  den  Formen  des  zweiten  Typus  eintreten  kann,  so 
ist  A  =  2  J5,  und  (B)  <  YD,  folglich  B'  =  (J3),  weil  dieser  Werth 
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allen  an  B1  gestellten  Forderungen  genügt,  und  also  wieder  (A) 
<  \  D  +  B'.  Endlich  behaupten  wir,  dass  jede  ambige  reducirte 
Form  (a,  6,  c),  welche  zugleich  ursprünglich  von  erster  Art  ist, 
nothwendig  mit  einer  dieser  2  r  Formen  (A,  B\  C)  identisch  sein 
muss;  ist  nämlich  b  theiljbar  durch  a,  so  muss  (a)  <  V-D  sein, 
weil  in  einer  reducirten  Form  0  <  b  <  \D  ist,  und  die  mit 
(a,  6,  c)  äquivalente  Form  (a,  0,  a')  ist  eine  der  2r  Formen 
(-4,  J5,  C),  woraus  folgt,  dass  (a,  J,c)  selbst  mit  der  entsprechenden 
Form  (A,B',  C")  identisch  sein  muss,  weil  b  als  mittlerer  Coefficient 
einer  reducirten  Form  denselben  charakteristischen  Bedingungen 
genügt,  wie  B1  \  ist  aber  b  nicht  theilbar  durch  a,  so  ist  wenigstens 
(a)  <  2  VD,  und  folglich  die  mit  (a,  6,  c)  äquivalente  Form  («,  |a,  c*) 
eine  der  Formen  (A,  JB,  C),  woraus  wieder  folgt,  dass  (a,  6,  c)  mit 
der  entsprechenden  Form  (4,  JB',  C")  identisch  ist  Wir  müssen 
aus  dem  Vorhergehenden  schliessen,  dass  die  Anzahl  aller  am- 
bigen ursprünglichen  Formen  erster  Art,  welche  zugleich  reducirt 
sind,  genau  =  2r  ist;  da  nun  in  jeder  ambigen  Glasse  sich  stets 
zwei  und  nur  zwei  solche  Formen  finden  (§.  78  Anm.),  so  erhalten 
wir  dasselbe  Resultat,  wie  für  negative  Determinanten:  Die  An- 
zahl a  aller  ambigen  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  posi- 
tiver Determinante  D  ist  genau  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  2  t 
aller  angebbaren  Totalcharaktere. 

Verbinden  wir  diese  Resultate  mit  dem  des  vorigen  Para- 
graphen, so  ergiebt  sich  folgender  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  eooistirenden  verschiedenen  Geschlechter 
ist  höchstens  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  der  angebbaren  Totd- 
charaJctere. 


§.  154. 

Das  eben  erhaltene  Resultat  führt  nun  zu  einem  neuen  Be- 
weise des  Reciprocitätssatzes,  sowie  der  Ergänzungssätze  über  den 
Charakter  der  Zahlen  —  1  und  2.  Hierzu  schicken  wir  die  Be- 
trachtung dreier  Fälle  von  Determinanten  D  voraus,  für  welche 
die  ursprünglichen  Formen  erster  Art  nur  ein  einziges  Geschlecht, 
nämlich  das  stets  vorhandene,  durch  die  Hauptform  (1,  0,  —2>) 
vertretene  Hauptgeschlecht  bilden. 


*)  Vergl.  §.  123. 
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1.  Ist  D  =  —  1,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

C  =  (-  l)V*(n-n, 

ind  da  folglich  die  Anzahl  aller  angebbaren  Totalcharaktere 
=  2*  =  2  ist,  so  gehören  alle  positiven  Formen  (a,  fc,  c)  zufolge 
les  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultates  einem  einzigen, 
lämlich  dem  durch  die  Form  (1,0, 1)  repräsentirtenHauptgeschlechte 
in  (was  auch  unmittelbar  daraus  folgt,  dass  alle  diese  Formen  nur 
3ine  einzige  Classe  bilden);  da  nun  im  Hauptgeschlechte  alle 
Charaktere  C  den  Werth  -(-  1  haben,  so  wird,  wenn  a  ungerade 
ist,  immer 

(_  i)V2(a-D  =  +  1,    also  a •  =  1  (mod.  4) 
sein. 

2.  Ist  D  =  +  2,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

C  =  (—  l)V8(n*-l); 

alle  Formen  (a,  6,  c)  dieser  Determinante  gehören  daher  (§.  153) 
dem  Hauptgeschlechte  an,  mithin  ist  immer 

(_  i)%(a»-D  =  -f  l,  also  a  =  ±  1  (mod.  8), 
wenn  a  ungerade  ist. 

3.  Ist  D  =  +  p  =  1  (mod.  4),  wo  p  (wie  immer  im  Folgen- 
den) eine  positive  ungerade  Primzahl  bedeutet,  so  existirt  (§.  122) 
nur  ein  einziger  Charakter, 


C 


-©< 


alle  (eventuell  die  positiven)  Formen  (af  6,  c)  erster  Art  gehören 
daher  (§.  153)  dem  Hauptgeschlechte  an,  und  folglich  ist  immer 


©- 


+  1, 

wenn  a  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

4.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Beweise  des  Satzes  (§.  40) 
über  den  Charakter  der  Zahl  —  1 ;  da  beide  Seiten  der  zu  bewei- 
senden Gleichung 


(-^i)  =  (-i),^-i> 


nur  einen  der  beiden  Werthe  +  1  besitzen  können ,  so  genügt  es 
offenbar  zu  zeigen,  dass,  sobald  irgend  eine  dieser  beiden  Grössen 
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=  +  1  ist»  dann  auch  die  andere  =  -f  1  sein  muss,  weil  hieraus 
von  selbst  folgt,  dass,  wenn  eine  von  beiden  =  —  1  ist,  auch  die 
andere  =  —  1  sein  muss  (dieselbe  Bemerkung  gilt  ebenso  für  die 
beiden  folgenden  Sätze).  Ist  nun  erstens  die  rechte  Seite  =  +  1, 
so  ist  ( —  1,  0,  p)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Deter- 
minante D  =  p  =  1  (mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch 
die  linke  Seite  =  + 1  ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der 
Fall,  also  —  1  quadratischer  Rest  von  p  ist,  so  existiren  zwei 
Zahlen  6,  c,  welche  der  Bedingung  62 — pc  =  —  1  genügen;  dann 
ist  Q>,  6,  c)  eine  positive  Form  von  der  Determinante  D  =  —  1, 
woraus  (nach  1.)  folgt,  dass  auch  die  rechte  Seite  =  -f-  1  ist,  was 
zu  beweisen  war. 

5.  Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Beweis  des  Satzes  (§.  41) 
über  den  Charakter  der  Zahl  2.  Ist  die  rechte  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung 

gleich  +  1 ,  also  p  =  ±  1  (mod.  8) ,  so  setze  man  6  =  1  oder  8, 
je  nachdem  +p  =  9  oder  1  (mod.  16)  ist;  dann  ist  b2+p  =  8c, 
wo  c  eine  ungerade  Zahl,  mithin  (8,  6,  c)  eine  (eventuell  positive) 
Form  erster  Art  von  der  Determinante  D  =  +  p  =  1  (mod.  4), 
woraus  (nach  3.)  folgt,  dass 


,V8(Pa-i) 


(f)  =  +  1>  also  auch  (|)  = 


+  1 


ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  6,  c,  welche  der  Bedingung  &*—  pc  =  2  genügen;  dann 
ist  (jp,  6,  c)  eine  Form  der  Determinante  D  =  -(-  2,  woraus  (nach  2.) 
folgt,  dass  auch 

(_  i)v8(i>*-i)  =-fl 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

6.  Ist  wenigstens  eine  der  beiden  von  einander  verschiedenen, 
positiven  ungeraden  Primzahlen  p,  q  von  der  Form  4A  +  1?  8° 
wollen  wir  beweisen,  dass 


(f ) = (f ) 


ist.      Der  Symmetrie  wegen  dürfen  wir  annehmen,    dassjp  =  l 
(mod.  4)  ist.     Hat  nun  die  rechte  Seite  den  Werth  -f  1 ,  so  ist 
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(nach  4.  und  §.  33,  L)  auch  —  q  quadratischer  Rest  von  p ;  man 
kann  daher,  nachdem  das  Vorzeichen  +  so  gewählt  ist,  dass 
+  g  =  1  (mod.  4)  wird,  immer  zwei  Zahlen  6,  c  finden,  welche  der 
Bedingung  b2  — p  c  =  +  q  geniigen;  dann  ist  (p,  6,  c)  eine  (eventuell 
positive)  Form  erster  Art  von  der  Determinante  D  =  +  q  =  1 
(mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch  die  linke  Seite  =  -f- 1 
ist  umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall  ist,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  6,  c,  welche  der  Bedingung  b2  —  qc  =  p  genügen ;  dann 
ist  (g,  6,  c)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Determinante 
D  =  p  =  1  (mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch  die  rechte 
Seite  =  +  1  ist,  was  zu  beweisen  war. 

7.    Sind  aber  beide  Primzahlen  p,  q  von  der  Form  4A  +  3, 
so  ist  zu  beweisen,  dass 


(f)=-(i) 


ist.  Dies  ergiebt  sich  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  der 
positiven  Determinante  D  =  pq  =  1  (mod.  4),  für  welche  (nach 
§.  122)  zwei  Charaktere  C,  nämlich 


(?)  mi  © 


existiren;  es  lassen  sich  daher  vier  Totalcharaktere  angeben,  und 
folglich  (§.  153)  zerfallen  alle  Formen  erster  Art  in  höchstens  zwei 
verschiedene  Geschlechter.  Nun  sind  aber  (1,0,  -—  pq),  ( —  1,  0,pq) 
zwei  solche  Formen,  und  ihre  ersten  Coefficienten  lehren,  dass  die 
erste  den  Totalcharakter 

(?)-  +  '•  (7>-  +  1- 

die  zweite  (zufolge  40  den  entgegengesetzten  Totalcharakter 

besitzt;  jede  andere  zu  derselben  Determinante  gehörige  Form 
erster  Art,  z.  B.  die  Form  (jp,  0,  —  q)  muss  daher  entweder  den 
ersten,  oder  den  zweiten  Totalcharakter  besitzen;  wendet  man  dies 
auf  die  beiden  durch  diese  Form  darstellbaren  Zahlen  p  und  —  q 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  im  ersten  Falle  gleichzeitig 

(£)=  +  ,    „na  (^)  =  +  1,  *.  (1)  — ,. 
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im  zweiten  Falle  gleichzeitig 

(£)=_.     und     Cjl)  — ..    4-    (*)=+. 

ist;  und  hiermit  ist  offenbar  auch  der  letzte  Tbeil  unserer  Aufgabe 
erledigt. 

§.  155. 

Mit  Hülfe  des  so  von  Neuem  bewiesenen  Reciprocitätssatzes 
lässt  sich  nun  wieder,  wie  in  §.  123  geschehen  ist,  darthun,  dass 
höchstens  diejenigen  x  Geschlechter  existiren  können,  deren  Total- 
charaktere der  dortigen  Bedingung  77 C  =  -f-  1  genügen;  der 
ungleich  tiefer  liegende  Satz  aber,  welchen  Dirichlet  aus  seinen 
Principien  auf  die  oben  (§.  125)  angegebene  Weise  abgeleitet  hat, 
der  Satz,  dass  alle  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren,  ist  von 
Gauss  entdeckt  und  mit  Hülfe  der  von  ihm  gegründeten  Theorie 
der  temären  quadratischen  Formen 

Ax*  +  By*  +Ce*  +  2A'yzi-2 B'ex+  2  C'xy 

bewiesen*).  Da  oben  (§.  152)  gezeigt  ist,  dass  ng  =  ccq  ist,  wo  g 
die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter,  n  die  Anzahl 
der  in  jedem  derselben  enthaltenen  Classen,  cc  =  t  die  Anzahl  der 
ambigen  Classen  oder  also  die  Anzahl  der  Totalcharaktere,  welche 
der  Bedingung  II C  =  +  1  genügen,  und  q  die  Anzahl  der  durch 
Duplication _  entstehenden  Classen  bedeutet,  so  leuchtet  ein,,  dass 
der  zu  beweisende  Satz  g  =  t  wesentlich  identisch  ist  mit  dem 
Satze  n  =  q\  da  ferner  n  die  Anzahl  aller  Classen  des  Haupt- 
geschlechtes ist,  und  jede  der  durch  Duplication  entstehenden 
q  Classen  gewiss  dem  Hauptgeschlechte  angehört  (§.  152),  so  ist 
der  zu  beweisende  Satz  (§.  125)  wesentlich  identisch  mit  dem 
folgenden**): 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplication. 

Wir  können  hier  unmöglich  darauf  eingehen,  den  Beweis  mit- 
zutheilen,  welchen  Gauss  auf  die  Theorie  der  ternären  Formen 
gestützt  hat;  da  dieses  tiefe  Theorem  aber  den  schönsten  Abschluss 
der  Lehre  von  der  Composition  bildet,  so  können  wir  es  uns  nicht 


*)  D.  A.  art.  287. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  286. 
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versagen,  dasselbe  auch  ohne  Hülfe  der  Dirichlet'schen  Principien 
noch  auf  einem  zweiten  Wege  abzuleiten,  der  zugleich  die  Grund- 
lage für  andere  wichtige  Untersuchungen  bildet.  . 

Um  einen  bestimmten  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  ge- 
winnen, heben  wir  zunächst  eine  charakteristische  Eigenschaft  aller 
der  Classen  Q  hervor,  welche  durch  Duplication  entstehen:  alle 
Formen  dieser  Classen  und  nur  diese  Formen  sind  fähig,  Quadrat- 
zahlen  darzustellen,  welche  relative  Primzahlen  zu  2  2)  sind.  Ent- 
steht nämlich  Q  durch  Duplication  einer  Classe  2T,  so  kann  man 
aus  K  immer  eine  solche  Form  auswählen,  deren  erster  Coefficicnt 
x  relative  Primzahl  zu  2  2)  ist;  da  alsdann  diese  Form  mit  sich 
selbst  einig  ist,  so  entsteht  durch  Duplication  eine  der  Classe  Q 
angehörige  Form,  deren  erster  Coefficient  =  x2  ist,  und  folglich 
ist  diese  Quadratzahl  durch  die  Formen  der  Classe  Q  eigentlich 
darstellbar.  Umgekehrt,  ist  Q  eine  Classe,  durch  deren  Formen 
eine  Quadratzahl  dargestellt  werden  kann,  welche  relative  Prim- 
zahl zu  2  2)  ist,  so  giebt  es  auch  eine  solche  Quadratzahl  x\  welche 
durch  diese  Formen  eigentlich  darstellbar  ist,  und  folglich  findet 
sich  in  dieser  Classe  Q  eine  Form  (x2,  x\  x"),  welche  offenbar 
durch  Duplication  der  Form  (x,  x\  xx")  entsteht;  mithin  ist 
Q  =  2T*,  wo K  die  Classe  bedeutet,  welcher  die  Form  (#,  x1,  xx") 
angehört.  Das  obige  zu  beweisende  Theorem  ist  daher  identisch 
mit  dem  folgenden: 

Ist  (-4,  2?,  C)  eine  Form  des  Hauptgeschlechtes  der  Determi- 
nante 2),  so  ist  die  Gleichung 

Äz2  +  2Bzy  +  Cy2  =  x2 

stets  lösbar  in  ganzen  Zahlen  z,  y,  x,  deren  letzte  relative  Primzahl 
m  2D  ist. 


§.  156. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung  sind  wir  dahin  geführt, 
die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  von  der  Form 

ax2  +  by2  +  cz2  +  2a'yz  +  2b'zx  +  2c'xy  =  0 

in  ganzen  Zahlen  x,  y,  z  (oder  was  Dasselbe  ist,  die  Lösbarkeit  der 
allgemeinen  Gleichung 

au2  +  bv2  +  2c'uv  +  2b'u  +  2a'v  +  c  =  0 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  27 
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in  rationalen  Zahlen  w,  v)  zu  untersuchen.  Dieselbe  kann,  allge- 
mein zu  reden,  auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt  werden,  in 
welchem  die  Coefficienten  a\  b\  c1  =  0  sind*),  und  wir  beschäftigen 
uns  daher  im  Folgenden  nur  mit  Gleichungen  von  der  Form 

az*  +  by'  +  cs*  =  0,  (1) 

wo  a,  ft,  c  drei  gegebene,  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  be- 
deuten,- die  wir  ausserdem  stets  als  relative  Primzahlen  annehmen, 
weil  jeder  andere  Fäll,  wie  man  leicht  erkennt,  sich  auf  diesen 
zurückführen  lässt**).  Wir  wollen  nun  eine  Lösung  x,  y,  z  eine 
eigentliche  Lösung  nennen,  wenn  die  drei  Zahlen  a%,  b  y,  c  z  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  dann  leuchtet  ein,  dass  dieselben 
auch  relative  Primzahlen  sind ;  ginge  nämlich  eine  Primzahl  p  in 
zweien  von  ihnen  auf,  so  müsste  p  zufolge  (1)  auch  in  der  dritten 
aufgehen.  Hieraus  folgt,  dass  auch  xt  y,  z  relative  Primzahlen 
sind;  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  bilden  sie  eine  eigent- 
liche Lösung;  denn  wenn  a#,  6y,  cz  durch  eine  Primzahl  p  theil- 
bar  wären,  welche  doch  höchstens  in  einer  der  Zahlen  x,  y,  z  auf- 
gehen kann,  so  müssten  mindestens  zwei  der  Coefficienten  a,  6,  c 
durch  p  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  weil  dieselben  relative 
Primzahlen  sind. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  beginnen  wir  unsere  Unter- 
suchung***), indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellen: 

L  Aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Lösung  x  =  u,  y  =  v, 
z  =  w  der  Gleichung  (1)  ihre  sämmtlichen  Lösungen  abzuleiten. 

Da  au,  bv,  cw  relative  Primzahlen  sind,  und  eine  von  ihnen, 
z.  B.  au,  zufolge  der  Gleichung 

au2  +  bv*+  cw*  =  0  (2) 

gerade  ist,  so  haben  auch  die  Zahlen  2aw,  6  t?,  cw  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler,  und  man  kann  daher  (naoh  §.  24)  die  Gleichung 

aul  +  bvm  +  cwn  =  1 

so  lösen,  dass  l  gerade,  und  folglich  die  eine  der  beiden-  Zahlen 
m,  n  gerade,  die  andere  ungerade  wird;  setzt  man  nun 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  299,  300. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  298. 

***)  Sie  ist  der  Kürze  halber  synthetisch  geführt;  derselbe  Gegenstand 
ist  auf  andere  Weise  behandelt  in  der  Abhandlung  von  Q.  Cantor:  De 
aequaU'onibus  secundi  gradus  indeterminatis.    1867. 


und 
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al*  +  bm2  +  cn*  =  h 

u[  =  2J  —  Au,  v'  =  2m  —  hv,  w'  =  2n  —  hw, 
so  wird  h  ungerade,  und  man  erhält  *) 

au'*  +  bv'*  +  cw'*  =  0  (3) 

auu'  +  bvv'  -\-cww*  =  2  (4) 

u  =  w',  v  =  v',  w  =  w'  (mod.  2);  (5) 
man  kann  daher 

vu>' — wv'  =  2u",  wu'  —  uw'  =  2v",  uv'  —  vu'  =  2w"    (6) 

setzen,  wo  w",  v",  w"  ganze  Zahlen  bedeuten,   welche  mit  den 
anderen  noch  durch  folgende  Relationen**)  verbunden  sind: 

auu'  =  l  +  bcu"2 

bvv'  =  1  +cav"*  '  (7) 

cww'  =  1  +  a&w"2 
bcu"*  +  cav"*  +  abw"*=—  1  (8) 

t;w'-f«)t;'  =  2ot;V 
.  wu'  +  ww'  =  2bw"u"  (9) 

ut?'  +  t;w'  =  2cw'V 

Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,  unsere  Aufgabe  allgemein 
zu  lösen.    Sind  x,.y,  *  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  werden  auch 

t  =  au'x  -\-bv'y -\-cw'0 

V  =  aux  +  6vy +  cte?jer  (10) 

ganze  Zahlen,  welche  zufolge  (5)  der  Bedingung 

t  =  t'  (mod.  2)  (11) 

*)  Umgekehrt  lässt  sich  aus  (2),  (3),  (4),  (5)  leicht  beweisen,  dass  a,  b,  c 
relative  Primzahlen  sind,  und  dass  sowohl  u,v,w,  als  auch  u',  t?',  w'  eigent- 
liche Lösungen  der  Gleichung  (1)  bilden;  doch  ist  dies  für  unsere  Zwecke 
nicht  nöthig. 

**)  Man  findet  z.  B.  die  erste  der  Gleichungen  (7)  aus  der  identischen 
Gleichung 

(bv2  +  cw2)  (bv'2  +  cw'2)  =  (bvv'  +  cww')2  -f  bc(vw'  —  wv')* 
unter  Berücksichtigung  von  (2),  (3),  (4),  (6);  die  Gleichung  (8)  ergiebt  sich 
durch  Addition  aus  (7)  mit  Rücksicht  auf  (4);  und  die  erste  der  Gleichungen 
(9)  folgt  aus  der  Identität 

(auu' -f- bvv'  -f-  cww')  (vwr -\-wv')  —  a(wu* —  uw')  (uvf— r-vu') 
=  (au2  +  bv2  -f  cw2)v'w'  +  (au'2  +  bv'2  -f  cw'2)vw. 

27* 


420  Supplement  X. 

genügen;  umgekehrt,  sind  t,t',t"  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  welche 
nur  der  Bedingung  (11)  unterworfen  sind,  so  folgt  aus  (10)  unter 
Berücksichtigung  von  (5),  (7)  und  (9),  dass 

2x  =  ut  +  u't'  —  2bcu"t"\ 

2y  =  vt  +v't'  —  2cav"t"\  (12) 

2  z  =  wt  +  w't'  —  2abw"t") 

gerade,  also  x,  y,  z  ganze  Zahlen  sind*).  Multiplicirt  man  diese 
letzten  Gleichungen  resp.  mit  ax,  by,  cz,  und  addirt  mit  Rücksicht 
auf  (10),  so  folgt 

ax*  +  by*  +  cz*  =  tt'  —  abct"2', 

mithin  haben  wir  folgendes  Resultat:  Buden  die  ganzen  Zahlen 
x,  y,  z  eine  Lösung  der  Gleichung  (1),  so  werden  tf,  t',t"  vermöge 
(10)  ganze  Zahlen,  welche  den  Bedingungen  (11)  und 

tt'  =  abct"*  (13) 

genügen-,  umgekehrt,  befriedigen  die  ganzen  Zahlen  t,  t',tn  die  Be- 
dingungen (11)  und  (13),  so  werden  x,  y,  z  vermöge  (12)  ganze 
Zahlen,  welche  der  Gleichung  (1)  genügen**). 


*)  Führt  mau  statt  t,  t'ttff  die  Grössen 

o  —  t  -\-V        ,  —  t      V         n ft 

8—       g      '     8  ""      2      ' 

als  neue  Variabele  ein,  so  sind  dieselben  mit  den  Grössen  x,  yf  z  durch 
lineare  Gleichungen  verbunden,  deren  Determinante  =  1  ist;  an  die  Stelle 
der  Gleichung  (13)  tritt  die  folgende 

welche  von  derselben  Form  wie  (1)  ist,  und  damit  xf  y,  z  eine  eigentliche 
Lösung  bilden,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  8  und  s'  relative 
Primzahlen  sind.  Aber  die  Beibehaltung  der  Grössen  t,  t'9 111  gewährt 
wieder  andere  Vortheile. 

**)  Die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (13),  deren  wir  zwar  in  der 
Folge  nicht  bedürfen,  besteht,  wie  man  sehr  leicht  findet,  in  den  Gleichungen 

t  =  rdw2,    V  =  rd'w'2,    *"  =  *««', 

wo  dj  d'j  r,  ai,  w'  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  einzigen 
Bedingung 

ddf  =  abc 

unterworfen  sind;  man  kann  aber  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beein- 
trächtigen, annehmen,  dass  t  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
t,  t',t">  und  dass  td}  tdf  die  grössten  Theiler  sind,  welche  x abc  reap.  mit 
t,  V  gemeinschaftlich  hat.  Führt  man  diese  Ausdrücke  in  (12)  ein,  so  erhält 
man  die  binären  quadratischen  Formen 


Composition  der  Formen.  421 

Zur  VervoUständigung  fügen  wir  hinzu:  Damit  die  Zahlen 
x,  y>  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bilden,  ist  ferner 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Zahlen  t,t'  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  und  dass,  wenn  beide  gerade  sind, 

t  +  V  =  2  (mod.  4)  (14) 

ist 

Für  unseren  Zweck  genügt  es  zu  beweisen,  dass  die  beiden  an- 
gegebenen Bedingungen  hinreichend  sind.  Gesetzt,  es  ginge  eine 
Primzahl  p  in  den  drei  Zahlen  ax,  by,  cz  auf,  so  müsste  sie 
zufolge  (10)  auch  in  t  und  V  aufgehen;  da  aber  t,  t1  der  Annahme 
nach  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so 
müsste  p  =  2  sein,  und  es  wären  also  t,t',  ax,  by,  cz  gerade 
Zahlen;  dann  würde  aber  aus  (10)  mit  Rücksicht  auf  (5)  folgen, 
dass  t  +  t'  =  0  (mod.  4)  wäre,  während  wir  doch  angenommen 
haben,  dass  t  + 1'  =  2  (mod  4)  ist,  sobald  t  und  V  gerade  Zahlen 
sind.  Hieraus  folgt  also,  dass  ax,  by,  cz  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  haben,  was  zu  beweisen  war*). 

II.  Bilden  die  Zahlen  x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1),  so  sind  ax,  by,  cz  relative  Primzahlen,  und  man 
kann  folglich  drei  Zahlen  %  33,  (S  bestimmen,  welche  den  Con- 
gruenzen 

%z  =  by  (mod.  a),  33#  =  cz  (mod.  b),  ßy  =  ax  (mod.  c)    (15) 

genügen,  woraus  in  Verbindung  mit  (1) 

2l2  =  —  6c(mod.a),  S32  =  —  ca(mod.6),  (P  =  —  ab  (mod.c)    (16) 

folgt.    Wir  haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten : 


—  =  (du,  —  bcu",  d'u'),    —  =  (dv,  —  cav",  d'v'), 

—  =  (dw,  —  abw",  d'w'), 

deren  Variabein  w,  w',  und  deren  Determinanten  zufolge  (7)  die  Zahlen  —  b  c, 
—  ca,  — ab  sind.  Transformirt  man  diejenige  dieser  Formen,  deren  De- 
terminante negativ  ist,  in  eine  reducirte  Form  (§.  64),  so  erhält  man  die 
einfachsten  Lösungen. 

*)  Es  ist  leicht,  wenn  auch  für  unseren  Zweck  nicht  erforderlich,  die 
beiden  angegebenen  Bedingungen  auf  die  Zahlen  d,  df,  t,  w,  to*  zu  über- 
tragen: die  Zahlen  d,  d'  müssen  relative  Primzahlen  sein,  und  nur,  wenn 
a  b  c  =  0  (mod.  8),  können  sie  auch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
2  haben;  umgekehrt,  genügt  die  Zerlegung  abc  =  dd1  diesen  Bedingungen, 
so  kann  man  t,  o>,  w'  so  wählen,  dass  x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1)  bilden. 


(17) 
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Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbcur,  so  sind  die  Zählen 
—  bc,  —ca^  —  ab  resp.  quadratische  Reste  der  Zahlen  a,  6,  c,  und 
jede  eigentliche  Lösung  x,  y,  z  führt  durch  die  Congruenzen  (15)  sm 
drei  völlig  bestimmten  Zahlclassen  21  (mod.  a),  99  (mod.  b),  ß  (tnod.  c), 
welche  den  Congruenzen  (16)  genügen*). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  unsere  Untersuchungen  ist 
es  aber,  dass  dieser  Satz  sich  in  folgender  Weise  umkehren  lässt-. 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar,  und  sind  drei  Zahlen 
2t,  33,  @  gegeben ,  welche  den  Congruenzen  (16)  genügen,  so  kann 
man  stets  eigentliche  Lösungen  x,  y,  z  finden,  welche  die  Bedin- 
gungen (15)  erfüllen. 

Um  dies  zu  beweisen,  bestimmen  wir  zunächst  drei  Zahlen 
X,  Y,  Z  durch  die  (nach  §.  25)  stets  vereinbaren  Congruenzpaare 

X  =  c  (mod.  b),     Y  =  a  (mod.  c),    Z  =b  (mod.  a) 
X  =  (S (mod.  c),    Y=% (mod. a),    Z  =  99 (mod.  b) 

aus  welchen  unter  Berücksichtigung  der  Annahme  (16)  die  der 
Gleichung  (1)  ähnliche  Congruenz 

aP  +  bY*  +  cZ2  =  0  (mod.  abc)  .  (10 

folgt,  weil  ihre  linke  Seite  durch  jede  der  drei  relativen  Primzahlen 
a,  b,  c  theilbar  ist.  Da  ferner  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lö- 
sung u,  v,  w  der  Gleichung  (1)  angenommen  ist,  so  behalten  wir 
alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen 

T=au'X  +  bv'Y+cw'Z 
T'=auX-\-bvY+cwZ 

woraus  zufolge  (5) 

T=  T'(mod.  2)  (11') 

und  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (9) 

2X  =  uT  +  u'T'  (mod.  2bc)\ 

2Y=vT  +  v'T'  (mod.  2ca)\  (120 

2Z=wT+w'T'  (mod.  2ab)\ 


(mod.  2 abc),  (1O0 


*)  Wirft  man  zwei  eigentliche  Lösungen  in  dieselbe  oder  in  verschie- 
dene Classen,  je  nachdem  sie  zu  denselben  drei  Zahlclassen  91  (mod.  a), 
B  (mod.  6),  <£  (mod.  c)  führen  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschie- 
denen Classen  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  der 
*gruenz  xa  =  1  (mod.  a  b  c),  und  der  nachfolgende  Satz  behauptet  die 
kliche  Existenz  aller  dieser  Classen  von  eigentlichen  Lösungen. 
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folgt;  multiplicirt  man  diese  Gongruenzen  resp.  mit  a  X,  b  IT,  cZ, 
wodurch  sie  in  Gongruenzen  nach  dem  Modulus  2  abc  übergehen, 
so  ergiebt  sich  durch  Addition  unter  Berücksichtigung  von  (1') 
und  (10') 

TT' =  0  (mod.  abc).  (13') 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  drei  Zahlen  T,  T',abc  keinen  un- 
geraden gemeinschaftlichen  Divisor  haben,  und  dass,  wenn  abc 
gerade  ist, 

T+T'  =  2  (mod.  4)  (14') 

ist.  Ginge  nämlich  eine  ungerade  Primzahl  p  in  T,  T'  und  a&c, 
also  auch  z.  B.  in  c  auf,  so  würde  Y  zufolge  (12')  durch  p  theilbar 
sein,  und  da  a  =  Z  (mod.  c)  ist,  so  hätten  a  und  c  den  gemein- 
schaftlichen Theiler  p,  was  unmöglich  ist.  Wenn  ferner  abc,  und 
also  auch  z.  B.  c  gerade  ist,  so  sind  zufolge  (11')  und  (13')  auch 
T  und  T'  gerade  Zahlen;  wäre  nun  die  Congruenz  (14')  unrichtig, 
so  wäre  T  =  T  (mod.  4),  und  aus  (12')  würde  folgen,  dass 
2Y=(v  +  v')T=0  (mod.  4),  also  Y  gerade  wäre,  was  abermals 
gegen  die  Congruenz  a  =  F(mod.c)  streitet,  weil  a  relative 
Primzahl  zu  c  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  im  Stande,  eine  eigent- 
liche Lösung  %,  y,  z  nachzuweisen,  welche  den  Bedingungen  (15) 
genügt;  diese  letzteren  gehen  vermöge  der  Definition  (17)  der 
Zahlen  X,  F,  Z  in  die  folgenden  über 

Yz  =  Zy  (mod.  a),    Zx  =  Xz  (mod.  &),     Xy  =  Yx  (mod.  c); 

da  ferner  aus  den  Definitionen  (10)  und  (10')  der  Zahlen  tf,  V  T,  T' 
die  Congruenz 

Tt—  TV  = 

2bcu',(Yz—Zy)  +  2cav"(Zx—Xz)+2abw"(Xy--Yx) 

folgt,  und  da  w",  v",  w"  zufolge  (7)  resp.  relative  Primzahlen  zu 
a,  6,  c  sind,  so  fallen  die  von  x,  y,  z  zu  erfüllenden  Bedingungen 
(15)  durchaus  mit  der  einzigen  Forderung 

T't=  TV  (mod.  2  abc) 

zusammen,  welcher  die  Zahlen  £,  V  genügen  müssen;  sollen  ferner 
die  Zahlen  #,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bil- 
den, so  haben  t  und  V  ausserdem  noch  die  früher  erwähnten  Be- 
dingungen (11),  (13),  (14)  zu  erfüllen.  Dies  Alles"  lässt  sich  in  der 
That  auf  folgende  Weise  erreichen. 


(mod.  2  abc) 


424  Supplement  X. 

Ist  abc  ungerade,  so  seid  der  grösste  gemeinschaftliche Theiler 
der  beiden  Zahlen  Tund  ab  c  =  dd'\  da  nun  zufolge  (13')  TT9  durch 
abc  theilbar  ist,  so  geht  d'  in  T'  auf,  und  da,  wie  oben  gezeigt  ist, 
die  Zahlen  T,  T,  abc  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  sind  d  und  df  relative  Primzahlen,  und  df  ist  zugleich  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  T'  und  abc. 
Dann  leuchtet  ein,  dass  man  allen  Forderungen  genügt,  wenn  man 
z.  B.  t  =  d,  V  =  d',  t"  =  1  nimmt;  denn  weil  t  =  tf  =  l,(mod. 2), 
so  werden  x,  y,  t  ganze  Zahlen,  die  wegen  tV  =  abcV9*  eine  Lö- 
sung der  Gleichung  (1)  bilden;  diese  Lösung  ist  eine  eigentliche, 
weil  t ,  V  ungerade  relative  Primzahlen  sind;  da  endlich  t  =  V, 
T=T  (mod.  2),  und  Tt  =  TV  =  0  (mod.  dd')  ist,  so  folgt 
auch  T't  =  TV  (mod.  2  abc),  d.  h.  die  eigentliche  Lösung  x,  y,  z 
genügt  den  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15). 

Ist  aber  abc,  und  folglich  auch  T,  V  gerade,  und  zwar  T+  T 
=  2  (mod.  4),  so  können  wir  der  Symmetrie  wegen  annehmen,  es 
sei  T=  0,  Tf  =  2  (mod.  4);  dann  sei  d  wieder  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  der  beiden  Zahlen  Tund  abc  =  dd\  so 
wird  d'  in  T'  aufgehen.  Ist  nun  d'  ungerade,  so  genügt  man  allen 
Bedingungen,  wenn  man  z.  B.  t  =  2d,  V  =  2d',  V  =  2  nimmt; 
denn  es  ist  t  =  0,  V  =  2  (mod.  4),  tV  =  ab  et"*,  T't  =  TV  ==  0 
(mod.  2a6c),  und  £,  V  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen 
Theiler.  Ist  aber  d'  gerade,  so  kann  man  wieder  durch  t  =  d, 
V  =  d',  V  =  1  allen  Bedingungen  genügen;  da  nämlich  T:  d 
relative  Primzahl  zu  d'  und  folglich  ungerade  ist,  so  muss,  weil 
T  =  0  (mod.  4),  auch  d  =  0  (mod.  4)  sein;  da  ferner  df  in  T  auf- 
geht, und  T  =  2  (mod.  4)  ist,  so  muss  auch  d'  =  2  (mod.  4)  sein; 
mithin  ist  £  =  0,  £'  =  2  (mod.  4);  es  ist  ferner  tV  =  ab  et"2,  und 
die  Zahlen  t,  V  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler; 
da  endlich  die  Quotienten  T :  d  und  Tf  :  d'  ungerade  sind,  so  ist 
ihre  Differenz  gerade,  und  folglich,  wenn  man  mit  dd1  =  abc 
multiplicirt,  Td'  —  T'd=  TV  —  T't  =  0  (mod.  2 abc),  was  zu 
beweisen  war. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  ausser  den  eben  angegebenen 
speciellen  Lösungen,  welche  die  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15) 
erfüllen,  alle  anderen  zu  bestimmen,  und  man  findet  namentlich 
leicht,  dass  zwei  eigentliche  Lösungen  x,  y,  e  und  Xy,  yx,  #l5  welche 
resp.  durch  die  Werthe  t,  V,  V  und  tx,  Vi,  t"  hervorgebracht  werden, 
stets  und  nur  dann  denselben  Congruenzen  (15)  genügen,  wenn 
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tt\  =  t'ti  (mod.  2  abc)  ist*);  allein  alle  diese  an  sich  interessanten 
Vervollständigungen,  sind  für  unsere  Zwecke  nicht  erforderlich. 
Wir  begnügen  uns  daher,  aus  den  obigen  Resultaten  noch  den 
Beweis  des  folgenden  Satzes  abzuleiten,  dessen  wir  später  durchaus 
bedürfen. 

III.  Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar,  und  ist  —  bc  quadra- 
tischer Best  von  ap2,  wo  p  eine  in  b  c  nicht  aufgehende  Primzahl 
bedeutet,  so  besitzt  die  Gleichung  (1)  auch  solche  eigentliche  Lösungen 
x,  y,  z,  welche  der  Bedingung  x  =  0  (mod.  p)  genügen. 

Der  Annahme  zufolge  besitzt  die  Gleichung  (1)  eine  eigent- 
liche Lösung  u,  v,  w,  und  wir  können  alle  hieraus  in  I.  gezogenen 
Folgerungen  für  uns  in  Anspruch  nehmen;  es  versteht  sich  von 
selbst,  dass  wir  den  vorstehenden  Satz  nur  für  den  Fall  zu  be- 
weisen brauchen,  dass  keine  der  beiden  Zahlen  u,  u1  durch  p 
theilbar  ist. 

Ist  nun  p  ungerade,  so  kann  man,  da  der  Annahme  nach 
—  bc  =  a2  (mod. p)  ist,  das  Vorzeichen  von  a  so  wählen,  dass 
bcu"  -\-a  nicht  theilbar  durch  p  ist;  wären  nämlich  beide  Zahlen 
bcuH  -f«  und  bcu"  —  a  durch  p  theilbar,  so  müsste  auch  ihre 
Differenz  2  a,  also  auch  cc  durch  die  ungerade  Primzahl  p  theilbar 
sein,  was  gegen  — bc  =  a2  (mod.  p)  und  die  Annahme  streitet, 
dass  p  nicht  in  b  c  aufgeht.  Da  nun  u  ebenfalls  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  ra  stets  so  bestimmen  (§.  25), 
dass  sje  der  Congruenz 

u a  =  b cu"  +  a  (mod.  p) 

genügt  und  ausserdem  relative  Primzahl  zu  2  abc  wird,  weil  ra, 
falls  p  in  2  abc,  also  in  a  aufgehen  sollte,  schon  vermöge  dieser 
Congruenz  relative  Primzahl  zu  p  wird.    Setzt  man  nun 

t  =  t(o2,    t'  =  tabc,    t"  =  x<o, 


*)  Hieraus  folgt,  dass  allen  zu  derselben  Classe  gehörigen  eigentlichen 
Lösungen  dieselbe  Zerlegung  abc  =  dd'  entspricht,  mit  einziger  Ausnahme 
des  Falles,  wo  abc  =  2  (mod.  4),  in  welchem  der  Factor  2  nach  Belieben 
in  d  oder  in  d'  aufgenommen  werden  kann,  ohne  dass  eine  Aenderung  der 
Classe  eintritt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  (vergl.  die  früheren  Noten), 
dass  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Zerlegungen,  und  also  auch 
die  der  wirklich  existirenden  Classen  genau  mit  der  Anzahl  der  incon- 
gruenten  Wurzeln  der  Congruenz  x2  =  1  (mod.  abc)  übereinstimmt;  hierin 
liegt  also  ein  neuer  Beweis  des  obigen  Satzes.  Aber  es  schien  angemessener, 
ihn  so  zu  führen,  dass  zugleich  eine  Lösung  gefunden  wird,  welche  den 
vorgeschriebenen  Congruenzen  genügt. 
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wo  r  =  1  oder  =  2*zu  nehmen  ist,  je  nachdem  abc  ungerade  oder 
gerade  ist,  so  erhält  man  eine  entsprechende  eigentliche  Lösung 
%i  Vt  z,  welche  auch  der  Bedingung  x  =  0  (mod.  p)  genügt  Ist 
nämlich  abc  ungerade,  also  r  =  1,  so  ist  t  =  t'  =  1  (mod.  2); 
ist  aber  ab c  gerade,  also  r  =  2,  so  ist  t  =  2,  t'  =  0  (mod. 4);  da 
ferner  ©  relative  Primzahl  zw  abc  ist,  so  haben  t,  t'  keinen  ungera- 
den gemeinschaftlichen  Divisor,  und  da  tt'  =  a&c$"*ist,  so  bilden 
#,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1).   Nun  ist  nach  (12) 

2x  =  ut  +  u't'  —  2bcu"t" 

=  z(ug>2  —  2bcu"a  +  abcu') 

also  mit  Rücksicht  auf  (7) 

2ux  =  r  {(wo  —  bcu")2  +  bc}  =  0  (mod.  ^ 

weil  u  gj  —  bcu"  =  a,  b  c  =  —  a3  ist;  da  endlich  2  w  nicht  durch 
p  theilbar  ist,  so  folgt  hieraus  x  =  0  (mod.  p). 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  p  =  2  über.  Ist  erstens  a 
gerade,  aber  nicht  =  0  (mod.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  da  der  An- 
nahme nach  —  bc  quadratischer  Rest  von  4  a,  also  b  c  =  —  1  (mod.  8) 
ist,  dass  u  gar  nicht  ungerade  sein  kann;  da  nämlich  a  gerade, 
also  b  v,  cw  ungerade  sind,  und  b  =  —  c  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus 
a u*  +  b v*  +  cw2  =  0,  dass  au9  =  0  (mod.  8),  und  folglich,  da  a 
nicht  =  0  (mod.  8)  ist,  jedenfalls  u  gerade  sein  muss;  und  offen- 
bar haben  dann  alle  anderen  eigentlichen  Auflösungen  #,  yy  8  die- 
selbe Eigenschaft  x  =  0  (mod.  2).  Ist  zweitens  a  =  0  (mod.  8), , 
also  —  bc  =  1  (mod.  8),  so  nehme  man  t"  =  1,  und  tt'  =  abc 
der  Art,  dass  einer  der  beiden  Factoren,  z.  B.  t  =  2  (mod.  4),  also 
der  andere  V  =  0  (mod.  4)  wird,  und  dass  sie  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Divisor  erhalten,  was  sich  stets  erreichen  lässt. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung 
bilden  werden.  Da  nun  der  Voraussetzung  nach  >u  ungerade  ist, 
und  da  aus  1  -f  bcu"'2  —  auu'  =  0  (mod.  8)  folgt,  dass  auch  u" 
ungerade  ist,  so  ergiebt  sich 

2x  =  ut  +  u't'  —  2bcu"t"  =  2  +  0  —  2  =  0  (mod.  4), 

also  ist  x  =  0  (mod.  2).  Ist  endlich  drittens  a  ungerade,  und  —  bc 
quadratischer  Rest  von  4  a,  also  b  c  =  —  1  (mod.  4),  so  nehme 
man  t"  =  1,  und  nach  Belieben  tt'  =  abc,  nur  so,  dass  t  und  V 
relative  Primzahlen  werden ;  dann  bilden  #,  y,  z  eine  eigentliche 
Lösung,  weil  ausserdem  t  =  t'  =  1  (mod.  2)  ist.  Da  nun  der  Vor- 
aussetzung nach  keine  der  Zahlen  u,  u'  gerade  ist,  so  folgt  aus 
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auu'  =  1  -f-  bcu"\  dass  w"  gerade,  und  folglich  auu9  =  1  (mod.4) 
ist;  mithin  ist  ut .  u't'  =  auu' .  b c  =  —  1  (mod. 4),  also ut  =  —  u'V 
(mod.  4),  und  "hieraus  ergiebt  sich 

2x  =  ut  +  u '*'  —  2bcu"t"  =  0  (mod.  4), 

also  ist  x  =  0  (mod.  2). 

Hiermit  ist  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen,  und  dieser 
Beweis  enthält  offenbar  eine  Methode,  aus  einer  eigentlichen  Lö- 
sung i*,  v,  w  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  a,  ft,  c  sind,  eine 
eigentliche  Lösung  x\  i>,  y,  *  derjenigen  Gleichung  abzuleiten,  deren 
Coefficienten  ap*,  6,  c  sind,  vorausgesetzt,  dass  —  &  c  quadratischer 
Rest  von  ap*  und  nicht  durch  die  Primzahl  p  theilbar  ist.  Durch 
wiederholte  Anwendung  desselben  Satzes  gelangt  man  offenbar  zu 
folgendem  Resultat: 

Sind  die  Zahlen  A  =  aP\    B  =  bQ\    C  =  cR*  relative 
Primzahlen ,   und  sind  die  Zählen  —  BC,  — CA,  —AB  resp. 
•  quadratische  Beste  van  A,  2?,  C,  so  folgt  aus  der  Existenz  einer 
eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

ax*  +  by*  +  c#*  =  0 

stets  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

Ax2  +  By*+Cz*  =  0. 

§.  157. 

Durch  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  ist  offenbar  die  Frage  nach 
der  eigentlichen  Lösbarkeit  der  Gleichung 

ax*  +  by*+cß*  =  0  (1) 

auf  den  Fall  zurückgeführt,  in  welchem  keine  der  relativen  Prim- 
zahlen a,  6,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist;  als  eine  erforderliche 
Bedingung  für  die  Lösbarkeit  ist  ferner  im  vorigen  Paragraphen  (II) 
erkannt,  dass  die  Zahlen  —  6  c,  — ca,  —ab  resp.  quadratische  Reste 
von  den  Zahlen  a,b,c  sein  müssen,  und  ausserdem  leuchtet  ein,  dass 
die  letzteren  unmöglich  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben  können. 
Mit  Hülfe  einer  Reductionsmethode,  welche  im  Wesentlichen  von 
Lagrange*)  herrührt,  lässt  sich  nun  wirklich  beweisen,  dass  diese 


*)  Sur  la  Solution  des  problemes  indetermines  du  second  degri.  Mem. 
de  l'Acad.  de  Berlin.  T.  XXIII.  1769.  (Oeuvres  de  L.  T.  II.  1868.  p.  375.)  — 
Äddüions  aux  Elemens  d'Algebre  par  L.  Euler.    §.  V. 


428  Supplement  X. 

Bedingungen  auch  die  hinreichenden  sind,  dass  also  folgender 
Satz*)  besteht: 

Sind  a,  6,  c  drei  von  Null  verschiedene  und  durch  kein 
Quadrat  theilbare  relative  Primzahlen,  welche  nicht  alle  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  und  sind  die  Zahlen  — 6  c,  — ca,  —  ab  resp.  qua- 
dratische Reste  der  Zahlen  a,  6,  c;  so  ist  die  Gleichung  (1)  eigent- 
lich lösbar. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  der  Satz  in  dem  speciellen  Falle 
richtig  ist,  wenn  einer  der  Coefficienten,  z.  B.  a=  +  1,  ein  anderer, 
z.  B.  b  = — 1  ist;  denn  man  genügt  der  Gleichung  (1)  durch  die 
relativen  Primzahlen  x  =  y  =  1,  z  =  0. 

Um  uns  nun  bequemer  ausdrücken  zu  können,  nennen  wir, 
indem  wir  den  absoluten  Werth  einer  Grösse  h  mit  (Je)  bezeichnen, 
dasjenige  der  drei  Producte  (6c),  (ca),  (ab),  welches  der  Grösse 
nach  zwischen  den  beiden  anderen  liegt,  den  Index  der  Gleichung 
(1),  und  wenn  etwa  zwei  dieser  Producte  oder  alle  drei  einander 
gleich  sein  sollten,  so  soll  unter  dem  Index  der  gemeinschaftliche 
Werth  dieser  beiden  oder  aller  Producte  verstanden  werden.  Aus 
dieser  Erklärung  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes 
für  den  Fall,  dass  ihr  Index  =  1  ist;  denn  dann  muss,  wie  man 
leicht  erkennt,  (a)  =  (6)  =  (c)  =  1  sein,  und  da  die  Coefficienten 
nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ergiebt  sich  die  Lösbarkeit 
der  Gleichung  aus  der  vorausgeschickten  Bemerkung. 

Um  nun  den  Beweis  allgemein  zu  fuhren,  nehmen  wir  an,  er 
sei  schon  geleistet  für  alle  Gleichungen,  deren  Index  kleiner  als 
eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  J  ist,  und  zeigen,  dass  der 
Satz  dann  auch  für  alle  Gleichungen  gelten  muss,  deren  Index 
=  J  ist.  Gelingt  dies,  so  gilt  der  Satz  allgemein,  weil  er  für 
J  =  1  richtig  ist. 

Es  sei  daher  J  ^  2  der  Index  der  Gleichung  (1).  Nehmen 
wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  es  sei  (a)  <  (b)  <;  (c), 
also  auch  (ab)  <£(ac)  <^  (6c),  so  ist  J"=  (ac);  wäre  nun  (6)  =  (c), 
so  müsste,  weil  6  und  c  relative  Primzahlen  sind,  (6)  =  (c)  =  1 
sein,  woraus  auch  J  =  1  folgen  würde,  was  mit  unserer  Annahme 
streitet;  mithin  ist 

0)  ^  (6)  <  0),  (ab)  <  (ac)  =  J^  (6c).  (2) 


*)  Legendr e:  Theorie  des  Nombres,  3me  ed.  T.  I.  §§.  III,  IV.  —  Gauss: 
D.  A.  artt.  294,  295.  —  Der  nachfolgende  Beweis  lässt  sich  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  a,  b,  c  quadratische  Divisoren  besitzen. 
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Der  Annahme  nach  ist  nun  — ab  quadratischer  Rest  von  c,  und 
folglich  kann  man  eine  Zahl  r  so  bestimmen,  dass.  ar2  =  — b 
(mod.  c),  und  zugleich  (r)  <^  \  (c)  wird;  setzt  man  dann 

ar*  +  b  =  cC,  (3) 

so  wird  C  eine  ganze  Zahl,  deren  absoluter  Werth 

(CO  Slfc^J+ß*  <*/+!</  (4) 

ist,  weil  (r)  <g  £  (c),  (a  c)  =  J  ^  2,  und  (6)  <  (c)  ist. 

Ist  nun  C  =  0,  so  folgt  6  =  —  ar*y  also,  da  ft  relative  Prim- 
zahl zu  a  und  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  (r)  =  1  und 
b  =  —  a  =  +  1 ,  und  mithin  besitzt  die  Gleichung  (1)  in  diesem 
Fall  wieder  die  eigentliche  Lösung  x  =  y  =  1,  z  =  0. 

Ist  aber  C  von  Null  verschieden,  so  führen  wir  die  Gleichung 
(1)  folgendermaassen  auf  eine  andere  von  kleinerem  Index  zurück. 
Es  sei  a'  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  in  der 
Gleichung  (3)  vorkommenden  Glieder  ar*,  6?  cC,  so  ist  a'  zugleich 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  je  zweien  dieser  Zahlen, 
so  dass  die  drei  Glieder  der  Gleichung 

ar*   ,    b  _  cC 
a1    +  af~Jr 

gewiss  relative  Primzahlen  sind.  Da  nun  a'  in  b  aufgeht,  also 
relative  Primzahl  zu  c  und  zu  a  ist,  so  muss  a1  in  C  und  in  r2,  also 
auch  in  r  selbst  aufgehen,  weil  af  als  Divisor  von  b  durch  kein 
Quadrat  theilbar  ist.    Man  kann  daher 

r  =  a'a,    b  =  a'ß,     C  =  a'C  =  a'c'y*  (5) 

setzen,  wo  y2  das  grösste  in  C  =  c'y2  aufgehende  Quadrat  be- 
deutet; hierdurch  geht  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über 

aa'a*  +  ß  =  cc''y*,  (6) 

deren  drei  Glieder  also  relative  Primzahlen  sind;  setzen  wir  end- 
lich noch 

b'  =  aß,  (7) 

so  sind  hierdurch  drei  Zahlen  a',  6',  c'  definirt,  welche,  wie  wir 
beweisen  wollen,  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  ge- 
gebenen Zahlen  a,  6,  c, 

Dass  erstens  keine  der  Zahlen  a\  b\  cf  =  0  ist,  leuchtet  ein, 
weil  a'b'  =  a' aß  =  ab  ist,  und  cf  in  C  aufgeht.  Aus  a'b'  =  ab 
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folgt  ferner,  dass  a\b'  relative  Primzahlen  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  sind,  weil  a,  b  dieselben  Eigenschaften  haben;  da  ferner 
y2  das  grösste  in  C  =  c'y2  aufgehende  Quadrat  ist,  so  kann  e' 
durch  kein  Quadrat  theilbar  sein;  und  da  die  Glieder  der  Gleichung 
(6)  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  c'  auch  relative  Primzahl  zu 
aa'ß  =  a'b'. 

Die  Zahlen  a',b',c'  können  auch  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  nämlich  ab  =  a'b'  negativ,  so  haben  a',  b'  entgegen- 
gesetzte Zeichen;  ist  aber  ab  positiv,  folglich  ca  und  bc  negativ, 
so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ar2-\-b  =  ca'c'y2,  dass  a'c' 
negativ  ist,  dass  also  a\  c'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Da  ferner  zufolge  der  Gleichung  (6),  deren  drei  Glieder  rela- 
tive Primzahlen  sind,  die  drei  Zahlen  ßcc\  aca'c\  — aa'ß= —  a'b9 
resp.  quadratische  Reste  der  drei  Zahlen  aa\  /S,  c'  sein  müssen, 
und  da  nach  Voraussetzung  die  beiden  Zahlen  —  bc  =  —  /Sa'c, 
—  ca  resp.  Reste  von  den  beiden  Zahlen  a,  b  =  a'ß  sind,  so  er- 
giebt sich  hieraus  leicht,  dass  die  drei  Zahlen  —  b'c\  — cV,  — a'b' 
resp.  Reste  der  drei  Zahlen  a\  b\  c'  sind. 

Endlich  ist  {a'b')  =  (ab)  <J zufolge  (2),  und  (cV)^(c'a')y2 
=  (C)  <  J  zufolge  (4);  mithin  ist  der  Index  der  Gleichung 

a'x'*  +  &y*4-cV2  =  0 

gewiss  kleiner  als  J",  und  folglich  ist  sie  nach  unserer  obigen  Vor- 
aussetzung lösbar  in  relativen  Primzahlen  x\  y\  *'\  da  nun  die 
Zahlen  a'ax'  —  ßy\  x'  +  aay'  nicht  beide  verschwinden,  weil 
sonst  auch  x'  =  y'  =  0  wäre,  so  kann  man 

mx  =  a'ax'  —  ßy'\    my  =  x'  +  accy'\    msf  =  c'y0' 

setzen,  wo  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der  drei 
Zahlen  rechter  Hand  bedeutet;  hieraus  folgt  aber  mit  Beachtung 
von  (5),  (6),  (7) 

w2(aa?2  +  6y2  +  es*)  =  cc'y*(a'x'*  +  b'y'*  +  & V2)  =  0, 

also,  da  m  nicht  =  0  ist,  auch 

ax*  +  by*  +  cz*  =  0; 

da  endlich  die  Zahlen  x,  y,  z  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  und  keine  der  Zahlen  a,  6,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist, 
so  sind  x,  y,  z  auch  relative  Primzahlen  und  bilden  folglich  eine 
eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1). 


] 
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Hiermit  ist  der  Schluss  vollständig  durchgeführt,  und  also 
auch  der  obige  Satz  allgemein  bewiesen.  Es  leuchtet  ferner  ein, 
dass  in  der  successiven  Zurückführung  der  Gleichung  (1)  auf  ähn- 
liche Gleichungen  von  immer  kleinerem  Index  und  endlich  auf 
eine  Gleichung,  in  welcher  ein  Coefficient  =  +  1,  ein  anderer 
=  —  1  ist,  auch  eine  Methode  liegt,  eine  Lösung  derselben  zu 
finden. 

Nachdem  für  diejenigen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sind,  die  oben  genannten"  erforderlichen  Be- 
dingungen zugleich  als  hinreichend  für  die  Existenz  eigentlicher 
Lösungen  erkannt  sind,  so  geht  aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  hervor,  dass  genau  Dasselbe  Statt  findet  für  alle 
Gleichungen  (1),  deren  Coefficienten  von  Null  verschieden  und 
relative  Primzahlen  sind.  Wir  können  daher  das  Gesammtresultat 
unserer  Untersuchungen  in  dem  folgenden*  wichtigen  Satze  nieder- 
legen: 

Sind  die  Zahlen  a,  b,  c  relative  Primzahlen  und  von  Null  ver- 
schieden, so  ist  die  Gleichung 

ax*  +  by*  +  cz*  =  0 

stets  und  nur  dann  in  relativen  Primzahlen  x,  y,  z  lösbar,  wenn 
die  Zahlen  — bc,  — ca,  — ab  resp.  quadratische  Reste  von  den 
Zahlen  a,  b,  c  sind,  und  diese  letzteren  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  ferner 

—  bc  =  W  (mod.  a),  —  ca  =  332  (mod.  b),  —  ab  =  62  (mod.  c), 

so  ist  die  obige  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  x,  y,  z  der  Art 
lösbar,  dass 

Wz  ^  by  (mod.  a),  S#  =  cz  (mod.  b),  6y  =  ax  (mod.  c) 
wird. 


§.  158. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  das  oben  (§.  155)  er- 
wähnte grosse  Theorem  von  Gauss  leicht  beweisen : 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplication. 
Als  Repräsentanten  der  dem  Hauptgeschlechte  der  Determi- 
nante D  angehörenden  Classe  wählen  wir  eine  Form  (A,  B,  C),  deren 
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erster  Coefficient  A  relative  Primzahl  zu  2  2)  ist  (§.  93).  Da  die  Zahl 
A  durch  diese  Form  darstellbar  ist,  und  alle  Einzel-Charaktere 
derselben  den  Werth  -f- 1  haben,  so  ist  A  quadratischer  Rest  von  jeder 
in  2)  aufgehenden  ungeraden  Primzahl,  und  auch  von  4  oder  von  8, 
falls  2)  durch  4  oder  8  theilbar  ist  (§§.  121,122);  mithin  ist  (nach  §.  37) 
A  quadratischer  Rest  von  2)  selbst  (umgekehrt  ergiebt  sich  leicht,  zum 
Theil  mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes,  dass  die  Form  (J.,  2?y  C) 
gewiss  dem  Hauptgeschlecht  angehört,  wenn  A  relative  Primzahl  zu 
2  2),  quadratischer  Rest  von  2),  und,  falls  2)  negativ  sein  sollte,  positiv 
ist).  Ja,  man  kann  sogar  voraussetzen,  dass  A  quadratischer  Rest 
von  42)  ist,  d.  h.  dass  A=\  (mod.  4),  oder  A  =  l  (mod.  8)  ist, 
je  nachdem  2)  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  ist  in  der  That  von 
selbst  der  Fall,  wenn  D  =  3  (mod.  4),  oder  2)  =  0  (mod.  8)  ist; 
sollte  ferner  A  in  den  übrigen  Fällen  dieser  Bedingung  nicht  ge- 
nügen, wäre  also  A  =  3  (mod.  4),  =  7  (mod.  8),  =  3  (mod.  8), 
=  5  (mod.  8),  je  nachdem  D  =  1  (mod.  4),  =  2  (mod.  8),  =  6 
(mod.  8),  =  4  (mod.  8),  so  kann  man  die  Form  (A,  2?,  Cf)  durch 
eine  Substitution  (";~"J)  in  eine  Form  transformiren,  deren  erster 
Coefficient  A'  =  Aa2-\-2Ba  +  C  relative  Primzahl  zu  2 D  ist 
und  zugleich  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt;  da  nämlich  AAf 
=  (A  a  -f  B)2  —  D  ist,  so  braucht  man  a  nur  so  zu  wählen,  dass 
Aa  -\-B  im  ersten  Falle  gerade,  in  den  drei  übrigen  Fällen  aber 
ungerade  wird,  was  sich  stets  in  der  Art  erreichen  lässt,  dass 
Aa  +  B  zugleich  relative  Primzahl  zu  D  wird. 

Wir  setzen  daher  voraus,  dass  A  quadratischer  Rest  von  42) 
und  relative  Primzahl  zu  42)  ist;  da  nun  42)  =  (2  2?)'*  (mod.  A), 
also  quadratischer  Rest  von  A  ist,  und  da  die  Zahlen  A,  4  2)  nicht 
beide  negativ  sind,  so  besitzt  die  Gleichung 

Ax*  +  4tDy2  —  z*  =  0 

immer  eigentliche  Lösungen  #,  y,  #,  welche  der  Bedingung 

2jBigr  =  42)y,    also    z  ==  2By  (mod.  A) 

genügen  (§.  157);  man  kann  daher  *  =  At  +  2By  setzen,  wodurch 
die  obige  Gleichung  in  die  folgende  übergeht 

AP  +  2  B(2y)  +  C(2y¥  =  x*\ 

da  Ax,2Dy,  z  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  auch  t,  2y  rela- 
tive Primzahlen,  und  folglich  ist  (A,  2?,  C)  einer  Form  äquivalent 
(§.  60),  deren  erster  Coefficient  x2  eine  Quadratzahl  und  relative 
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Primzahl  zu  2  D  ist,  und  welche  folglich  (nach  §.  155)  durch  Du- 
plication  einer  Form  entsteht,  deren  erster  Coefficient  +  1  ist 
Was  zu  beweisen  war*). 

Die  unendlich  vielen  eigentlichen  Lösungen  x,  y,  z  der  obigen 
Gleichung ,  welche  der  Bedingung  »  =  2  B  y  (mod.  A)  genügen, 
zerfallen  nun  noch  in  verschiedene  Glassen  in  Bezug  auf  den 
Modul  4D  (§.  156.  IL);  auf  den  Zusammenhang  dieser  Lösungen 
mit  den  verschiedenen  Glassen,  durch  deren  Duplication  dieselbe 
gegebene  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 


*)  Die  Zurückfuhrung  dieses  Satzes  von  Gauss  auf  den  von  Lagrange 
und  Legendre  ist  zuerst  von  Arndt  ausgeführt  (Ueber  die  Anzahl  der 
Genera  der  quadratischen  Formen;  Borohardt's  Journal  Bd.  56),  doch  weicht 
die  obige  Darstellung  in  mehreren  Puncten  von  der  seinigen  ab.  In 
Wahrheit  gehört  der  Satz  von  Lagrange  nach  Inhalt  und  Methode  des 
Beweises  in  die  Theorie  der  ternären  Formen.  —  Man  vergleiche  ferner 
Kronecker:  Ueber  den  Gebrauch  der  DiricMet' sehen  Methoden  in  der  Theorie 
dir  quadratischen  Formen  (Monatsber.  d.  Berliner  Akad.    12.  Mai  1864). 
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XI.  Ueber  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen. 

§.  159. 

Der  Begriff  der  ganzen  Zahl  hat  in  diesem  Jahrhundert  eine 
Erweiterung  erfahren,  durch  welche  der  Zahlentheorie  wesentlich 
%  neue  Bahnen  eröffnet  sind ;  den  ersten  und  wichtigsten  Schritt  auf 
diesem  Gebiete  hat  Gauss*)  gethan,  und  wir  wollen  zunächst  die 
Theorie  der  von  ihm  eingeführten  ganzen  complexen  Zahlen  wenig- 
stens in  ihren  wichtigsten  Grundzügen  darstellen,  weil  hierdurch 
das  Verständniss  der  später  folgenden  Untersuchungen  über  die 
allgemeinsten  ganzen  algebraischen  Zahlen  gewiss  erleichtert  wird. 

Bisher   haben   wir   unter  ganzen  Zahlen  ausschliesslich  die 

Zahlen 

0,  ±1,  ±2,  +3,  ±4  ... 

verstanden,  nämlich  alle  diejenigen  Zahlen,  welche  durch  wieder- 
holte Addition  und  Subtraction  aus  der  Zahl  1  entstehen;  diese 
Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multi- 
plication,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Summen,  Differenzen  und 
Producte  von  je  zwei  ganzen  Zahlen  sind  wieder  ganze  Zahlen. 
Dagegen  führt  die  vierte  Grundoperation,  die  Division,  auf  den 
umfassenderen  Begriff  der  rationalen  Zahlen,  unter  welchem  Namen 
die  Quotienten**)    von  irgend   zwei   ganzen   Zahlen   verstanden 


*)  Theoria  residuorum  biquadraticorum.  IL  1832.  —  Vergl.  die  Ab- 
handlungen von  Dirichlet :  Recherches  8ur  les  formes  quadratiques  ä  coeffi- 
cients  et  ä  indeterminees  complexes  (Crelle's  Journal  Bd.  24)  und  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  (Abh.  d.  Berliner  Akad. 
1841). 
^  **)  Dem  Begriffe    eines    Quotienten    gemäss    wird    es    hier    und    im 

Folgenden  als  selbstverständlich  angesehen,  dass  der  Divisor  oder  Nenner 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist. 
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werden;  offenbar  reproduciren  sich  diese  rationalen  Zahlen  durch 
alle  vier  Grundoperationen.  Jedes  System  von  rellen  oder  com- 
plexen  Zahlen,  welches  diese  fundamentale  Eigenschaft  der  Re- 
production  besitzt,  wollen  wir  künftig  einen  Zahlkörper  oder  kurz 
einen  Körper  nennen;  der  Inbegriff  R  aller  rationalen  Zahlen  ist 
daher  ein  Körper,  und  zwar  bildet  er  das  einfachste  Beispiel  eines 
solchen.  Dieser  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  besteht  nun  aus 
ganzen  und  gebrochenen,  d.  h.  nicht  ganzen  Zahlen;  die  ersteren 
wollen  wir  in  Zukunft  rationale  ganze  Zahlen  nennen,  um  sie  von 
den  neu  einzuführenden  ganzen  Zahlen  zu  unterscheiden. 

Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  zur  Abkürzung  V  —  1  =  i 
setzen,  zu  der  Betrachtung  desjenigen  Körpers  J",  welcher  aus  allen 
complexen  Zahlen  cd  von  der  Form 

x  +  yi 

besteht,  wo  x  und  y  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten,  die 
wir  die  Coordinaten  der  Zahl  o  nennen  wollen.  Diese  Zahlen  co 
bilden  in  der  That  einen  Körper;  denn,  wenn 

a  =  Xi  +  yxi    und    ß  =  x2  +  3M 

irgend  zwei  solche  Zahlen  sind,  so  gehören  auch  ihre  Summe, 
Differenz,  ihr  Product  und  Quotient,  d.  h.  die  Zahlen 

a±ß  =\xx  ±  x2)  +  (yx  ±  y2)  i 

aß  =  (x1xi  —  yxy3)  +  (xxy2+yx  x2)i 

5 _ zi%2  +  yiy*  ,  yi^— a?iya  . 
ß~    xZ  +  y2     +     *!  +  ti 

demselben  System  J\an.  Dieser  Körper  Ji  welcher  offenbar  auch 
alle  rationalen  Zahlen  enthält,  soll  ein  Körper  zweiten  Grades  oder 
ein  quadratischer  Körper  heissen,  weil  alle  seine  Zahlen  co  durch 
wiederholte  Anwendung  der  vier  Grundoperationen  aus  der  einen 
Zahl  i  entstehen,  welche  eine  Wurzel  der  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  behafteten  quadratischen  Gleichung 

i*  +  1  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  hat  die  Zahl  —  i  zur  zweiten  Wurzel ;  ist 
nun  &  =  x-\-yi  auf  die  angegebene  Weise  aus  i  entstanden,  also 
eine  Zahl  des  Körpers  «7,  so  wird  aus  der  Zahl  —  i  durch  dieselben 
Operationen  die  mit  co  conjugirte  Zahl  x  —  yi  entstehen,  die  eben- 
falls dem  Körper  J  angehört,  und  welche  wir  immer  mit  co' 
bezeichnen  wollen.    Dann  ist  umgekehrt  co  die  mit  ca1  conjugirte 

28* 
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Zahl,  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  für  je  zwei  Zahlen  «,  ß 
des  Körpers  <7die  folgenden  Gesetze  gelten: 

(«+/»)'  =  a'±ß' 
(aß)'  =  a'ß' 


( ü V  —  — 

\ß)  -ß' 


unter  der  Norm  einer  Zahl  o  verstehen  wir  das  Product  o  ©' 
aus  den  beiden  conjugirten  Zahlen  co  und  co',  und  wir  bezeichnen 
diese  Norm  durch  das  Symbol  N(g>)\  es  wird  daher 

N(x  +  yi)  =  (x  +  y  i)  (x  —  yi)  =  x*  +  y», 

und  hieraus  folgt,  dass  die  Norm  immer  eine  positive  rationale 
Zahl  ist  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  co  =  0,  also  x  =  0 
und  y  =  0  ist.    Da  ferner  {aß)1  =  u' ß',  also 

ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

N(aß)  =  N(a)N(ß), 

d.  h.  die  Norm  eines  Productes  ist  gleich  dem  Producte  aus  den 
Normen  der  Factoren;  und  ein  ganz  ähnlicher  Satz  gilt  offenbar 
auch  für  die  Quotienten. 

Wir  theilen  nun  alle  Zahlen  des  Körpers  J  in  zwei  grosse 
Classen  ein;  eine  solche  Zahl  o  =  x  +  y  i  soll  eine  gomze  complexe 
oder  kürzer  eine  ganze  Zahl  heissen,  wenn  ihre  beiden  Coordinaten 
#,  y  ganze  rationale  Zahlen  sind;  ist  aber  mindestens  eine  der 
beiden  Coordinaten  eine  gebrochene  Zahl,  so  soll  auch  cd  eine 
gebrochene  Zahl  heissen.  Offenbar  bilden  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  x  einen  Theil  des  Systems  aller  ganzen  complexen  Zahlen, 
und  umgekehrt  ist  jede  ganze  complexe  Zahl  x-\-yi,  wenn  sie 
zugleich  rational  ist,  nothwendig  eine  ganze  rationale  Zahl  x. 

Aus  den  obigen  Formeln  für  die  Summe,  Differenz  und  das 
Product  zweier  in  J"  enthaltenen  Zahlen  leuchtet  nun  zunächst  ein, 
dass  unsere  ganzen  Zahlen  sich  durch  Addition,  Subtraction  und 
Multiplication  reproduciren.  Die  Analogie  mit  der  Theorie  der 
rationalen  Zahlen  veranlasst  uns  daher,  den  Begriff  der  Theübar- 
Jceit  einzuführen:  die  ganze  Zahl  a  heisst  theübar  durch  die  ganze 
Zahl/3,  wenn  a  =  ß y,  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  zugleich 
heisst  a  ein  Vielfaches  oder  Multiplum  von  /S,  und  ß  ein  Theiler 
oder  Divisor  oder  Factor  von  a,  oder  man  sagt  auch,  ß  gehe  in  « 
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auf.  Aus  dieser  Erklärung}  durch  welche  der  Begriff  der  Theilbar- 
keit  für  rationale  ganze  Zahlen  nicht  geändert  wird,  ergeben  sich 
(wie  in  §.  3)  die  beiden  folgenden  Elementarsätze : 

L  Sind  ol  und  ß  fheilbar  durch  p,  so  sind  auch  die  Zahlen 
a  +  ß  und  a  —  ß  theilbar  durch  p.  Denn  aus  a  =  fi«i  und 
ß  =  Hßx  folgt  a  +  ß  =  p  («!  +  ßx),  und  da  <glf  ßl  ganze  Zahlen 
sind,  so  gilt  Dasselbe  auch  von  den  Zahlen  ax  +  ßx. 

IL  Ist  x  theilbar  durch  A,  und  X  theilbar  durch  f*,  so  ist  auch  x 
theilbar  durch  (i.  Denn  aus  x  =  aX  und  X  =  ßp  folgt  x  =  («/3)p, 
und  da  a  und  /S  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  auch  a  ß  eine  ganze  Zahl. 

Ist  o  =  x  +  y  i  eine  ganze  Zahl,  so  ist  offenbar  die  coigugirte 
Zahl  o'  =  x  —  yi  ebenfalls  eine  ganze  Zahl,  und  folglich  ist  N(to) 
theilbar  durch  a>.  Diese  Norm  ist  immer  eine  positive  ganze  Zahl, 
wenn  co  von  Null  verschieden  ist,  und  aus  dem  Satze  über  die 
Norm  eines  Productes  ergiebt  sich  der  folgende,  welcher  aber 
nicht  umgekehrt  werden  darf  : 

Ist  a  fheilbar  durch  ß,  so  ist  N(a)  auch  theilbar  durch  N(ß). 

Unter  einer  Einheit  wird  jede  ganze  Zahl  s  verstanden,  welche 
ein  Divisor  der  Zahl  1  ist  und  folglich  auch  in  allen  ganzen  Zahlen 
aufgeht;  nach  dem  vorstehenden  Satze  muss  N(s)  in  N  (1),  d.  h.  in 
der  Zahl  1  aufgehen,  und  folglich  muss 

N(s)  =  1,  d.  h.  es9  —  1 

seih;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  Zahl  £,  deren 
Norm  =  1  ist,  gewiss  eine  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  s  =  x-\-yi, 
so  ist  o;3  +  V2  =  1)  und  da  x,  y  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so  ist 
entweder  #3  =  1  und  y  =  0,  oder  x  =  0  und  y2  =  1 ;  man  erhält 
daher  die  folgenden  vier  Einheiten 

b  =  1,  —  1,  i,  —  i, 

welche  man  auch  in  der  Form 

e  =  in 

zusammenfassen  kann,  wo  n  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet.  In  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur  zwei 
Einheiten,  nämlich  die  Zahlen  +  1. 

Sind  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  gegenseitig 
durch  einander  theilbar,  so  sind  die  Quotienten 

—    und    ~ 
a  ß 
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ganze  Zahlen,  und  da  ihr  Product  =  1  ^  ist,  so  sind  sie  nothwendig 
Einheiten,  mithin  ist  ß  =  a  £,  wo  b  eine  Einheit;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  auch  a  =  ßef,  also  ist  jede  der  beiden 
Zahlen  a,  ß  durch  die  andere  theilbar.  Zwei  solche  Zahlen  heissen 
associirte  Zahlen,  und  es  leuchtet  ein,  dass  je  vier  associirte  Zahlen 

a,  a  i, —  a,  —  a  i 

bei  allen  Fragen  der  Theilbarkeit  sich  ganz  gleich  verhalten;  ist 
nämlich  eine  ganze  Zahl  a  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  ft,  so 
ist  auch  jede  mit  u  associirte  Zahl  durch  jede  mit  p  associirte 
Zahl  theilbar.  Wir  sehen  daher  im  Folgenden  vier  solche  associirte 
Zahlen  als  nicht  wesentlich  verschieden  an. 

Um  nun  eine  ausreichende  Grundlage  für  die  Theorie  der 
Theilbarkeit  in  unserem  Gebiete  der  ganzen  complexen  Zahlen  zu 
gewinnen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jede  dem  Körper  J  an- 
gehörige  Zahl  cd  =  x  +  y  i,  mag  sie  ganz  oder  gebrochen  sein, 
stets  als  Summe  von  zwei  Zahlen  v  und  töx  dargestellt  werden 
kann,  von  denen  die  erstere  v  eine  ganze  Zahl  ist,  wahrend 
N(g)1)  <  1  wird;  sondert  man  nämlich  aus  den  rationalen  Coordi- 
naten  x,  y  die  nächstliegenden  ganzen  Zahlen  r,  s  aus,  so  wird 
x  =  r  4-  #i>  y  =  s  +  jh,  wo  #i,  2/1  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  absolute  Werthe  <I  \  sind;  setzt  man  daher  v  =  r-\-si, 
&i  =  xL  -f-  yxi,  so  wird  o  =  v  +  c^,  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und 

N(a>1)  =  x?  +  y?^!±<l 

ist.    Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  wichtige  Satz: 

Ist  a  eine  beliebige  ganze,  und  ß  eine  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahl,  so  kann  man  zwei  ganze  Zahlen  y  und  v  immer  so 
wählen,  dass 

a  =  vß  +  y,  und  N(y)  <  N(ß) 

wird. 

Da  nämlich  der  Quotient  der  beiden  Zahlen  a,  ß  eine  dem 
Körper  J  angehörige  Zahl  o  ist,  so  kann  man 

OL 

-j  =  v  -f  <»i,  also  a  =  v  ß  -{-  ßax 

setzen,  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und  N{(ox)  <  1  ist;  hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Zahl  y  =  ß&x  =  a  —  vß  ebenfalls  eine  ganze  Zahl, 
und  dass  ihre  Norm 
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N(y)  =  N(ß)N(a>1)<N(ß) 
ist,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  die  Aufgabe  behandeln, 
alle  gemeinschaftlichen  Divisoren  von  zwei  gegebenen  ganzen 
Zahlen  «,  ß  zu  finden  (vergl.  §.  4);  behalten  nämlich  v  und  y  die 
eben  festgesetzte  Bedeutung,  so  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Ele- 
mentarsätzen I.  und  II.,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von 
«,  ß  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  ß,  y  ist,  und  umgekehrt; 
man  wird  daher,  wenn  y  nicht  =  0  ist,  wieder  zwei  ganze  Zahlen 
d  und  n  so  bestimmen,  dass 

ß  =  %y  -f  d,  und  N(d)  <N(y) 

wird,  und  wenn  S  noch  nicht  =  0  ist,  wird  man  auf  dieselbe  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  unter  den  successiven  Divisionsresten  y, 
d  ...  die  Zahl  Null  auftritt.  Dies  muss  nothwendig  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  geschehen,  weil  die  Normen 
dieser  Beste  ganze  positive  Zahlen  sind,  die  beständig  abnehmen. 
Ist  (i  der  letzte  von  diesen  Besten,  welcher  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat,  so  haben  wir  eine  Kette  von  Gleichungen 
von  der  Form 

a  =  vß  +y 
ß  =  ny  -f-  8  • 


x  =  6  X  +  P 
X  =  tfi, 

aus  welcher  hervorgeht,  dass  p  gemeinschaftlicher  Divisor  von  a,  0, 
und  dass  umgekehrt  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  ß  noth- 
wendig ein  Divisor  von  (i  ist.  Diese  Zahl  ft,  und  ebenso  jede  mit 
ihr  associirte  Zahl,  heisst  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
a  und  /J,  weil  er  unter  allen  gemeinschaftlichen  Divisoren  die 
grösste  Norm  hat.  Sind  a  und  ß  rational,  so  ist  [i  ebenfalls 
rational  und  identisch  mit  derjenigen  Zahl,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
a  und  ß  genannt  wurde. 

Durch  Umkehrung  der  obigen  Gleichungen,  wobei  man  sich 
wieder  des  Euler'schen  Algorithmus  (§.  23)  bedienen  kann,  ergiebt 
sich,  dass  immer  zwei  ganze  Zahlen  |,  r\  existiren,  welche  der 
Bedingung 

uü  +  ßn  =  p 
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genügen  (im  Falle  y  =  0,  p  =  ß  kann  man  £  =  0,  ri  =  1  setzen), 
und  derselbe  Satz  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  (i  nicht  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,  ß  selbst,  sondern  irgend 
eine  durch  denselben  theilbare  Zahl  bedeutet. 

Nachdem  für  je  zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  (die  nicht  beide  ver- 
schwinden) die  Existenz  eines  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
nachgewiesen,  und  zugleich  eine  Methode  zur  Auffindung  desselben 
angegeben  ist,  leuchtet  ein,  dass  die  Lehre  von  der  Theilbarkeit 
der  complexen  ganzen  Zahlen  sich  ganz  ähnlich  gestalten  muss, 
wie  bei  den  rationalen  Zahlen.  Wir  heben  zunächst  folgende 
Puncte  hervor.  Zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative  Primzahlen 
oder  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor,  wenn  sie  ausser  den 
vier  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen;  es  giebt 
dann  immer  zwei  ganze  Zahlen  £,  1?,  welche  der  Bedingung 

*t  +  ßri  =  l 

genügen,  und  umgekehrt  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  a,  ß  relative  Primzahlen  sind.  Ist  nun  g>  eine  beliebige  ganze 
Zahl,  so  ergiebt  sich  aus 

dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  ß  co  noth wendig 
Divisor  von  co  ist  (vergl.  §.  5);  wenn  daher  g>  ebenfalls  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  so  folgt,  dass  auch  das  Product  ßca  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  und  dieser  Satz,  wiederholt  angewendet,  liefert 
den  folgenden: 

Wenn  jede  der  Zahlen  «i,  aj,  «3  ...  relative  Primzahl  zu 
jeder  der  Zahlen  ßu  ß2  .  .  .  ist,  so  sind  auch  die  beiden  Producte 
«i  «s  «3  •  .  •  und  ßi  ß2  .  .  .  relative  Primzahlen. 

Aus  derselben  Gleichung  ergeben  sich  offenbar  auch  die 
folgenden  Sätze: 

Sind  «,  ß  relative  Primzahlen,  und  ist  ßco  theilbar  durch  a, 
so  ist  auch  a  theilbar  durch  «. 

Ist  &  ein  gemeinschafiliches  Multiplum  der  beiden  relativen 
Primzahlen  «,  0,  so  ist  g>  auch  durch  ihr  Product  a,  ß  theübar. 

Unter  einer  complexen  Primzahl  ist  eine  ganze  Zahl  n  zu  ver- 
stehen, welche  keine  Einheit  ist,  und  deren  Divisoren  entweder 
mit  n  associirt  oder  Einheiten  sind  (vergl.  §.  8).  Ist  nun  a  eine 
beliebige  ganze  Zahl,  so  muss  einer  und  nur  einer  der  beiden 
folgenden  Fälle  eintreten :  entweder  ist  a  theilbar  durch  die  Prim- 
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zahl  *,  oder  a  ist  relative  Primzahl  zu  n\  denn  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  der  beiden  Zahlen  o,  n  ist  entweder  associirt 
mit  %  oder  eine  Einheit  Mit  Bücksicht  auf  das  Vorhergehende 
folgt  hieraus  offenbar  der  Satz : 

Wenn  ein  Product  aus  mehreren  ganten  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  . 
durch  eine  Primzahl  n  (heilbar  ist,  so  geht  n  mindestens  in  einem 
der  Faderen  a,  /S,  y  .  .  .  auf. 

Jede  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahl  a  ist  nun  entweder 
eine  Einheit,  oder  eine  Primzahl,  oder  sie  besitzt  mindestens 
einen  Divisor  0,  welcher  weder  eine  Einheit,  noch  mit  a  associirt 
ist;  in  diesem  letzten  Falle  heisst  a  eine  zusammengesetzte  Zahl, 
und  wenn  a  =  ß  X  gesetzt  wird,  so  i$t  auch  X  feine  Einheit,  und 
da  N(a)  =  N(ß)N(X)  ist,  so  ergiebt  sich  N(a)  >  N(ß)  >  1,  weü 
die  vier  Einheiten  die  einzigen  Zahlen  sind,  deren  Norm  =  1  ist 
Hieraus  folgt  leicht  (vergl.  §.  8),  dass  mindestens  eine  in  a  auf- 
gehende Primzahl  existirt;  denn  wenn  ß  noch  keine  Primzahl, 
mithin  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  besitzt  sie  wieder  einen 
Divisor  y,  der  der  Bedingung  N(ß)  >  N(y)  >  1  genügt,  und 
wenn  y  noch  keine  Primzahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  in  der  Beihe  der  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  .  eine 
Primzahl  it  auftritt,  was  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zer- 
legungen geschehen  Ihuss,  weil  die  Beihe  der  beständig  abnehmen- 
den positiven  ganzen  Zahlen  N(a%  N(ß),  N(y)  .  .  .  nothwendig 
einmal  abbrechen  wird.  Offenbar  ist  nun  cc  theilbar  durch  it  und 
folglich  von  der  Form  itau  wo  ax  entweder  eine  Primzahl  oder 
eineP zusammengesetzte  Zahl  ist;  im  letzteren  Fall  kann  man 
wieder  «x  =  nx  «2,  also  a  =  %%xa2  setzen,  wo  nx  eine  Primzahl 
bedeutet,  und  wenn  a2  noch  keine  Primzahl,  sondern  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise  fort- 
fahren, bis  in  der  Beihe  der  Zahlen  au  a2  .  .  .  eine  Primzahl  «n  =  itn 
auftritt,  was,  wie  sich  abermals  aus  der  Betrachtung  der  Normen 
ergiebt,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zerlegungen  geschehen 
muss.    Dann  ist  die  zusammengesetzte  Zahl 

dargestellt  als  ein  Product  von  n  +  1  Factoren ,  welche  sämmtlich 
Primzahlen  sind«  Gesetzt  nun,  dieselbe  Zahl  a  sei  auch  ein  Pro- 
duct aus  m  + 1  Primzahlen  p,  p1?  q2  -  •  •  pm»  also 

Ä%%  •  •  •  nn  =  Q  Pl?2  •  •  •  Qmi 


\ 
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so  muss  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  in  diesem  Producta  « 
aufgehende  Primzahl  %  nothwendig  in  einem  der  Factoren  p,  gh 
Qt  .  .  .  Qmi  z.  B.  in  q  aufgehen;  da  aber  q  ebenfalls  eine  Primzahl 
ist  und  folglich  ausser  den  Einheiten  nur  solche  Divisoren  besitzt, 
welche  mit  q  associirt  sind,  so  muss  it  =  s  q  sein,  wo  e  eine  Ein- 
heit bedeutet,  und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  q  die  Gleichung 

S1t\%2  ♦  .  .  #n  =  Q1Q2  •  •  •  Qm\ 

da  nun  das  Product  rechter  Hand  durch  die  Primzahl  nx  theilbar 
ist,  so  muss  zufolge  derselben  Schlüsse  die  Zahl  itx  mit  einem  der 
Factoren  dieses  Productes,  z.  B.  mit  qx  associirt,  also  von  der 
Form  ex  Qi  sein,  wo  sx  eine  Einheit  bedeutet.  Die  durch  Division 
mit  px  entstehende  Gleichung 

e  Bxn2  .  .  .  itn  =  P2  •  •  •  Qm 

kann  man  offenbar  in  derselben  Weise  weiter  behandeln;  es  ergiebt 
sich  hieraus  zunächst,  dass  m  nicht  kleiner  als  n  ist,  und  dass 
man  jr3  =  e2Q<ii  n3  =  a3p3  .  .  .  nn  =  enQn  setzen  kann,  wo  £s, 
sz  .  .  .  sn  Einheiten  bedeuten.    Wäre  nun  m  >  w,  so  würde  sich 

S  61 62   .  .  .  Bn  =  Qn  +  l  Qn  +  2  •  •  •  Qm 

ergeben,  und  es  wäre  folglich  ein  Product  von  lauter  Einheiten 
durch  mindestens  eine  Primzahl  Qn  +  i  theilbaj;,  was  unmöglich  ist 
Mithin  ist  m  =  w,  und  die  beiden  Zerlegungen  der  Zahl  «  in 
Primfactoren  sind  wesentlich  identisch,  &  h.  wenn  in  der  einen 
Zerlegung  genau  r  Factoren  auftreten,  welche  mit  einer  und  der- 
selben Primzahl  n  associirt  sind,  so  finden  sich  auch  in  der  andren 
Zerlegung  genau  r  solche  mit  it  associirte  Factoren.  In  diesem 
Sinne  ist  der  hiermit  bewiesene  Fundamentalsatz  (vergl.  §.  8)  zu 
verstehen : 

Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets  tmd  wesentlich  nur 
auf  eine  einzige  Weise  als  Product  aus  einer  endlichen  Anzahl  van 
Primzahlen  darstellen. 

Es  ist  nun  auch  nicht  schwer,  sich  einen  deutlichen  Ueber- 
blick  über  alle  in  unserem  Körper  J  vorhandenen  complexen 
Primzahlen  it  zu  verschaffen.  Es  giebt  offenbar  unendlich  viele 
positive  ganze  Zahlen,  die  durch  eine  bestimmte  Primzahl  it  theil- 
bar sind  {eine  solche  ist  z.  B.  N(it)  =  itit')\  von  allen  diesen 
Zahlen  muss  die  "kleinste  p  nothwendig  eine  rationale  Primzahl, 
d.  h.  eine  Primzahl  des  Körpers  iJ,  also  eine  Primzahl  im  alten 
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Sinne  des  Wortes  sein;  denn  p  ist  >  1,  weil  sonst  it  eine  Einheit 
wäre,  und  p  kann  auch  nicht  ein  Product  von  zwei  kleineren 
rationalen  ganzen  Zahlen  sein ,  weil  sonst  n  als  Primzahl  in  einer 
derselben  aufgehen  müsste ,  was  aber  der  Definition  von  p  wider- 
spricht. Jede  complexe  Primzahl  %  ist  daher  Divisor  von  einer 
(und  offenbar  auch  nur  von  einer  einzigen)  rationalen  Primzahl  p, 
und  es  werden  folglich  alle  complexen  Primzahlen  n  entdeckt 
werden,  wenn  man  die  Divisoren  aller  rationalen  Primzahlen p 
aufsucht  Es  sei  daher  p  eine  positive  rationale  Primzahl,  und  % 
eine  in  p  aufgehende  complexe  Primzahl,  so  ist  N(x)  ein  Divisor 
von  p*  =  N(p),  und  folglich  ist  N(n)  entweder  =  p  oder  =  p*\ 
je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Fall  eintritt,  wollen  wir  %  eine 
Primzahl  ersten  oder  zweiten  Grades  nennen.  Im  ersten  Fall  ist 
p  =  nn9  =  N(7t)  das  Product  aus  zwei  conjugirten  Primzahlen 
ersten  Grades,  weil  offenbar  it'  stets  gleichzeitig  mit  it  eine  Prim- 
zahl ist;  im  zweiten  Fall  ist  jp  =  it  «,  N(s)  =  1,  also  istp  associirt 
mit  n  und  folglich  selbst  eine  complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 
Die  Entscheidung  über  das  Eintreten  des  einen  oder  anderen 
Falles  je  nach  der  Beschaffenheit  der  rationalen  Primzahl  p  würde 
sich  augenblicklich  aus  der  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  von  der  Determinante  — 1  ergeben  (§.  68);  allein  unser 
Hauptziel  besteht  gerade  darin,  nachzuweisen,  dass  die  Theorie 
der  Formen  überhaupt  entbehrlich  ist,  oder  vielmehr,  dass  sie  auf 
die  einfachere  und  zugleich  tiefer  eindringende  Theorie  der  ganzen 
algebraischen  Zahlen  zurückgeführt  werden  kann.  Wir  suchen 
daher  auch  hier  unsere  Aufgabe  selbständig  zu  lösen.  Es  leuchtet 
nun  ein,  dass  der  zweite  Fall  jedesmal  Statt  finden  muss,  wenn 
p  =  3  (mod.  4)  ist;  denn  da  die  Norm  einer  jeden  ganzen  com- 
plexen Zahl  eine  Summe  von  zwei  ganzen  rationalen  Quadratzahlen 
ist  und  folglich,  durch  vier  dividirt,  den  Rest  0,  1  oder  2  lässt,  je 
nachdem  beide  Quadrate  gerade,  oder  eines,  oder  beide  ungerade 
sind,  so  kann  der  erste  Fall  höchstens  dann  eintreten,  wenn  p  =  2, 
oder  p  =  1  (mod.  4)  ist.  Wir  erhalten  hiermit  das  erste  Resultat: 

Jede  positive  rationale  Primzahl  p  von  der  Form  4  A  -f  3  ist 
eine  complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 

Der  Fall  p  =  2  erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemer- 
kung, dass 

2  =  N(l—i)  =  (1  —i)  (1  -H)  ==  i  (1  —  iy 

ist,  und  liefert  das  Resultat: 
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Die  Zahl  2  ist  associirt  mit  dem  Quadrate  der  Primzahl  ersten 
Grades  1  —  t. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  rationalen  Primzahlen 
p  von  der  Form  4  ft  +  1 ;  die  Entscheidung  wird  sofort  gegeben, 
sobald  man  aus  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  den  Satz  (§.  40) 
entlehnt,  dass  die  Zahl  —  1  quadratischer  Rest  von  jeder  solchen 
Zahl  p  ist,  dass  also  eine  ganze  rationale  Zahl  x  existirt,  für  welche 
x%  +  1,  d.  h.  das  Product  (x  +  i)  (x  —  i)  durch  p  theilbar  ist;  da 
nämlich  keiner  der  beiden  Factoren  x  +  h  %  —  *  durch  p  theilbar 
ist,  so  kann  (nach  dem  obigen  Satze)  p  keine  complexe  Primzahl 
sein,  und  folglich  ist  p  gewiss  das  Product  aus  zwei  conjugirten 
Primzahlen  ersten  Grades  it  und  n\  Setzt  man  n  =  a  +  bi,  so 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  der  Fermat'sche  Satz  (§.  68) 

p  =  a3  +  63. 

Die  beiden  Primzahlen  ä,  n'  können  nicht  associirt  sein,  weil  aus 
a  —  b  i  =  i*  (a  +  b  i)  entweder  6  =  0,  oder  a  =  0,  oder  a9  =  b* 
folgen  würde,  was  alles  unmöglich  ist.  Mithin  ergiebt  sich  das 
letzte  Resultat: 

Jede  positive  rationale  Primzahl  p  von  der  Form  4  h  +■  1  ist 
das  Product  aus  zwei  conjugirten,  nicht  associirten  complexen  Prim- 
zahlen ersten  Grades. 

Will  man  aber  den  obigen  Satz  aus  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Reste  nicht  voraussetzen,  so  ergiebt  sich  dasselbe  Resultat 
im  weiteren  Fortgange  der  Theorie  unserer  complexen  Zahlen,  wie 
folgt  Zwei  ganze  complexe  Zahlen  a,  ß  heissen  congruent  in 
Bezug  auf  eine  dritte  ft,  den  Modulus,  wenn  ihre  Differenz  a  —  ß 
durch  p  theilbar  ist,  und  dies  wird  durch  die  Congruenz  . 

a  =  ß  (mod.  fi) 

angedeutet  Es  leuchtet  dann  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  elemen- 
taren Sätze  über  Congruenzen  (§.  17)  von  den  rationalen  Zahlen 
unmittelbar  auf  die  complexen  Zahlen  übertragen  werden  dürfen, 
und  es  ergiebt  sich  ebenso  wie  früher  (§.  26),  dass  eine  Congruenz 
w*611  Grades,  deren  Modulus  eine  complexe  Primzahl  ist,  niemals 
mehr  als  n  incongruente  Wurzeln  besitzen  kann.  Ist  nun  p  eine 
positive  rationale  Primzahl  von  der  Form  4A  +  1,  so  wird  die 
Congruenz  (p  —  l)*611  Grades 

cp-i  =  i  (mod.  p) 
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durch  mindestens  p  incongruente  Zahlen  o,  nämlich  durch  <o  =  t 
und  (nach  §.  19)  durch  o  =  1,  2,  3  .  .  .  (p  —  1)  befriedigt;  mithin 
ist  der  Modulus  p  keine  complexe  Primzahl,  und  hieraus  folgt 
dasselbe  Resultat  wie  oben. 

Nachdem  die  Grundlagen  der  Theorie  der  complexen  ganzen 
Zahlen  im  Vorhergehende^  gewonnen  sind,  wollen  wir  uns  darauf 
beschränken,  einige  wenige  Fragen  zu  behandeln,  bei  deren  Aus- 
wahl uns  der  Wunsch  leitet,  gewisse  Begriffe,  welche  in  der  später 
folgenden  allgemeinen  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen 
auftreten  werden,  an  dem  einfachen,  uns  vorliegenden  Beispiel 
des  Körpers  J  zu  entwickeln. 

Ist  ft  eine  ganze  complexe  und  zwar  von  Null  verschiedene 
Zahl,  so  theilen  wir  alle  ganzen  complexen  Zahlen  in  Zahl- Glossen 
ein,  indem  wir  zwei  Zahlen  stets  und  nur  dann  in  dieselbe  Classe 
aufnehmen,  wenn  sie  in  Bezug  auf  ft  congruent  sind  (vergl.  §.  18); 
der  Grund  für  die  Möglichkeit  einer  solchen  Eintheilung  liegt 
darin,  daös  zwei  mit  einer  dritten  congruente  Zahlen  nothwendig 
auch  mit  einander  congruent  sind.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Glassen  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zweck  betrachten  wir  vorläufig  nur  eine  einzige  von  diesen  Glassen, 
nämlich  den  Inbegriff  m  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  p 
theilbar,  d.  h.  =  0  (mod.  p)  sind.  Dieser  Inbegriff  m  ist  identisch 
mit  dem  System  aller  Zahlen  von  der  Form  \jl  (x  +  y  t}»  wo  x  un^  V 
willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Auf  solche  homogene 
lineare  Formen,  in  welchen  die  Variabelen  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  werden  wir  in  der  Folge  sehr  häufig  stossen,  und  wir  wollen, 
wenn  z.  B,  a,  ß  irgend  welche  reelle  oder  complexe  Constanten, 
x  und  y  aber  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  den 
Inbegriff  aller  in  der  Linearform  ccx  +  ßy  enthaltenen  Werthe 
zur  Abkürzung  mit  dem  Symbol  [a,  ß]  bezeichnen,  welches  also 
von  jetzt  an  in  ganz  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird,  als  früher 
bei  dem  Euler'schen  Kettenbruch-Algorithmus.  Die  beiden  Con- 
stanten «,  0,  welche  wir  die  Basiszahlen  des  Systems  [a,  ß]  nennen, 
können  nun  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  abgeändert, 
d.  h.  durch  andere  Basiszahlen  au  ßt  ersetzt  werden,  und  zwar  so, 
dass  das  System  [at,  ßx]  vollständig  identisch  mit  dem  System  [a,/J] 
bleibt.  Dies  wird  z.  B.  immer  dann  eintreten,  wenn  zwischen  den 
beiden  Paaren  von  Basiszahlen  zwei  Relationen  von  der  Form 

a  =pcti  +  qßu    ß  =  ra1+sß1 
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was  dem  Satze  von  Fermat  entspricht  (§§.  19,  127).  Wir  müssen 
aber  der  Kürze  halber  die  Durchführung  der  Beweise  dieser  Sätze 
dem  Leser  überlassen,  und  wir  dürfen  dies  um  so  eher  thun,  als 
wir  später  (§.  174)  dieselben  Fragen  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
behandeln  werden. 

Dagegen  wollen  wir  noch  mit  einigen  Worten  auf  den  Zu- 
sammenhang eingehen,  welcher  zwischen  der  Theorie  der  com- 
plexen  ganzen  Zahlen  und  derjenigen  der  quadratischen  Famen 
von  der  Determinante  —  1  besteht.  Wir  haben  oben  das  System 
m  =  [fi,  pi]  aller  durch  p  theilbaren  Zahlen  in  die  Form 
[maf  m  (b  +  i)]  gebracht,  wo  die  Zahlen  w,  o,  b  nach  gewissen  Regeln 
aus  der  gegebenen  Zahl  fi  abzuleiten  waren;  von  diesen  drei  Zahlen 
waren  m  und  a  völlig  bestimmt,  während  b  von  der  Wahl  der 
beiden  Hülfszahlen  r,  s  abhing;  jedes  andere  Paar  rx,  sx,  welches 
der  Bedingung 

psi—  qrx  =  1 

genügt,  ist  (nach  §.  24)  von  der  Form 

wo  h  eine  willkürliche  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  liefert 
an  Stelle  von  b  die  Zahl 

bi  =  prx  +  qsx  =  b  +  Aa  =  b  (mod.  a); 

die  rationalen  Zahlen  bx  durchlaufen  daher  alle  Individuen  einer 
völlig  bestimmten  Zahlclasse  in  Bezug  auf  den  Modul  o,  und  es  ist 
offenbar  gleichgültig,  welchen  Repräsentanten  b  dieser  Glasse  man 
wählt  Dieselbe  lässt  sich  auch  direct,  ohne  Zuziehung  der  Hülfe- 
zahlen r,  s  definiren;  da  nämlich  a  =  p*  +•  g2  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  der  Definition  von  &,  dass 

pb  =  q,    qb  =—  p  (mod.  ä)  % 

ist,  und  da  jede  der  beiden  gegebenen  Zahlen  p,  q,  weil  sie  keinen 

gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  nothwendig  relative  Primzahl 

zu  a  ist,  so  ist  b  durch  jede  einzelne  dieser  beiden  Gongruenzen 

vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  den  Modul  a.    Quadrirt  man 

eine  dieser  Congruenzen  und  bedenkt,  dass  p*  =  —  q%  (mod.  a) 

ist,  so  ergiebt  sich 

62  =  — 1  (mod.  a); 
es  ist  folglich 

&2=—  1  +  ac, 
wo  c  eine  ganze  rationale  (positive)  Zahl,  und  (a,  6,  c)  ist  eine 
quadratische  Form  von  der  Determinante  —  1.      Nun  sind  alle 
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durch  ft  theilbaren,  also  in  dem  System  m  enthaltenen  Zahlen  A 
von  der  Form 

A  =  m  (a  x  +  (6  +  *)  y), 

wo  #,  y  willkürhche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  durch 
Multiplication  mit  der  conjugirten  Zahl  A'  erhält  man,  weil 
rn*a  =  N(p)  ist,  das  Resultat 

N(k)  =  N(p)  (ax*  +  2bxy  +  cy8). 

Auf  diese  Weise  führt  jede  bestimmte  ganze  complexe  Zahl  p  zu 
einer  bestimmten  Schaar  von  parallelen*)  quadratischen  Formen 
(a,  6,  c),  deren  Determinante  =  —  1  ist. 

Umgekehrt,  wenn  (a,  6,  c)  eine  solche  (positive)  Form,  und 
folglich 

a  c  =  (b  4-  i)  (b  —  ?) 

ist,  so  bezeichnen  wir  mit  y  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
der  beiden  ganzen  complexen  Zahlen  a  und  b  +  «•,  und  setzen 

da  nun  a,  0  relative  Primzahlen  sind  und  beide  in  der  Zahl 
ac  =  ß(b  —  i)  aufgehen ,  so  muss  diese  durch  das  Product  a  ß 
theilbar  sein,  und  folglich  ist 

c  =  ßd,    b  —  i  =  aö, 

wo  ä  ebenfalls  eine  ganze  complexe  Zahl  bedeutet.  Ersetzt  man, 
was  stets  erlaubt  ist,  alle  hier  auftretenden  Zahlen  durch  die 
conjugirten  Zahlen,  so  ergiebt  sich 

a  =  a'y',     b  +  i  =  a'  ö', 

und  da  y  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden 
Zahlen  ist,  so  muss  die  in  beiden  aufgehende  Zahl  a'  nothwendig 
auch  in  y  aufgehen;  setzt  man  demgemäss 

y  =  ««', 
so  folgt 

a  =  6aa'  =  fiJV(a), 

mithin  ist  s  eine  positive  ganze  Zahl ,  und  da  dieselbe  in  y,  also 
auch  in  b  -f  i  aufgeht,  so  muss  sie  =  1  sein.  Wir  erhalten  daher 
y  =  «',  also 

a  =  cca'  =  N(cc),     b  -\-i  =  ßa'\ 


*)  Vergl.  §.  56,  Anmerkung. 

Dirichlet,  Zahlentheorie. 
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da  aber  b  +  i  =  a'ö',  so  folgt  d'  =  0,  ä  =  ß',  mithin 

c  =  ßß'  =  N(ß),    b-i  =  *ß'. 
Man  setze  nun 

cc  =  p  -{-  qi,     ß  =  r  +  si, 
so  folgt 

a=jp2  +  g2,    c  =  r2  +  s2 

b=pr-\-qS)     l=ps  —  gr, 
mithin  geht  die  Form  (1,  0,  1)  durch  die  Substitution  (*;  £)  in  die 
Form  (a,  b,  c)  über  (§.  54);  unsere  Theorie  der  ganzen  complexen 
Zahlen  liefert  also  unmittelbar  den  Beweis,  dass  alle  (positiven) 
Formen  von  der  Determinante  —  1  äquivalent  sind  (§.  68).  — 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  hier  die  ganzen  complexen 
Zahlen  x  -\-yi  untersucht  sind,  würden  sich  noch  manche  andere 
Gebiete  von  ganzen  Zahlen  behandeln  lassen.  Bedeutet  z.  B.  6  ehe 
Wurzel  von  einer  der  folgenden  acht  quadratischen  Gleichungen 

ö2  +  0  +  1  =  0,  02  +  0  +  2  =  0,  02  +  2  =  0,  02  +  ö  +  3  =  0, 

02  -f  0  —  1  =  0,  02  —  2  =  0,  02  —  3  =  0,  02  +  0  —  3  =  0, 

und  lässt  man  #,  y  alle  ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Zahlen 
durchlaufen,  so  bilden  die  entsprechenden  Zahlen  von  der  Form 
x-\-yO  einen  quadratischen  Körper;  nach  der  allgemeinsten 
Definition  der  ganzen  algebraischen  Zahl,  welche  wir  im  nächsten 
Paragraphen  aufstellen  werden,  sind  von  diesen  Zahlen  x-\- yd 
alle  und  nur  diejenigen  als  ganze  Zahlen  anzusehen,  deren  Coordi- 
naten  #,  y  ganze  rationale  Zahlen  sind.  In  jedem  der  acht  auf 
diese  Weise  gebildeten  Gebiete  [1,  0]  von  ganzen  algebraischen 
Zahlen  gelten  nun  dieselben  Fundamentalgesetze  über  die  Theil- 
barkeit  und  die  Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  solchen  Zahlen, 
welche  den  Namen  von  Primzahlen  verdienen.  Dies  ergiebt  sich 
sofort  durch  die  Bemerkung,  dass  in  allen  diesen  Fällen  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  zwei  solchen  ganzen  Zahlen  sich 
durch  den  bekannten  Divisionsprocess  finden  lässt;  man  erkennt 
auch  eben  so  leicht  den  Zusammenhang  dieser  Zahlgebiete  mit 
den  quadratischen  Formen  theils  erster,  theils  zweiter  Art  (§.  61), 
deren  Determinanten  die  acht  Zahlen        i 

-3,-7,-2,-11, 

+  5,  +  2,  +  3,  +  13 

sind.  In  den  letzten  vier  Fällen  giebt  es  zwar  unendlich  viele 
Einheiten  (welche  den  sämmtlichen  Lösungen  der  PeU'schen  Glei- 
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chung  entsprechen),  doch  wird  hierdurch  die  Theorie  dieser  Gebiete 
nicht  wesentlich  erschwert.  Die  genannten  Formen  bilden  jedesmal 
eine  einzige  Classe ;  nur  für  die  Determinante  +  3  giebt  es  zwei 
Classen,  welche  aber  durch  Multiplication  mit — 1  ineinander 
übergehen  (vergl.  §§.  175,  176). 

Es  giebt  ferner  Zahlengebiete,  in  welchen  zwar  der  genannte 
Divisionsprocess  (wenigstens  in  seiner  obigen,  Einfachsten  Form) 
nicht  mehr  gelingt,  in  welchen  aber  dennoch  dieselben  Gesetze 
der  Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  Primzahlen  gelten.  Ein 
Beispiel  hierzu  liefert  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form 
%  +  y  0,  wo  0  eine  Wurzel  der  Gleichung 

0*  +  0  +  5  =  0 
ist;  die  entsprechenden  quadratischen  Formen  zweiter  Art  von  der 
Determinante  — 19  bilden  wieder  nur  eine  einzige  Classe. 

Gänzlich  anders  verhält  es  sich  aber  z.  B.  mit  dem  Gebiete 

[1,  0]  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form  x  + 1/0,  wo  0  eine  Wurzel 

der  Gleichung 

02  +  5  =  0 

bedeutet,  und  #,  y  wieder  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Hier  gelingt  der  genannte  Divisionsprocess  nicht  mehr, 
und  zugleich  tritt  hier  zum  ersten  Male  die  eigenthümliche  Er- 
scheinung auf,  dass  Zahlen,  welche  nicht  weiter  in  Factoren  von 
kleinerer  Norm  zerlegt  werden  können ,  doch  nicht  den  Charakter 
von  eigentlichen  Primzahlen  besitzen,  dass  vielmehr  eine  und  die- 
selbe Zahl  häufig  auf  mehrere ,  wesentlich  verschiedene  Arten  als 
Product  von  solchen  unzerlegbaren  Zahlen  dargestellt  werden 
kann;  es  ist  z.  B.  die  Zahl  6  gleich 

2.3  =  (1+0)  0-0), 

und  jede  der  vier  Zahlen  2,  3,  1  +  0  eine  unzerlegbare  Zahl*). 
Die  entsprechenden  quadratischen  Formen  von  der  Determinante 
—  5  zerfallen  in  zwei  verschiedene  Classen ,  als  deren  Repräsen- 
tanten die  Formen  (1,  0,  5)  und  (2,  1,  3)  angesehen  werden  können 
(§.  71),  und  hiermit  hängt  die  eben  beschriebene  Erscheinung  un- 
trennbar zusammen. 

Dieselbe  Erscheinung  tritt  bei  unendlich  vielen  anderen  Gebieten 
von  ganzen  algebraischen  Zahlen  in  Körpern  zweiten  oder  höheren 
Grades  auf;  in  allen  diesen  Fällen  schien  es  ein  durchaus  hc 


*)  Vergl.  §.  167. 
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nungsloses  Unternehmen,  die  Zusammensetzung  und  Theilbarkeit 
der  Zahlen  auf  einfache  Gesetze  zurückführen  zu  wollen.  Allein, 
wie  es  sich  bei  ähnlicher  Lage  der  Dinge  schon  öfter  in  der  Ent- 
wicklung der  mathematischen  Wissenschaften  ereignet  hat,  so  ist 
auch  hier  diese  scheinbar  unüberwindliche  Schwierigkeit  zur  Quelle 
einer  wahrhaft  grossen  und  folgenschweren  Entdeckung  geworden; 
in  der  That  fand  Kwnmer*)  bei  der  Untersuchung  derjenigen 
Zahlengebiete,  auf  welche  das  Problem  der  Kreistheilung  fuhrt, 
dass  die  alten  Euclidischen  Gesetze  der  Theilbarkeit  auch  in  diesen 
Gebieten  ihre  volle  Geltung  wiedererlangen,  sobald  dieselben  durch 
die  Einführung  neuer  Zahlen,  die  er  ideale  Zahlen  nannte,  vervoll- 
ständigt werden.  Dasselbe  Resultat  für  jedes,  aus  einer  beliebigen 
algebraischen  Gleichung  entspringende  Gebiet  von  ganzen  Zahlen 
zu  erreichen,  ist  nun  die  Aufgabe,  die  wir  in  diesem  letzten 
Supplemente  des  vorliegenden  Werkes  behandeln  und  dadurch  lösen 
wollen,  dass  wir  die  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zahlentheorie 
entwickeln,  welche  alle  speciellen  Fälle  ohne  Ausnahme  umfasst. 

§.  160. 

Wir  beginnen  unsere  allgemeine  Theorie  mit  folgenden  Defini- 
tionen. Eine  Zahl  a  heisst  eine  algebraische  Zahl,  wenn  sie  die 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  ist,  d.  h.  einer  Gleichung 
von  der  Form 

ar  -f  ai ar_1  +  a^  ar~2  H +  af-i«  +  ar  =  0,  (1) 

welche  einen  endlichen  Grad  r  und  rationale  Coefficienten  ax, 
a2  .  .  .  ar-i,  ar  besitzt,  während  der  höchste  Coefficient  immer 
=  1  vorausgesetzt  wird;  sie  heisst  eine  ganze  algebraische  Zahl 
oder  kürzer  eine  ganze  Zahl,  wenn  sie  einer  Gleichung  von  der 
vorstehenden  Form  genügt,  deren  Coefficienten  au  a?  .  .  .  ar_i,  ar 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind;  jede  andere,  nicht  ganze 
algebraische  Zahl  heisst  eine  gebrochene  Zahl. 

Um  j  edes  Missverständniss  zu  vermeiden,  bemerken  wir  zunächst, 
dass  jede  algebraische  Zahl  immer  unendlich  vielen  verschiedenen 
algebraischen  Gleichungen  genügt;  denn  man  erhält  z.  B.  aus  der 
obigen  Gleichung  immer  eine  neue  algebraische  Gleichung,  wenn 
man  sie  mit  einem  beliebig  gewählten  Aggregat 


*)  Zur  Theorie  der  comylexen  Zahlen  (Crelle's  Journal  Bd.  35). 
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multiplicirt,  dessen  Coefficienten  xu  x2  .  .  .  xm  rationale  Zahlen 
sind;  unter  allen  Gleichungen,  denen  eine  und  dieselbe  Zahl  a 
genügt,  hat  diejenige  die  grösste  Wichtigkeit,  welche  den  niedrig- 
sten Grad  besitzt,  und  wir  werden  später  sehen,  dass  die  Coefficienten 
dieser  Gleichung  gewiss  ganze  Zahlen  sind,  wenn  a  eine  ganze 
Zahl  ist;  für  jetzt  wollen  wir  aber  nur  darauf  aufmerksam  machen, 
dass,  wenn  etwa  einer  oder  mehrere  der  Coefficienten  au 
a2  .  .  .  ar_i,  ar  der  Gleichung  (1)  gebrochene  rationale  Zahlen 
sein  sollten,  hieraus  allein  noch  keineswegs  folgt,  dass  die  Zahl  a 
selbst  eine  gebrochene  Zahl  ist;  denn  dieselbe  Zahl  a  kann  recht 
wohl  einer  anderen  Gleichung  mit  lauter  ganzen  Coefficienten 
genügen,  also  eine  ganze  Zahl  sein.  So  z.  B.  genügt  die  Zahl 
a  =  V2  =  1,4142136  ...  der  Gleichung 

«8  +  l«*  — 2a  — 1  =  0, 

in  welcher  ein  Coefficient  gebrochen  ist;  sie  genügt  aber  auch  der 

Gleichung 

«2  —  2  =  0 

und  ist  folglich  eine  ganze  Zahl. 

Sodann  ist  es  erforderlich  uns  zu  versichern,  dass  der  neue, 
erweiterte  Begriff  der  ganzen  Zahl  mit  dem  alten,  engeren  Sinn 
desselben  Wortes  niemals  in  Widerspruch  gerathen  kann.  Zunächst 
leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  rationale  Zahl  g  auch  eine  ganze 
algebraische  Zahl «,  nämlich  die  Wurzel  u  der  Gleichung  a  —  g  =  0 
ist;  wir  müssen  aber  auch  umgekehrt  beweisen,  dass  jede  ganze 
algebraische  Zahl  «,  welche  zugleich  im  Körper  B  der  rationalen 
Zahlen  enthalten  ist,  auch  eine  ganze  rationale  Zahl,  d.  h.  eine 
ganze  Zahl  im  alten  Sinn  des  Wortes  ist.  Dies  geschieht  leicht 
auf  folgende  Weise.  Da  a  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  so 
genügt  sie  einer  Gleichung  von  der  Form  (1),  in  welcher  die 
Coefficienten  au  a2  .  .  .  ar_i,  ar  ganze  rationale  Zahlen  sind;  da 
ferner  a  eine  rationale  Zahl  ist,  so  kann  man 

m 
«  =  — 

n 

setzen,  wo  m  und  n  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind;  multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (1)  mit  wV'so 
ergiebt  sich,  dass  mr  theilbar  durch  n  ist;  da  aber  m  und  folglic* 
auch  mr  relative  Primzahl  zu  ri  ist,  so  folgt  aus  dieser  Theilbarkc 
dass  n  =  +  1,  also  a  =  +  m  ist,  was  zu  beweisen  war. 
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Genau  auf  dieselbe  Weise  würde  sich  auch  zeigen  lassen,  dass 
jede  ganze  algebraische  Zahl  «,  welche  dem  im  vorigen  Paragraphen 
behandelten  Körper  J  angehört,  nothwendig  eine  ganze  complexe 
Zahl  ist,  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  complexe 
Zahl  a  =  x  +  y  i  die  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 

a2  —  2  xa  +  (x*  +  y2)  =  0 

und  folglich  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  zu  der  genaueren 
Untersuchung  der  ganzen  Zahlen  übergehen  und  zunächst  die 
folgenden  Fundamentalsätze  beweisen. 

1.  Die  ganzen  Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addition,  Sub- 
traction  und  Multiplication,  d.  h.  die  Summen ,  Differenzen  und 
Produote  von  je  zwei  ganzen  Zahlen  a,  ß  sind  ebenfalls  ganze  Zählen. 

Beweis.  Da  a,  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  gelten  zwei  Gleichungen 
von  der  Form 

ß8  =  j/o  +yxß  +  y,ß*+  •  •  •  +  ys-iß9-1 

in  welchen  die  Coefficienten  x0,  xx  .  .  .  #r_i,  y0  .  .  .  y8—i  sämmt- 
lich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wir  setzen  rs  =  n  und  be- 
zeichnen mit 

die  n  Producte  von  der  Form 

<*r'ß8\ 
welche  man  erhält,  wenn  man  jede  der  r  Potenzen 

1,  a,  a*  .  .  .  ar~l 
mit  jeder  der  s  Potenzen 

1,  ß,  ß*  .  .  .  j8-i 

multiplicirt.  Ist  nun  o  eine  beliebige  der  drei  Zahlen  a  -f-  0, 
a  —  0,  aß,  so  leuchtet  ein,  dass  jedes  der  n  Producte 

OG^,  CD  CD2  •  .  .  G>0)n 

entweder  unmittelbar  in  der  Form 

Äi  fih  +  &2  ^2  +  •  •  •  +  Ancon 

enthalten  ist,  wo  hu  h?  .  .  .  Ä„  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
oder  doch  (falls  r'  =  r  —  1  oder  s'  =  s  —  1  ist)  mit  Zuziehung 
der  Gleichungen  (2)  auf  diese  Form  gebracht  werden  kann.  Aus 
den  so  erhaltenen  n  Gleichungen 
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(3) 


cj  gjj  =  h\  ß),  4-  ti2  (o.2  +  •  •  •  +  A»  a„ 

G>G}2  =  Ä'/ojj  +  /4' 0.2  +   •  •   •   +  C0» 

«  a>„  =  *<•> »,  4-  74w)  »,  +  ...+  h<p  »n 

folgt  aber  durch  Elimination  der  n  Grössen  a^,  cj2  .  .  .  ra„,  unter 
denen  sich  die  von  Null  verschiedene  Zahl  1  befindet,  die  Gleichung 


h[  —  cj,     ti2 h'H 

*i  ?      h2  —a     -  -hn 


Ä<n) 


Mtt) 


Ä(w)  — 


CO 


=  0; 


(4) 


entwickelt  man  die  Determinante  nach  Potenzen  von  a>  und  multi- 
plicirt  mit  ( —  l)n,  so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an 

CD»  +  &!  CO»-1  4-  &2  CO"-2  H h  Än-l  G)  +  ft»  =  0, 

wo  die  Coefficienten  Ä^,  Jc2  .  .  .  in— 1»  &n  durch  Addition,  Subtraction 
und  Multiplication  aus  den  n2  mit  h  bezeichneten  ganzen  rationalen 
Zahlen  gebildet  und  folglich  ebenfalls  ganze  rationale  Zahlen  sind. 
Mithin  ist  a>  eine  ganze  Zahl,  was  zu  beweisen  war. 

Offenbar  gelangt  man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses 
Satzes  zu  dem  allgemeineren  Resultat,  dass  jede  ganze  Function 
von  beliebig  vielen  Variabelen,  deren  Coefficienten  lauter  ganze 
Zahlen  sind,  immer  zu  einer  ganzen  Zahl  wird,  sobald  für  die 
Variabelen  ganze  Zahlen  substituirt  werden.  Ausser  dieser  Eigen- 
schaft, welche  unsere  allgemeinen  ganzen  Zahlen  mit  den  rationalen 
ganzen  Zahlen  gemein  haben,  besitzen  die  ersteren  aber  noch  eine 
weitere  Reproduction,  welche  in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist : 

2.  Jede  Wurzel  a>  einer  Gleichung,  deren  höchster  Coefficient 
=  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind,  ist  ebenfalls 
eine  ganze  Zahl. 

Beweis.  Zufolge  der  Annahme  ist  o  die  Wurzel  einer  Glei- 
chung von  der  Form 

a>m  +  a  ca™-1  +  ß  G)m~2  +.-.4-6  =  0,  (5) 

wo  <x,  ß  . .  .  s  ganze  Zahlen,  d.  h.  Wurzeln  von  Gleichungen 

ar  +  «x  ar— x  +  •  •  •  +  ar  =  0 

ß.  +  ^ß—1  +  ...  +  b.  =  0  (6)  • 


sv  +  ex  «v-1  +  •  •  •  +  ev  =  0 
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mit  ganzen  rationalen  Coeffieienten  a,  b  .  .  .  e  sind.     Wir  setzen 

n  =  mrs  .  .  .  v  und  bezeichnen  mit  &u  co2  .  .  .  <on  alle  n  Prodacte 

von  der  Form 

a>m'ar'ß8'  .  .  .  £v', 

welche  man  erhält,  wenn  man  aus  jeder  der  Reihen 

1,  o>,  gj2  .  .  .  CJm~1 
1,  a,  «2  .  .  .  ctr  —  1 

i,  ß,  ß* . . .  /j— » 


1 ^       C«       C  -      .     •     •     C 


V  — 1 


ein  beliebiges  Glied  com',  ar',  /3*'  .  .  .  ev'  als  Factor  wählt.    Dann 
leuchtet  wieder  ein,  dass  jedes  der  n  Producte 

G)^,       G)  C02  .   .  .  CO  C0n 

entweder  unmittelbar  in  der  Form 

hx  (öi  +  h2  G>2  +  •  *  '  +  hn&n 

enthalten  ist,  wo  hu  A3  .  .  .  An  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
oder  doch  (falls  m'  =  m  —  1  ist)  mit  Zuziehung  der  Gleichungen 
(5)  und  (6)  auf  diese  Form  gebracht  werden  kann;  und  hieraus 
folgt  genau  wie  bei  dem  Beweise  des  vorhergehenden  Satzes,  dass  o 
eine  ganze  Zahl  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Als  einen  speciellen  Fall,  von  welchem  wir  öfter  Gebrauch 
machen  werden,  erwähnen  wir  den  folgenden  Satz:  ist  a  eine  ganze 
Zahl,  und  sind  r,  s  ganze  positive  rationale  Zahlen,  so  ist  auch 

ycc"  eine  ganze  Zahl. 


§.  161. 

Eine  ganze  Zahl  u  heisst  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  /J, 
wenn  a  =  ß  y,  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  und  ebenso 
übertragen  wir  die  anderen  Ausdrucksarten,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  zur  Bezeichnung  der  Theübarkeit  einer  Zahl 
durch  eine  andere  gebräuchlich  sind,  auf  unser  Gebiet  von  ganzen 
Zahlen.  Zunächst  ergeben  sich  wieder  dieselben  beiden  Elementar- 
sätze. 

I.  Sind  et  und  ß  theilbar  durch  j*,  so  sind  auch  die  Zahlen 
u  +  ß  und  cc  —  ß  theilbar  durch  p. 
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II.  Ist  x  theilbar  durch  A,  undk  theilbar  durch  fi,  so  ist  auch  x 
tlwilbar  durch  fi. 

Die  Beweise  derselben  beruhen  offenbar  auf  der  im  ersten 
Satze  des  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Reproduction  der 
ganzen  Zahlen  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication 
(vergl.  §§.  3,  159). 

Unter  einer  Ein/ieit  verstehen  wir  jede  ganze  Zahl,  welche  in 
der  Zahl  1  und  folglich  auch  in  jeder  ganzen  Zahl  aufgeht. 
Offenbar  ist  ein  Product  von  beliebig  vielen  Einheiten  immer 
wieder  eine  Einheit,  und  da  der  reciproke  Werth  einer  Einheit, 
ferner  jede  Wurzel  aus  einer  Einheit  ebenfalls  eine  Einheit  ist,  so 
reproduciren  sich  die  Einheiten  durch  Multiplication,  Division  und 
Wurzelausziehung.  Es  giebt  unendlich  viele  Einheiten;  denn  jede 
Wurzel  einer  Gleichung,  deren  höchster  und  niedrigster  Coefficient 
Einheiten,  und  deren  übrige  Coefficienten  beliebige  ganze  Zahlen 
sind,  ist  immer  wieder  eine  Einheit. 

Wenn  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  gegen- 
seitig durch  einander  theilbar  sind,  so  sind  ihre  beiden  Quotienten 
ganze  Zahlen  und  zwar  Einheiten,  weil  ihr  Product  =  1  ist.  Es 
ist  folglich  ß  =  ae,  wo  «  eine  Einheit  bedeutet;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  1  =  es',  wo  s*  ebenfalls  eine  Einheit 
bedeutet,  und  folglich  a  =  ße'.  Zwei  solche  Zahlen  a,  ß  sollen 
associirte  Zahlen  heissen;  aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  sofort, 
dass  zwei  mit  einer  dritten  associirte  Zahlen  auch  mit  einander 
associirt  sind,  und  hierauf  beruht  die  Möglichkeit  einer  Eintheilung 
aller  ganzen  Zahlen  in  Systeme  von  associirten  Zahlen,  in  der 
Weise,  dass  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  demselben  oder  zwei 
verschiedenen  Systemen  zugetheilt  werden,  je  nachdem  sie  associirt 
sind  oder  nicht.  So  lange  es  sich  nur  um  die  Theilbarkeit  der 
Zahlen  handelt,  verhalten  sich  alle  mit  einander  associirten  Zahlen 
wie  eine  einzige  Zahl;  denn,  wenn  u  durch  ft  theilbar  ist,  so  ist 
auch  jede  mit  a  associirte  Zahl  theilbar  durch  jede  mit  jt  associirte 
Zahl. 

Die  Definition  von  relativen  Primzahlen  kann  auf  verschiedene 
Arten  gefasst  werden;  diejenige,  welche  uns  augenblicklich  am 
weitesten  führen  wird,  obwohl  sie  etwas  formell  ist  und  deshalb 
wohl  nicht  als  die  beste  bezeichnet  werden  darf,  lautet  folgender- 
massen:  Zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative  Primzahlen,  w 
es  zwei  ganze  Zahlen  g,  rj  giebt,  welche  der  Bedingung 

*Z  +  ßv  =  l 
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genügen.    In  der  That  gewinnt  man  hieraus  leicht  die  folgenden 
Sätze: 

Ist  cc  relative  Primzahl  zu  ß  und  zu  y,  so  ist  et  auch  relative 
Primzahl  zu  dem  Product  ß  y. 

Denn  zufolge  der  Annahme  existiren  ganze  Zahlen  g,  tj,  £',*?', 
welche  den  Bedingungen 

a£+ßn  =  l,    a£'  +  r*?'=l 
genügen,  und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  die  Existenz  von 
zwei  ganzen  Zahlen 

welche  der  Bedingung 

genügen,  was  zu  beweisen  war.     Durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  ergiebt  sich  seine  Verallgemeinerung: 

Ist  jede  der  Zahlen  ax,  a2>  a3  •  •  •  relative  Primzahl  zu  jeder 
der  Zahlen  ßu  ß2  .  .  .,  so  sind  die  Producte  a1a2a3  .  .  .  tmd 
ßißi  •  •  •  relative  Primzahlen. 

Multiplicirt  man  ferner  die  obige  Gleichung,  welche  ausdrückt, 
dass  a,  ß  relative  Primzahlen  sind,  mit  einer  beliebigen  ganzen 
Zahl  g>,  so  erhält  man  o  =  a&l;  -\-  ßarj,  woraus  sich  ohne  Wei- 
teres die  folgenden  Sätze  ergeben: 

Sind  a,  ß  relative  Primzahlen,  und  ist  ßca  (heilbar  durch  a, 
so  ist  auch  cd  (heilbar  durch  a. 

Ist  co  ein  gemeinschaftliches  Miütiplum  von  zwei  relativen  Prim- 
zahlen a,  /3,  so  ist  co  auch  durch  das  Product  a  ß  tlieilbar. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  wenn  a,  ß  relative  Primzahlen 
sind,  auch  jeder  Divisor  von  a  relative  Primzahl  zu  jedem  Divisor 
von  ß  ist;  und  so  liessen  sich  noch  sehr  viele  andere  Sätze  aus 
den  vorhergehenden  durch  Combination  ableiten,  die  wir  aber 
übergehen,  weil  sie  uns  doch  keinen  wesentlichen  Dienst  leisten 
würden.  Auf  einen  Punct  müssen  wir  indessen  hier  noch  auf- 
merksam machen.  Offenbar  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Definition 
auch  der  folgende  Satz: 

Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  zwei  relativen  Primzahlen 
ist  nothwendig  eine  Einheit. 

Ob  aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt,  ob  also  zwei 
ganze  Zahlen,  welche  ausser  den  Einheiten  keine  gemeinschaft- 
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liehen  Divisoren  besitzen,  immer  relative  Primzahlen  im  Sinne  der 
obigen  Definition  sind,  dies  zu  entscheiden  sind  wir  mit  den 
augenblicklich  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  noch  nicht 
im  Stande.  Erst  später  (§.  175)  wird  uns  dies  gelingen,  und  zwar 
werden  wir  folgenden  allgemeinen  Satz  beweisen : 

Zwei  beliebige  ganze  Zahlen  a,  ß  besitzen  immer  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  d,  welcher  in  der  Form  a  g  -f  ß  r\  darstellbar 
ist,  wo  £,  r\  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  diese  Zahl  8  wird  folglich 
durch  jeden  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a  und  ß  theilbar  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  sofort,  dass  die  eben  aufgeworfene 
Frage  zu  bejahen  ist,  und  man  wird  die  obige  Definition,  ohne 
ihren  Inhalt  zu  ändern,  durch  folgende  einfachere  ersetzen  können  : 
zwei  ganze  Zahlen  heissen  relative  Primzahlen,  wenn  sie  ausser 
den  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen. 

Wenden  wir  uns  bei  dieser  vorläufigen  Orientirung  im  Gebiete 
aller  ganzen  Zahlen  endlich  noch  zu  dem  Begriffe  der  Primzahl, 
so  würden  wir  nach  Analogie  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen 
unter  einer  Primzahl  eine  solche  ganze  Zahl  a  verstehen,  welche 
keine  Einheit  ist,  und  deren  sämmtliche  Divisoren  entweder  Ein- 
heiten oder  mit  a  assoeiirt  sind.  Allein  es  folgt  aus  dem  zweiten 
Satze  des  vorigen  Paragraphen,  dass  diese  Bedingungen  einen 
Widerspruch  enthalten,  dass  also  eine  solche  Zahl  gar  nicht  existi- 
ren  kann;  denn  wenn  die  ganze  Zahl  a  keine  Einheit  ist,  so  ist 
auch  die  ganze  Zahl  Va  keine  Einheit,  und  sie  ist  auch  nicht 
assoeiirt  mit  a,  aber  sie  ist  ein  Divisor  von  a.  Ueberhaupt  geht 
aus  dem  genannten  Satze  leicht  hervor,  dass  jede  ganze  Zahl,  die 
keine  Einheit  ist,  immer  und  zwar  auf  unendlich  viele  wesentlich 
verschiedene  Arten  in  eine  beliebig  vorgeschriebene  Anzahl  von 
ganzen  Factoren  zerlegt  werden  kann,  von  denen  keiner  eine  Ein- 
heit ist.  In  dem  von  uns  bis  jetzt  betrachteten,  aus  allen  ganzen 
Zahlen  bestehenden  Gebiete  findet  daher  eine  unbeschränkte  Zer- 
legbarkeit Statt 

Das  System  aller  ganzen  Zahlen  ist  ein  Theil  von  dem  System 
aller  algebraischen  Zahlen*),  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass 


*)  Dass  es  ausser  den  algebraischen  noch  andere,  sogenannte  trans- 
cendente  Zahlen  giebt,  ist  meines  Wissens  zuerst  von  Liouville  bewiesen 
(Sur  des  classes  tres-etendues  de  guantitis  dont  la  väleur  n'est  ni  algebrique, 
ni  mime  reductible  ä  des  irrationnelles  algebriques;  Journ.  de  Math.  t.XVI, 
1851).    Einen  anderen  Beweis  findet  man  in  der  Abhandlung  von  G.  Gantor: 
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das  letztere  einen  Körper  bildet;  denn  aus  dem  Beweise  des  ersten 
Satzes  im  vorigen  Paragraphen  geht  hervor,  dass  die  Summen, 
Differenzen  und  Producte  von  je  zwei  algebraischen  Zahlen,  mögen 
sie  ganz  oder  gebrochen  sein,  jedenfalls  wieder  algebraische  Zahlen 
sind,  und  ausserdem  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  der  reciproke 
Werth  einer  von  Null  verschiedenen  algebraischen  Zahl,  folglich 
auch  jeder  Quotient  von  zwei  algebraischen  Zahlen  ebenfalls  eine 
algebraische  Zahl  ist.  Um  nun  von  diesem  Körper,  in  welchem 
die  ganzen  Zahlen,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  unbeschränkte 
Zerlegbarkeit  besitzen,  zu  solchen  Gebieten  zu  gelangen,  innerhalb 
deren  die  Zerlegbarkeit  eine  begrenzte  ist,  müssen  wir  aus  dem 
Körper  aller  algebraischen  Zahlen  Körper  von  viel  einfacherer 
Constitution  aussondern,  welche  wir  endliche  Körper  nennen,  und 
deren  Beschaffenheit  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  beschreiben 
wollen. 


§.  162. 

Es  ist  schon  oben  bemerkt,  dass  eine  und  dieselbe  algebraische,  \ 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  0  unendlich  vielen  verschiedenen 
Gleichungen  genügt;  dies  können  wir  auch  so  ausdrücken,  dass  es 
unendlich  viele,  mit  rationalen  Coefficienten  behaftete,  ganze 
Functionen  von  einer  Variahelen  t  giebt,  welche  für  t  =  0  ver- 
schwinden. Unter  diesen  Functionen  muss  es  offenbar  eine  solche 
geben 

f(t)  =  t»  +  M»-i  +  M»-2  +•••  +  «»,  (1) 


Ueber  eine  Eigenschaft  des  Inbegriffes  aller  reellen  algebraischen  Zahlen 
(Borchardt's  Journal  Bd.  77).  Man  vermuthet,  dass  die  Ludolph'sche  Zahl  n 
eine  solche  transccndente  Zahl  ist;  allein  selbst  die  viel  einfachere  Frage 
über  die  Möglichkeit  der  geometrischen  Quadratur  des  Cirkels,  d.  h.  die  I 
Frage,  ob  die  Zahl  n  die  Wurzel  einer  solchen  algebraischen  Gleichung  ist, 
welche  durch  eine  Kette  von  Gleichungen  zweiten  Grades  auflösbar  ist, 
hat  bis  auf  den  heutigen  Tag  noch  nicht  entschieden  werden  können 
(vergl.  Euler:  De  relatione  inter  ternas  pluresve  quantitates  insHtuenda. 
§.  10.  Opusc.  anal.  T.  II,  1785).  Dagegen  hat  Ch.  Hermite  (in  der  Ab- 
handlung Sur  la  fonetion  exponentielle,  1874)  zuerst  den  strengen  Beweis 
geliefert,  dass  die  Basis  e.  des  natürlichen  Logarithmen  Systems  eine  frans- 
cendente  Zahl  ist. 
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welche  von  allen  den  niedrigsten  Grad  n  und  zugleich  die  Zahl  1 
zum  höchsten  Coefficienten  hat. 

Um  die  Bedeutung  einer  solchen  Function  f(t)  und  der  ihr 
entsprechenden  Gleichung 

/(«)  =  0  (2) 

in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  erinnern  wir  zunächst  an  einige  sehr 
bekannte  Eigenschaften  aller,  mit  beliebigen  Coefficienten  behafteten, 
ganzen  Functionen  von  t  Diese  Functionen  reproduciren  sich 
durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication,  und  von  zwei 
solchen  Functionen  A,  B  heisst  die  erstere  theilbar  durch  die 
letztere,  wenn  identisch  A  =  MB,  und  M  ebenfalls  eine  ganze 
Function  von  t  ist.  Jede  von  Null  verschiedene  Constante  muss 
als  eine  ganze  Function  vom  Grade  Null  angesehen  werden,  und 
da  sie  in  jeder  ganzen  Function  aufgeht,  so  spielt  sie  bei  diesen 
Betrachtungen  die  Rolle  einer  Einheit;  die  Zahl  Null  selbst,  wenn 
sie  als  eine  ganze  Function  von  t  aufgefasst  wird,  ist  als  gradlos 
anzusehen.  Ist  A  eine  beliebige,  B  aber  eine  von  Null  verschie- 
dene ganze  Function,  so  gelangt  man  durch  Division  immer  zu 
einer  Identität  von  der  Form 

A  =  M  B  +  0, 

wo  M  und  C,  der  sogenannte  Quotient  und  Rest,  zwei  völlig  be- 
stimmte ganze  Functionen  sind,  deren  letztere  von  niedrigerem 
Grade  als  B  ist  oder  identisch  verschwindet;  im  letzteren  Falle, 
und  nur  in  diesem,  ist  A  theilbar  durch  B\  die  Coefficienten  von 
M  und  C  werden  stets  durch  rationale  Operationen ,  d.  h.  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  aus  den  Coeffi- 
cienten von  A  und  B  abgeleitet.  Es  liegt  nun  auf  der  Hand,  dass 
man,  genau  wie  in  der  Theorie  der  rationalen  oder  complexen 
ganzen  Zahlen  (§§.  4,  23,  159)  durch  eine  endliche  Kette  solcher 
Divisionen  den  sogenannten  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  H 
von  A  und  B  findet;  und  durch  Umkehrung  dieser  Kette,  wobei 
wieder  der  Euler'sche  Algorithmus  anzuwenden  ist,  erhält  man 
eine  Identität  von  der  Form 

AA^BB,  =H, 

wo  Ai ,  Bx  ganze  Functionen  bedeuten ,  deren  Coefficienten ,  wie 
diejenigen  von  H,  auf  rationale  Weise  aus  denen  von  A  und  B  ge- 
bildet sind.  Ist  H  eine  Constante,  so  heissen  A  und  B  relative 
Primfunctionen   oder    auch  Functionen    ohne    gemeinschaftlichen 
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Theiler,  und  man  darf  in  der  vorstehenden  Gleichung,  ohne  die 
eben  genannte  Eigenschaft  der  Coefficienten  von  At,  Bv  aufzu- 
geben. //  =  1  annehmen. 

Nach  dem  von  Gauss  zuerst  bewiesenen  Fundamentalsatze  der 
Algebra  lässt  sich  jede  ganze  Function  von  höherem  als  dem  ersten 
Grade  stets  und  wesentlich  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  ein 
Product  von  ganzen  Functionen  ersten  Grades  darstellen;  es  wer- 
den daher  in  der  Theorie  der  Theilbarkeit  der  ganzen  Functionen, 
so  lange  man  alle  existirenden  Zahlen  als  Coefficienten  zulässt,  nur 
die  linearen  Functionen,  diese  aber  auch  alle,  die  Rolle  von  Prim- 
functionen  spielen.  Ganz  anders  aber  verhält  es  sich,  wenn  man 
nur  das  Gebiet  aller  derjenigen  ganzen  Functionen  untersucht,  deren 
Coefficienten  sämmtlich  einem  bestimmten  Körper,  z.  B.  dem  Körper 
Ii  der  rationalen  Zahlen  angehören ,  auf  welchen  einfachsten  Fall 
wir  uns  hier  beschränken  dürfen.  Es  leuchtet  ein ,  dass  man  von 
je  zwei  solchen  Functionen  A,  B  durch  die  genannten  rationalen 
Operationen  immer  wieder  zu  ganzen  Functionen 

A±B,  AB,M,  ailA^Bi 

geführt  wird,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rationale  Zahlen  sind;  aber 
es  ist  nicht  mehr  möglich,  jede  solche  Function  als  Product™ 
linearen  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten  darzustellen.  In 
diesem  Gebiete  giebt  es  vielmehr  unendlich  viele  Functionen  ra 
jedem  Grade  w>0,  die  durch  keine  ähnliche  Function  niedrigeren 
Grades  (ausser  den  Constanten)  theilbar  sind,  und  jede  solche 
Function  soll  eine  irreductibele  oder  eine  Primfunction  (in  Bezog 
auf  den  Körper  R)  heissen,  weil  sie  in  unserem  Functionen -Ge- 
biete offenbar  dieselbe  Rolle  spielt ,  wie  eine  Primzahl  in  dem  Ge- 
biete der  ganzen  rationalen  Zahlen.  Ist  z.  B.  B  eine  solche  Prim- 
function, und  A  eine  beliebige  Function  in  diesem  Gebiete,  so  ist 
A  entweder  theilbar  durch  B  oder  relative  Primfunction  zu  JB,  und 
im  letzteren  Falle  giebt  es  zwei,  demselben  Gebiet  angehörende 
Functionen  Au  2?x,  welche  der  Bedingung  AAX  -\-BBx  =  1  genfigen. 
Eine  solche  irreductibele  Function  ist  nun  auch  die  oben  mit 
f(t)  bezeichnete  Function  (1);  denn  besässe  sie  (ausser  den  Gm- 
stanten)  einen  Divisor  fx  (t)  von  niedrigerem  Grade  und  mit  ratio- 
nalen Coefficienten,  so  wäre  f(t)  =  fx  (t)f9(t),  und/s(f)  wi« 
ebenfalls  eine  Function  von  niedrigerem  Grade  und  mit  ratiooaki 
Coefficienten;  da  nun/(0)  =  0  ist,  so  müsste  wenigstens  einer  fa 
Factoren  fx  (0) .  /2  (0)  verschwinden ,    aber   dies  steht  im  Wito- 
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sprach  mit  der  Definition  von  f(t).  Jeder  algebraischen  Zahl  0 
entspricht  daher  eine  irreductibele  Function /(£),  und  wir  bemer- 
ken ,  dass  auch  die  Gleichung  (2)  eine  irreductibele  Gleichimg  ge- 
nannt wird.  Jede  beliebige  ganze  Function  t\>{f)  mit  rationalen 
Coefficienten  ist  nun  entweder  theilbar  durch  /(<),  oder  sie  hat 
mit/(£)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und  dann  giebt  es  zwei 
solche  ganze  Functionen  tyx  (t) ,  fx  (t)  mit  rationalen  Coefficienten, 
welche  der  Bedingung 

*(*)*i(*)+/(0/i(*)  =  l  (3) 

identisch  genügen.  Im  ersteren  Fall,  und  nur  in  diesem,  ist 
1>  (0)  =  0;  ist  diese  Function  ^  (t)  ebenfalls  irreductibel,  so  müssen 
1>{f)  und  f(t)  gegenseitig  durch  einander  theilbar  und  folglich 
identisch  sein,  wenn  der  höchste  Coefficient  von  ^  (f)  ebenfalls 
=  1  ist;  mithin  ist  die  Function /(Q  durch  ihre  obige  Definition 
völlig  bestimmt. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  zugleich,  dass,  wenn  0  eine 
ganzeZahl  ist,  die  Coefficienten  Oi,  a? ... a»  der  Function  f(t)  eben- 
falls ganze  Zahlen  sein  müssen.  Denn  0  genügt  (nach  §.  160)  einer 
Gleichung  ^(0)  =  O;  deren  sämmtliche  Wurzeln  ganze  Zahlen  sind; 
da  nun  i\>(t)  durch  f(t)  theilbar  ist,  so  sind  alle  n  Wurzeln  der 
Gleichung  f(ß)  =  0  ebenfalls  ganze  Zahlen,  und  hieraus  folgt 
unsere  Behauptung  (nach  §.  160.  Satz  1.),  weil  die  Zahlen  — c*i, 
+  «2 ,  —  03...  durch  Addition  und  Multiplication  aus  diesen 
Wurzeln  gebildet  sind. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  bilden  wir  nun  aus  einer  be- 
stimmten algebraischen  Zahl  0,  welche  die  Wurzel  einer  irreduc- 
tibelen  Gleichung  f(ß)  =  0  vom  Grade  n  ist,  ein  System  Sl  von 
unendlich  vielen  algebraischen  Zahlen  cd  von  der  Form 

*  =  »  (Ö),  (4) 

wo 

(p(t)  =a?0+«i*  +  «f«2+  •  '  •  +#«-i<w-1  (5) 

jede  ganze  Function  von  t  bedeutet,  deren  Grad  <n  ist,  und  deren 
Coefficienten  #0?  #u  #2  •  •  •  #n-i  beliebige  rationale^  ganze  oder  ge- 
brochene Zahlen  sind.  Zunächst  leuchtet  ein,  dass  jede  solche  in 
ß  enthaltene  Zahl  co  nur  auf  eine  einzige  Weise,  d.  h.  nur  durch 
ein  einziges  Coefficientensystem  in  der  angegebenen  Form  q>  (fl^ 
darstellbar  ist;  denn  wenn  (px  (0)  =  q>2  (0)  ist,  wo  q>u  <p2  speci 
Functionen  von  der  Art  wie  q>  bedeuten,  so  muss  die  Diffei 


4ß4  Supplement  XI. 

<p,(/J  — qpa(/J  identisch  verschwinden,  weil  sonst  0  einer  Gleichung 
genügen  würde,  deren  Grad  <n  wäre. 

Sodann  wollen  wir  beweisen ,  dass  das  System  ß  ein  Körper 
ist,  mit  welchem  Namen  wir  hier  wie  immer  ein  System  von  Zahlen 
bezeichnen,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden  und  die  sich  durch 
die  rationalen  Operationen  reproduciren.  Hierzu  schicken  wir  die 
Bemerkung  voraus,  dass  ß  auch  jede  Zahl  von  der  Form  ^(0)  ent- 
hält, wo  1>  (t)  eine  ganze  Function  mit  rationalen  Coefficienten  von 
beliebigem  Omäo  bedeutet;  denn  wenn  man^(£)  durch  f(t)  dividirt, 
so  erhält  man  als  Rest  eine  Function  <p  (t)  von  der  obigen  Form 
(5),  und  zugleich  ist  il>(0)  =  q>(0).  Hieraus  folgt  zunächst,  dass 
die  Zahlen  o  von  der  Form  (4)  sich  durch  Addition,  Subtraction 
und  Multiplication  reproduciren,  weil  die  Summen,  Differenzen  und 
l'roducte  von  je  zwei  Functionen  1>(t)  wieder  solche  Functionen 
sind.  Ist  ferner  #(0)  von  Null  verschieden,  also  p(t)  nicht  theil- 
bar  durch  /($),  so  findet  eine  Identität  von  der  Form  (3)  Statt, 
mithin  ist  il>  (0)  #i  (0)  =  1 ,  d.  h.  der  umgekehrte  Werth  einer 
joden  (von  Null  verschiedenen)  Zahl  co  =  ^(0)  ist  wieder  eine 
Holrho  Zahl  ^  (0),  und  folglich  ist  jeder  Quotient  von  zwei  Zahlen  m 
ebenfalls  in  ß  enthalten.    Also  ist  &  wirklich  ein  Körper. 

Da  die  Zahl  o  =  <p  (0)  sich  auf  den  ersten  Coefficienten  x9 
roducirt,  wenn  alle  übrigen  =  0  gesetzt  werden,  so  ist  der  Körper  B 
der  rationalen  Zahlen  gänzlich  enthalten  in  unserem  Körper  Ä, 
oder,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  R  ist  ein  Divisor  von  Ä. 
Diese  Eigenschaft,  alle  rationalen  Zahlen  zu  enthalten,  kommt  aber 
nicht  blos  solchen  Körpern  Sl  zu,  wie  sie  hier  betrachtet  sind, 
sondern  jedem  beliebigen  Körper  A\  denn  wenn  a  irgend  eine 
von  Null  verschiedene  Zahl  in  A  ist,  so  muss  die  Zahl  1 ,  als  Quo- 
tient der  beiden  Zahlen  a  und  a,  ebenfalls  in  A  enthalten  sein) 
und  hieraus  ergiebt  sich  unsere  Behauptung,  weil  jede  rationale 
Zahl  durch  eine  endliche  Anzahl  von  rationalen  Operationen  aus 
der  Zahl  1  erzeugt  werden  kann.  Unter  allen  Körpern  ist  JB  daher 
der  einfachste  oder  kleinste. 

Wir  wollen  nun  einen  Körper  «ß,  welcher  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  aus  einer  algebraischen  Zahl  0  entspringt,  einen 
endlichen  Körper  und  zwar  einen  Körper  nten  Grades  nennen, 
wenn  0  eine  Wurzel  einer  irreductibelen  Gleichung  n  ten  Grades 
ist.  Aus  dieser  Definition,  welche  wir  hier  nur  deshalb  gewählt 
haben,  um  an  allgemein  bekannte  Begriffe  anzuknüpfen,  geht  aber 
ht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Grad  w,  welcher  zwar  für  die 
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Zahl  0  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  ebenso  charakteristisch  für 
den  aus  0  erzeugten  Körper  Ä  sein  muss,  und  man  kann  zweifeln, 
ob  nicht  derselbe  Körper  &  auf  dieselbe  Weise  auch  aus  einer  Wur- 
zel einer  irreductibelen  Gleichung  er?eugbar  ist,  die  einen  von  w 
verschiedenen  Grad  besitzt  Dass  dies  in  der  That  unmöglich 
ist,  werden  wir  am  besten  erkennen,  wenn  wir  uns  auf  den  folgen- 
den, für  unsere  ferneren  Untersuchungen  unentbehrlichen  Begriff 
stützen  *). 

Ein  System  von  n  bestimmten  Zahlen  ax ,  Oj  . .  .  a»  nennen 
wir  ein  irredudibeles  System,  wenn  die  Summe 

a  =  Xi  ax  -f-  %*  «a  +  •  •  •  +  «*«* 

jedesmal  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhält,  sobald  xx, 
x%  .  .  .  xn  rationale  Zahlen  sind,  die  nicht  alle  verschwinden;  zu- 
gleich nennen  wir  die  Zahlen  ax,  o%  .  .  .  an  von  einander  unabhän- 
gig. Wenn  es  aber  n  rationale  Zahlen  xu  x?  ...  xn  giebt,  die  nicht 
alle  verschwinden,  und  für  welche  «=0  wird,  so  heisst  das  System 
der  n  Zahlen  «x,  a2  .  .  .  o*  ein  redudibeles  System,  und  diese 
n  Zahlen  heissen  abhängig  *von  einander**).  Aus  dieser  Definition 
ergiebt  sich  der  folgende,  leicht  zu  verallgemeinernde  Satz. 

Wenn  die  n  Zahlen  ßx ,  ß2  .  .  .  ßn  von  einander  unabhängig, 
und  die  n2  Coefficienten  cjf*  rationale  Zahlen  sind,  so  bilden  die 
n  Zahlen 

«1  =€,lßl     +  cfa     +   ...   +C>nßn 

«2  =  <Zßi  +  4ß2  +.••■+  C^ßn 


ein  reductibeles  oder  irredudibeles  System,  je  nachdem  die  Deter- 
minante 


*)  Vergl.  Birichlet :  Verallgemeinerung  eines  Satzes  aus  der  Lehre  von 
den  Kettenbrüchen  nebst  einigen  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Zahlen 
(Berliner  Monatsberichte,  April  1842). 

**)  Allgemeiner :  die  n  Zahlen  «i ,  «2  •  •  •  an  bilden  ©*n  irreductibeles 
System  in  Bezug  auf  einen  Körper  K,  wenn  jedes  System  von  n  Zahlen 
xx,  x2  .  .  .  xn>  die  dem  Körper  K  angehören,  aber  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden, eine  von  Null  verschiedene  Summe  a  =  £xt(tt  erzeugt.  Der- 
selbe Begriff  lässt  sich  auch  auf  rationale  Functionen  von  beliebig  vielen 
Variabelen  ausdehnen. 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  30 
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G=z^±c'1C\ 

verschwindet  oder  nicht  verschwindet. 

Bedeuten  nämlich  xx,x2  .  .  .xn  beliebige  rationale  Zahlen,  so 
wird  die  Summe 


die  Form 


a  =  xx «!  +  ^  «2  + 

annehmen,  wo  die  n  Zahlen 

Vi  =  c[xx  +  c"  #2  + 
y2  =  c2Xi  +  c"x2  + 


+  Vnßn 


in) 


+  &?Xn 
i    ^2    ^n 


yn  =  c^i  +  c>2  +  •  •  •  +  c; 


(n) 


#. 


ebenfalls  rational  sind,  und  da  /Jn  /J,  .  .  .  ßn  ein  irreductibeles 
System  bilden ,  so  wird  a  stets  und  nur  dann  verschwinden ,  wenn 
diese  n  Zahlen  yx ,  y2  .  . .  yn  sämmtlich  verschwinden.  Dies  ist, 
wenn  C  von  Null  verschieden,  bekanntlich  nur  dann  möglich,  wenn 
die  n  Zahlen  xu  x%  .  .  .  xn  ebenfalls  verschwinden;  also  bilden  die 
n  Zahlen  ax ,  o^  .  .  .  a„  in  diesem  Fall  ein  irreductibeles  System. 
Wenn  aber  0=0  ist,  so  wollen  wir  beweisen,  dass  wirklich  n  ra- 
tionale, nicht  sämmtlich  verschwindende  Zahlen  xux^...xn  existiren, 
für  welche  jede  der  n  Zahlen  yu  y*-.-yn,  also  auch  a,  verschwindet 
Unmittelbar  leuchtet  dies  für  den  Fall  ein,  wo  alle  n*  Coefficienten 
4*}  und  folglich  auch  alle  n  Zahlen  ax ,  a3  .  .  .  an  verschwinden, 
weil  man  dann  berechtigt  ist,  die  n  Zahlen  xu  x2  .  .  .  xn  ganz  will- 
kürlich zu  wählen.  Wenn  aber  die  Coefficienten  4*}  nicht  alle  ver- 
schwinden, so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträch- 
tigen, voraussetzen,  dass  die  Determinante  w*611  Grades 


D  = 


^2 '     ^2 


.  c 


(m) 


.  O 


(m) 


P'      p"  r(m) 


einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  während  alle  aus  den 
Elementen  von  C  gebildeten  Unterdeterminanten  höheren  Grades 
verschwinden;  in  diesem  Fall  sind  offenbar  die  m  Zahlen  a^Os.**"» 
wieder  von  einander  unabhängig,  aber  sie  bilden,  wie  jetzt  gezeigt 
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erden  soll,  mit  jeder  der  übrigen  Zahlen  am  +  1,  am  +  2  .  .  .  «n, 
sren  Anzahl  n  —  w^>l  ist,  ein  reductibeles  System.  Bezeichnen 
ir  mit  %,  w,  .  .  .  wm,  wm  +  i  willkürliche  Variabele,  so  nimmt  die 
'eterminante  (m  +  l)ten  Grades 

ün  ^1  •  •  •  ^i  >  ^i 

/       r"  /»(«)    -On  +  D 


V 


/      P"  Am)    r(m  +  i) 


Lach  den  Yariabelen  geordnet,  die  Form 

v  =  DxUi  +  D2th+  •  •  •  +I>mUm  +  Dum+1 

in,  wo  Di,  D2  .  .  .  Dm  Determinanten  m**1  Grades  aus  den  Ele- 
nenten c{*\  also  rationale  Zahlen  sind,  wie  D.  Dann  genügt  man 
ülen  Forderungen,  indem  man  xx  =  Dx,  x2  =  D2  .  . .  xm  =  Dm, 
rw+1  =  D,  und  alle  übrigen  Zahlen  #m+2  .  .  •  #m  wenn  solche 
aoch  vorhanden  sind,  =  0  setzt;  denn  zufolge  dieser  Substitution 
erhält  yr  denselben  Werth  wie  die  vorstehende  Summe  v,  wenn 
darin 


ux  =  cr,   u2  =  cr  .  .  .  um  =  cjr', 


w, 


m  +  l 


c(«  +  l) 


gesetzt  wird;  da  nun  die  entsprechende  Determinante  v  nach 
unseren  Voraussetzungen  immer  verschwindet,  sowohl  wenn  r<[w, 
als  wenn  r  >  m  ist,  so  werden  die  sämmtlichen  n  Grössen  yu  y2...yn 
durch  unser  System  von  rationalen  Zahlen  xu  x2  .  .  .  x*  zum  Ver- 
schwinden gebracht,  und  unter  den  letzteren  ist  wenigstens  eine, 
nämlich  xm+i  =  -D,  von  Null  verschieden.    Aus  der  Gleichung 

A«l  +  A«8+   •  •  •   +2>mOm +  D«m  +  i  =  0 

folgt  zugleich,  dass  schon  die  m-\-  1  Zahlen  o^,  a2  .  .  .  am,  ßm+i, 
also  jedenfalls  auch  die  n  Zahlen  au  a?  . . .  o«  ein  reductibeles 
System  bilden,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  wollen  nun  den  Begriff  des  irreductibelen  Systems  und 
den  vorstehenden  Satz  auf  den  aus  allen  Zahlen  co  von  der  Form 
9(0)  bestehenden  Körper  Ä  anwenden.  Zunächst  leuchtet  ein, 
dass  die  folgenden  winß  enthaltenen  Zahlen 


1,M*.  •  .ö*-1 


30* 


468  Supplement  XL 

ein  irreductibeles  System  bilden.   Dasselbe  wird  folglich  stets  und 
auch  nur  dann  von  n  solchen  in  £  enthaltenen  Zahlen 

*H  =  x"Q    +x[Q    +  ---  +  <_10—1 

0.  =  xj0  +  4Ä)o  +  •  -  •  +  4-iff—1 

gelten,  sobald  die  ans  den  n*  rationalen  Coefficienten  af?  gebildete 
Determinante 

2d  T^  ^o^l  •  •  •  *n i 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat;  in  diesem  Fall  erhalt  man 
durch  Umkehrung  der  vorstehenden  Gleichungen  die  folgenden 

0        =p1(ol         +  p*&2         +•••+!£«» 


wo  die  n2  Coefficienten  2>{f}  ebenfalls  rationale  Zahlen  sind,  und 
hieraus  folgt,  dass  jede  beliebige  in  &  enthaltene  Zahl 

©  =  <p(0)  =  x0  +  Xxd-\ +  sw-iö»-1 

stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Form 

G>  =  h1G>l   +  Ä3CO2   +  •  "  •  +  hn&n  (7) 

gebracht  werden  kann,  wo  Al9  Ä2  •  •  •  *»  rationale  Zahlen  bedeuten, 
während  umgekehrt  einleuchtet,  dass  jedes  System  von  n  rationalen 
Zahlen  Ax,  A3  .  .  .  An  nothwendig  eine  in  SZ  enthaltene  Zahl  ©  er- 
zeugt. Aus  diesem  Grunde  wollen"  wir  ein  jedes  solches  System 
von  n  unabhängigen  Zahlen  <ou  ©2  .  .  .  ©n  eine  Basis  des  Körpers 
Sl  nennen,  und  die  n  rationalen  Zahlen  A^  h^  .  .  .  hn  sollen  die  auf 
diese  Basis  bezüglichen  Coordinaten  der  ihnen  entsprechenden 
Zahl  cd  heissen. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  jedes  System  S  von  mehr  als  n  Zah- 
len, welche  alle  dem  Körper  Sl  angehören,  nothwendig  ein  reduo 
tibeles  System  ist;  denn  wenn  man  aus  einem  solchen  System  S 
zunächst  n  Zahlen  dl9  ©2  . .  .  con  na°h  Belieben  herausgreift,  so 
sind  sie  entweder  von  einander  abhängig,  und  dann  versteht  es  sich 
von  selbst,  dass  8  ein  reductibeles  System  ist;  oder  sie  bilden  eine 
Basis  von  Ä,  und  dann  ergiebt  sich  dieselbe  Folgerung ,  weil  jede 
andere  in  8  enthaltene  Zahl  co  von  der  Form  (7)  ist.  Wir  sind 
daher  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 
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Aus  einem  Körper  Sl  vom  Grade  n  lassen  sich  stets  n  von  ein- 
ander unabhängige  Zahlen  auswählen,  während  je  n-\-\  in  Sl 
enthaltene  Zahlen  von  einander  abhängig  sind. 

Hiermit  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  wirklich  der  Nachweis  ge- 
liefert, dass  die  Zahl  n  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  charak- 
teristisch für  den  Körper  Sl  ist;  ja  man  könnte  ohne  Schwierigkeit 
auch  den  umgekehrten  Satz  beweisen,  dass  jeder  Körper  &,  aus 
welchem  sich  n,  aber  nicht  mehr  unabhängige  Zahlen  auswählen 
lassen,  auch  unendlich  viele  solche  Zahlen  0  enthält,  welche  Wur- 
zeln von  irreductibelen  Gleichungen  wten  Grades  sind,  und  deren 
jede  diesen  Körper  Sl  in  der  oben  beschriebenen  Weise  erzeugt; 
die  obige  Eigenschaft  würde  daher  am  besten  als  Definition  eines 
Körpers  vom  Grade  n  dienen  können  *).  Wir  gehen  aber  auf  diese, 
für  die  höhere  Algebra  sehr  wichtige  und  leicht  zu  verallgemei- 
nernde Untersuchung  hier  nicht  ein,  weil  sie  für  unsere  Zwecke 
entbehrlich  ist. 


§.  163. 

• 

Da  eine  irreductibele  Function  f(t)  mit  ihrer  Derivirten  f'(t) 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und  folglich  eine  irreductibele 
Gleichung  w*611  Grades  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  hat, 
deren  jede  einen  Körper  wten  Grades  erzeugt,  so  entstehen  gleich- 
zeitig n  Körper  Sl,  die  wir,  mögen  sie  alle  verschieden  sein  oder 
nicht,  conjugirte  Körper  nennen  werden.  Um  aber  die  Beziehun- 
gen zwischen  diesen  Körpern  schärfer  aufzufassen,  ist  es  zweck- 
mässig, von  einer  anderen,  viel  allgemeineren  Definition  auszu- 
gehen. 

Es  geschieht  in  der  Mathematik  und  in  anderen  Wissen- 
schaften sehr  häufig,  dass,  wenn  ein  System  Sl  von  Dingen  oder 
Elementen  co  vorliegt,  jedes  bestimmte  Element  o  nach  einem  ge- 
wissen Gesetze  durch  ein  bestimmtes,  ihm  entsprechendes  Element 
©'  ersetzt  wird;  einen  solchen  Act  pflegt  man  eine  Substitution  zu 


*)  Vergl.  die  zweite  Auflage  dieses  Werkes,  §.  159.  —  Versteht  man 
unter  einem  Divisor  eines  Körpers  Sl  jeden  Körper,  dessen  sämmtliche 
Zahlen  auch  in  Sl  enthalten  sind,  so  kann  man  auch  so  definiren:  ein 
Körper  heisst  ein  endlicher  Körper,  wenn  er  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Divisoren  besitzt;  aber  hierbei  kommt  der  Begriff  des  Grades  nicht  un- 
mittelbar zum  Vorschein. 


470  Supplement  XL 

nennen,  und  man  sagt,  dass  durch  diese  Substitution  das  Element© 
in  das  Element  co\  und  ebenso  das  System  SZ  in  das  System  Ä'  der 
Elemente  co'  übergeht.  Die  Ausdrucksweise  gestaltet  sich  noch 
etwas  bequemer,  wenn  man,  was  wir  thun  wollen,  diese  Substitution 
wie  eine  Abbildung  des  Systems  Sl  auffasst  und  demgemäss  ©'  das 
Bild  von  o,  ebenso  Sl1  das  Bild  von  SZ  nennt*). 

Wir  wenden  nun  diesen  Begriff  auf  einen  beliebigen,  endlichen 
oder  unendlichen  Zahlenkörper  Sl  an,  betrachten  aber  nur  solche 
Substitutionen,  durch  welche  jede  in  Sl  enthaltene  Zahl  co  wieder 
in  eine  Zahl  co1  übergeht,  die  wir  als  Bild  von  co  durch  Anbängung 
eines  Accentes  bezeichnen  wollen.  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst, 
würden  solche  Substitutionen  indessen  noch  sehr  wenig  Interesse 
darbieten;  wir  fragen  vielmehr,  ob  es  möglich  ist,  die  Zahlen  o  des 
Körpers  ß  in  der  Weise  durch  Zahlen  co'  abzubilden,  dass  oMe 
zwischen  den  Zahlen  co  bestehenden  rationalen  Beziehungen  sich 
vollständig  auf  die  Bilder  co'  übertragen ;  oder  mit  anderen  Worten, 
wir  verlangen,  dass,  wenn  aus  beliebigen  Zahlen  a,  /J,  y  .  . .  des 
Körpers  &  durch  rationale  Operationen  eine  Zahl  co  abgeleitet  ist, 
welche  folglich  ebenfalls  in  Sl  enthalten  ist,  durch  dieselben  ratio- 
nalen Operationen  aus  den  Bildern  «',  ß\  y'  .  .  .  immer  das  Bilde' 
der  Zahl  co  entstehen  soll.  Eine  solche  Substitution  oder  Abbil- 
dung wollen  wir  eine  Permutation  des  Körpers  Ä  nennen.  Da  jede 
rationale  Operation  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  einfachen  Addi- 
tionen, Subtractionen,  Multiplicationen  und  Divisionen  zusammen- 
gesetzt ist,  so  leuchtet  ein,  dass  eine  Abbildung  stets  und  nur  dann 
eine  solche  Permutation  ist,  wenn  für  je  zwei  in  Sl  enthaltene 
Zahlen  a,  ß  die  folgenden  vier  Gesetze  gelten: 

(«  +  ß)'  =  *'  +  ß'  (1) 

(«-«'  =  «'-0'  (2) 

(«/»)'  =  «'/»'  (3) 


w  ~  ß' 


(4) 


Von  diesen  für  eine  Permutation  charakteristischen,  d.  h.  er- 
forderlichen und  hinreichenden  Bedingungen  verlangt  die  letzte 

*)  Auf  dieser  Fähigkeit  des  Geistes,  ein  Ding  <o  mit  einem  Ding  oJ  zu 
vergleichen,  oder  a>  auf  a>'  zu  beziehen,  oder  dem  (o  ein  «'  entsprechen 
zu  lassen,  ohne  welche  ein  Denken  überhaupt  nicht  möglich  ist,  beruht, 
wie  ich  an  einem  anderen  Orte  nachzuweisen  versuchen  werde,  auch  die 
gesammte  Wissenschaft  der  Zahlen. 
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offenbar,  dass  die  Bilder  &'  nicht  alle  verschwinden]  umgekehrt, 
wenn  eine  Abbildung  P  diese  Eigenschaft  besitzt  und  ausserdem 
den  Gesetzen  (1)  und  (3)  gehorcht,  so  ergeben  sich  hieraus,  wie 
wir  jetzt  beweisen  wollen,  die  Gesetze  (2)  und  (4),  und  folglich  ist 
P  eine  Permutation  des  Körpers  ß.  In  der  That,  aus  der  Glei- 
chung (1)  folgt  unmittelbar  die  Gleichung  (2),  wenn  man,  was 
offenbar  erlaubt  ist,  die  willkürliche  Zahl  a  des  Körpers  ß  durch 
die  ebenfalls  in  ß  enthaltene  Zahl  (a  —  ß)  ersetzt;  ebenso  darf 
man  in  (3),  wenn  ß  von  Null  verschieden  ist,  a  durch  den  Quo- 
tienten a  :  ß  ersetzen,  wodurch  man  zunächst 


«■=(?)> 


erhält;  wäre  nun  ßr  =  0,  so  würden  die  Bilder  a'  von  allen  in  ß 
enthaltenen  Zahlen  a  verschwinden,  was  aber  im  Widerspruch  mit 
unserer  ausdrücklichen  Voraussetzung  steht;  mithin  ist  ß'  von 
Null  verschieden,  und  es  gilt  folglich  das  Gesetz  (4),  was  zu  be- 
weisen war. 

Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  das  System  ß',  in  welches  der 
Körper  ß  durch  eine  Permutation  P  übergeht,  wieder  ein  Körper 
ist.  Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  ß'  aus  allen  und  nur  solchen 
Zahlen  a\  ß'  besteht,  welche  Bilder  von  Zahlen  a,  ß  des  Körpers  ß 
sind,  und  dass  jede  von  Null  verschiedene  Zahl  ß'  des  Systems  ß' 
zufolge  (1)  gewiss  das  Bild  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  ß 
des  Körpers  ß  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Summen,  Differenzen, 
Producte  und  Quotienten  von  je  zwei  in  ß'  enthaltenen  Zahlen 
«',  ß'  ebenfalls  dem  System  ß'  angehören,  weil  sie  zufolge  der 
Gesetze  (1),  (2),  (3),  (4)  ebenfalls  Bilder  von  Zahlen  des  Körpers  ß 
sind;  mithin  ist  ß'  ein  Körper,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  je  zwei  von  einander  verschie- 
dene Zahlen  a,  ß  des  Körpers  ß  auch  von  einander  verschiedene 
Bilder  «',  ß1  besitzen,  weil  sonst  zufolge  (2)  das  Bild  der  von  Null 
verschiedenen  Zahl  (a  —  ß)  verschwinden  würde,  was,  wie  wir  oben 
schon  bewiesen  haben,  nicht  möglich  ist.  Mithin  ist  jede  be- 
stimmte im  Körper  ß'  enthaltene  Zahl  o'  das  Bild  von  einer  ein- 
zigen, völlig  bestimmten  Zahl  oj  des  Körpers  ß,  und  folglich  kann 
man  der  Permutation  P,  durch  welche  ß  in  ß'  übergeht,  eine  Ab- 
bildung  P-*1  des  Körpers  ß'  gegenüberstellen,  durch  welche  jede 
bestimmte  in  ß'  enthaltene  Zahl  o'  in  diese  bestimmte  Zahl  co  des 
Körpers  ß  übergeht;  diese  neue  Abbildung  ist  aber  gewiss  eine 
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Permutation  des  Körpers  ß';   denn   wenn  «',  ß'  zwei  beliebige 
Zahlen  des  Körpers  ß',  und  a,  ß  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen 
des  Körpers  ß  bedeuten,  so  gehen  zufolge  (1)  und  (3)  die  Zahlen 
a'  +  ß'  und  cc'ß'  des  Körpers  ß'  durch  P-1  in  die  Zahlen  a  +  fi 
und  aß  über.     Wir  wollen  jede  dieser  beiden  Permutationen  P 
und  P_1  die  umgekehrte   oder  inverse  der  anderen  nennen,  die 
beiden  Körper  ß  und  ß'  sollen  conjugirte  Körper,  und  je  zwei 
einander  entsprechende  Zahlen  co  und  o'  sollen  conjugirte  Zählen 
heissen.     Da  offenbar  jeder  Körper  ß  eine  Permutation  besitzt, 
durch  welche  jede  seiner  Zahlen  in  sich  selbst  übergeht,  und 
welche  wir  die  identische  Permutation  von  ß  nennen  wollen,  so  ist 
jeder  Körper  mit  sich  selbst  conjugirt.     Wenn  ferner  zwei  Körper 
ß,  ß"  mit  einem  dritten  ß'  conjugirt  sind,  so  sind  sie  auch  mit 
einander  conjugirt;  denn  wenn  jede  Zahl  co  des  Körpers  ß  durch 
eine  Permutation  P  in  eine  entsprechende  Zahl  cd'  des  Körpers  &', 
und  jede  Zahl  cd'  des  letzteren  durch  eine  Permutation  Q  in  eine 
entsprechende  Zahl  cd"  des  Körpers  ß"  übergeht,  so  ist,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  diejenige  Substitution,  durch  welche  jede 
Zahl  co  des  Körpers  ß  in  die  entsprechende  Zahl  cd"  des  Körpers  ß" 
übergeht,  in  der  That  eine  Permutation  des  Körpers  ß.    Dieselbe 
heisst  die  Resultante  von  P  und  Q  und  wird  durch  das  Symbol  PQ 
bezeichnet,  welches  folglich  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  Q  eine 
Permutation  desselben  Körpers  ß'  ist,  welcher  durch  die  Permuta- 
tion P  erzeugt  wird;  zugleich  ist  die  inverse  Permutation  (PQ)"1 
=  Q~1P-\  und  allgemein  ist  PP~X  die  identische  Permutation 
von  ß. 

Es  ist  schon  erwähnt,  dass  jeder  Körper  ß  alle  rationalen 
Zahlen  enthält;  setzt  man  nun  et  =  ß,  so  ergiebt  sich  aus  (4), 
dass  1 '  =  1  ist,  und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gesetze 
(1),  (2),  (3)^  (4),  dass  jede  rationale  Zahl,  weil  sie  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen 
und  Divisionen  aus  der  Zahl  1  entsteht,  durch  die  Permutation  P 
in  sich  selbst  übergeht.  Der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen, 
welcher  offenbar  der  einzige  Körper  ersten  Grades  ist,  besitzt 
daher  keine  andere,  als  die  identische  Permutation.  Ist  ferner  6 
eine  bestimmte  Zahl  des  Körpers  ß,  und  ^  (t)  eine  mit  rationalen 
Coefficienten  behaftete  rationale  Function  von  £,  deren  Nenner  für 
t  =  0  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  ty  (0)  eine  in  ß  enthaltene 
Zahl,  und  das  System  aller  dieser,  durch  0  rational  darstellbaren 
Zahlen  y  (0)  bildet  für  sich  einen  Körper ,  welcher  zweckmässig 
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durch  JB(0)  bezeichnet  wird;  wenn  nun  die  Zahl  0  durch  die 
Permutation  P  in  0'  übergeht,  so  folgt  aus  den  obigen  Gesetzen, 
dass  die  Zahl  cd  =  i>(0)  in  die  Zahl  ©'  =  4>(0'),  also  der  Körper 
B  (0)  in  den  Körper  JB(0')  übergeht.  Nehmen  wir  endlich  an, 
dass  0  eine  algebraische  Zahl,  also  die  Wurzel  einer  Gleichung 
0  =  1>  (0)  ist,  wo  1>  (t)  eine  ganze  Function  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  bedeutet,  so  muss,  weil  0'  =  0  ist,  auch  0  =  ^(0')  sein, 
und  folglich  ist  die  mit  0  conjugirte  Zahl  0'  auch  eine  algebraische 
Zahl;  und  wenn  0  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  0'  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen,  welche  sich  auf  alle 
Körper  Sl  und  deren  Permutationen  P  beziehen,  kehren  wir  zur 
Untersuchung  eines  endlichen  Körpers  Sl  vom  Grade  n  zurück  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  seine  Permutationen  zu  finden.  Da 
alle  Zahlen  co  eines  solchen  Körpers  Sl  oder  12(0)  aus  einer 
Wurzel  0  einer  irreductibelen  Gleichung  nUm  Grades  0  =/(0) 
entspringen  und  in  der  Form  1>  (0)  enthalten  sind,  wo  ty  (t)  jede 
ganze  Function  mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet,  so  folgt  aus 
den  vorhergehenden  Bemerkungen,  dass  eine  Permutation  von  Sl 
schon  durch  Angabe  derjenigen  Zahl  0'  vollständig  bestimmt  ist, 
in  welche  0  übergeht,  und  da  dieselbe  eine  Wurzel  derselben 
Gleichung  0  =  /(0')  sein  muss,  so  kann  es  höchstens  n  von  ein- 
ander verschiedene  Permutationen  des  Körpers  Sl  geben.  Dass 
aber  wirklich  jeder  solchen  Wurzel  0'  auch  eine  Permutation  von  Sl 
entspricht,  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Da  nach  §.  162  jede 
Zahl  g>  des  Körpers  Sl  sich  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise 
in  der  daselbst  durch  (4)  und  (5)  definirten  Form  q>  (0)  darstellen 
lässt,  so  erhalten  wir  eine  völlig  bestimmte  Abbildung  von  &,  wenn 
wir  jeder  solchen  Zahl  cd  =  <p  (ff)  die  Zahl  &'  =  q>(0')  als  Bild 
entsprechen  lassen.  Bedeuten  nun  <jPi(£),  qp2(0i  9^)  •  •  •  imme? 
solche  Functionen  wie  <p  (£),  so  kann  man,  wenn  a,  ß  zwei  beliebige 
Zahlen  des  Körpers  Sl  sind, 

a  =  9l(0),     ß  =  <p2(0),     a  +  ß  =  <jp3(0),     aß  =  <p4(0) 

setzen,  und  die  Bilder  dieser  Zahlen  werden  die  Zahlen 

«'  =  ^(0'),  /»'  =  <p2(0'),   («  +  «'  =  9.(00.  («•/»)'  =  *4(fl'); 

da  nun 

9.(0)  =  9>i  iß)  +  9,(0),    y4(0)  =  <MÖ)  9*(fl) 


474  Supplement  XI. 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Irreductibilität  der  Function  f(t)  nach 
§.  162,  dass  identisch 

9s(0  =  »i(0  +  9>i(0.     94(0  =  »i  (*)%(*)  +  95(0/(0 
ist,  und  hieraus  folgt  für  £  =  0',  dass 

93  (ö')  =  9i  («f)  +  92  (00,    94  (0')  =  9i  (0')  92  (0') 
ist;  mithin  gehorcht  die  Abbildung  den  obigen  Gesetzen 

(a  +  0)' =  «' +  0'  (1) 

(«/»)'  =  «'/»'  (3) 

und  da  die  Bilder  a>'  offenbar  nicht  alle  verschwinden,  so  ist  diese 
Abbildung  eine  Permutation  von  £,  was  zu  beweisen  war. 
Setzt  man  daher 

/(*)  =  (*  -  0')  (t  -  0")  ...(*_  0<n)),  (5) 

so  entspricht  jeder  der  n  conjugirten  von  einander  verschiedenen 
Zahlen  0',  0"  . .  .  0<n>  eine  besondere  Permutation  von  Ä,  der 
Wurzel  0<r>  die  Permutation  P<r\  und  die  Zahl  a  =  <p(0)  geht 
durch  P<r>  in  die  conjugirte  Zahl  a>(r>  =  qp(0(r))  des  conjugirten 
Körpers  ß(r>  über.  Um  aber  jedes  Missverständniss  zu  vermeiden, 
bemerken  wir,  dass  zwei  solche  conjugirte  Körper  «ß',  Ä",  obwohl 
sie  durch  zwei  von  einander  verschiedene  Permutationen  P',  P" 
aus  Ä  entstehen,  dennoch  hinsichtlich  ihres  gesammten  Zahlen- 
inhaltes  vollständig  identisch  sein  können;  dies  ist  z.  B.  immer  der 
Fall,  wenn  Sl  ein  Kreistheilungs  -  Körper  ist,  A  h.  wenn  0  einer 
Gleichung  von  der  Form  öm  =  1  genügt.  Wenn  die  mit  ß  conju- 
girten n  Körper  S&W  sämmtlich  mit  einander  und  folglich  mit  & 
identisch  sind,  so  nennen  wir  Ä  einen  NormdlMrper*)  oder  auch 


*)  Obgleich  wir  hier  auf  jedes  tiefere  Eingehen  in  die  Principien  der 
höheren  Algebra  verzichten  müssen,  so  wollen  wir  doch  wenigstens  diesen 
Namen  durch  die  folgende  Bemerkung  zu  rechtfertigen  suchen.  Je  zwei 
Körper  A,  B  erzeugen  durch  ihre  Vereinigung  immer  wieder  einen 
bestimmten  Körper  AB,  dessen  Zahlen  aus  denen  von  A  und  B  durch 
rationale  Operationen  entstehen,  und  der  das  Product  aus  A  und  B 
heissen  soll;  dieser  Begriff  lässt  sich  auf  beliebig  viele,  sogar  unendlich 
viele  Körper  A,  B,  C  .  .  .  ausdehnen.  Unter  der  Norm  eines  endlichen 
Körpers  Sl  verstehen  wir  das  Product  aus  den  n  mit  Sl  conjugirten 
Körpern,  und  Sl  heisst  ein  Normdlkörper ,  wenn  er  seine  eigene  Norm  ist; 
in  allen  Fällen  ist  die  Norm  von  Sl  ein  Normalkörper,  und  die  Permuta- 
tionen desselben  bilden  eine  Gruppe, 
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einen  Gdlois' sehen  Körper^  weil  das  Wesen  der  von  GcUois*)  ein- 
geführten algebraischen  Principien  darin  besteht,  die  Untersuchung 
eines  beliebigen  endlichen  Körpers  auf  diejenige  eines  Normal- 
körpers zurückzuführen. 


§.  164. 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  uns  auf  die  eben  erhaltenen 
Resultate  stützen  und  die  dabei  angewandten  Bezeichnungen  bei- 
behalten, zwei  neue  Begriffe  entwickeln  und  einige  Sätze  beweisen, 
von  denen  wir  sehr  häufig  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Unter  der  Norm  N(g>)  einer  beliebigen  Zahl  ci  des  Körpers  Ä 
vom  Grade  w  verstehen  wir  das  Product 

JjT(a>)  =  ©'©''...©(»>  (1) 

aus  den  n  conjugirten  Zahlen  ©',©"...  &(n\  in  welche  (o  durch 
die  Permutationen  P',  P"  . . .  pw  übergeht  (vergl.  §.  159).  Sie 
verschwindet  offenbar  nur  dann,  wenn  einer  der  Factoren,  und 
folglich  auch  ro  =  0  ist  Wenn  ci  eine  rationale  Zahl  ist,  so  sind 
die  n  conjugirten  Zahlen  ©<r>  identisch  mit  co,  und  folglich  ist 
dann  N(co)  =  con.  Bedeuten  ferner  a,  ß  zwei  beliebige  Zahlen 
des  Körpers  Ä,  so  ist  (aßyr)  =  a<r)/3<r),  und  hieraus  folgt 
der  Satz 

N(*ß)  =  N(ayN(ß).  (2) 

Unter  der  Discriminante  A(«i,  a2  .  .  .  an)  eines  beliebigen 
Systems  von  n  Zahlen  au  a2  .  .  .  a»  des  Körpers  ß  verstehen  wir 
das  Quadrat 

A  («x,  «*...«»)  =  (2  +  «X  •  •  •  «2°)f  (8) 

der  aus  den  w3  Zahlen  «£**  gebildeten  Determinante.  Sind  nun  zwei 
solche  Systeme  von  n  Zahlen  au  a2  .  .  .  an,  und  a>l5  a>2  •  •  •  <*>n 
durch  n  Gleichungen  von  der  Form 

Ct,8  =  Ch8G>x  +  C2,8(X>2  +  •  •  •   +  Cnt,On  (4) 

mit  einander  verbunden,  wo  die  n2  Coefficienten  cr%8  rationale 
Zahlen  bedeuten,  deren  Determinante 


*)  Swr  les  conditions  de  resölubilite  des  equations  par  radicaux  (Liou« 
ville's  Journal,  t.  XI,  1846). 


\ 
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2±CitlCa,2  •  •  .  cn%n  =  C  (5) 

ist,  so  ergeben  sich  durch  die  Permutation  P<r>  hieraus  n  Gleichun- 
gen von  der  Form 

mithin  ist  nach  dem  Fundamentalsatz  über  das  Product  zweier 
Determinanten 


VI    1       '     " 

2±«i«2  •  • 

•  «w=C2±«X.. 

•  -£*, 

(6) 

also  auch 

A  («i,  «2   . 

.  .  an)  =  (7*  A  (©!,  o3  . 

•  •  o»»). 

(7) 

WO 


Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dass  ein  System  von  n  Zahlen 
existirt,  dessen  Discriminante  nicht  verschwindet.  Um  die  Per- 
mutations-Accente  nicht  mit  den  Potenz -Exponenten  zu  verwech- 
seln, wollen  wir  die  Potenzen  1,  0,  02  .  .  .  0*_1,  wo  ö  die  frühere 
Bedeutung  hat,  lieber  mit  ßXj  /J2,  ß%  .  .  .  ßn  bezeichnen;  ist  nun 

/(*)  =  *•  + Oi <""i:f  Oi *"-M +an-xt  +  an 

die  irreductibele  Function,  welche  für  t  =  0  verschwindet,  so  er- 
hält man  durch  Division  mit  t  —  0  die  ganze  Function 

«i  =  a>n-ißi  +  a^_2/J3  +  •  •  •  -\-(hßn-i  +  ßn 

«2   =  ßn-2&  +a„_3/J2  +   '  *  "   +ßn-l 

«n-1  =  <hßl  +  02 
«n  =  ßl 

ist;  da  die  Determinante  dieses  aus  den  Zahlen  1,  ax,  a^  .  .  .  aw-i 
gebildeten  Coefficientensystems  =  (—  l)l/«n(*-i)  ist,  so  erhält  man 
aus  (6)  das  erste  Resultat 

Ersetzt  man  ferner  0  durch  0<r),  so  folgt 

und  wenn  <  =  ö<»)  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Summe 
«PßP  +  «irW  +  •  •  •  +  «  W  =/'(ÖW)  oder  =  0 


Allgemeine  Zahlentheorie.  477 

ist,  je  nachdem  dielndices  r,  s  gleich  oder  ungleich  sind*);  hieraus 
folgt  nach  dem  schon  benutzten  Satze  über  die  Multiplicaüon  der 
Determinanten  das  zweite  Resultat 

s±«x . . .  «<r> .  i±ßM . .  •  ß?  =  /wen . .  •  /'(0(n)), 

und  aus  der  Verbindung  beider  Resultate  ergiebt  sich  ein  sehr  be- 
kannter Satz  der  Determinanten -Theorie,  welcher  in  unseren  Be- 
zeichnungen durch  die  Gleichung 

A  (1,  0,  03 .  . .  0—1)  =  (-  l)lA-(~~D  N(f(0))  (8) 

ausgedrückt  wird.  Da  nun  die  Zahl  /'(ö),  und  folglich  auch  ihre 
Norm  von  Null  verschieden  ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  Dis- 
criminante  der  Basis  1,  0,  Öa .  .  .  01*""1,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  ein  System  von  n  Zahlen  des  Kör- 
pers &  eine  Basis  desselben  bildet  oder  reductibel  ist,  je  nachdem 
die  zugehörige  Discriminante  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
hat  oder  verschwindet.  Denn  wenn  wir  jetzt  mit  ©x,  cj3  .  .  .  ©n 
eine  beliebige  Basis  von  &  bezeichnen  (§.  162),  so  ist  jedes  System 
von  n  Zahlen  o^,  c^  .  .  .  <xn  in  der  obigen  Form  (4)  enthalten,  und 
es  besteht  die  Relation  (7),  wo  C  die  aus  den  Coordinaten  cTy  8  ge- 
bildete Determinante  bedeutet;  wäre  nun  die  Discriminante  der 
Basis  =  0,  so  müsste  zufolge  (7)  jede  Discriminante  verschwinden, 
was  aber,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  nicht  der  Fall  ist  Mithin 
ist  die  Discriminante  der  Basis  von  Null  verschieden,  und  hieraus 
ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Discriminante  eines  Systems  ax,  «q...«» 
stets  verschwindet,  wenn  C  =  0,  d.  h.  wenn  dieses  System  reduc- 
tibel und  folglich  keine  Basis  von  &  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  behaupten  nun  ferner,  dass  alle  Normen  und  Discrimi- 
nanten  rationale  Zahlen  sind  **).    In  der  That,  bezeichnen  wir  mit 


*)  Dies  [ist  ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes,  dass  zu  jeder 
Basis  ßlt  ß2  .  .  .  ßn  des  Körpers  &  eine  complementäre  Basis  a^  a2  .  .  .  an 
gehört,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summe 

«r)/»i*)+«r^)+  •  •  •  +«(„r)/»2) =«y.+«'x+  •  •  •  +«?)^?) 

den  Werth  1  oder  0  hat,  je  nachdem  die  Indices  r,  8  gleich  oder  ungleich 
sind.  Dieser  Satz  ist  von  Wichtigkeit  für  die  genauere  Untersuchung  der 
Discriminanten,  aber  für  unsere  Zwecke  entbehrlich. 

**)  Dies  ergiebt  sich  unmittelbar   aus  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  von  den  Wurzeln  einer  Gleichung,  die  wir  aber  hier  nicht  vor 
auszusetzen  brauchen. 
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ist,  so  ergeb 
gen  von  de^ 
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mithin  ist 
Determin 

also  au< 


.» 


».» 
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p  <r>  c?  <r)  übergeht  f  so 


'n 
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existi 
mute 
selD 
Bei 


y.*}"~    ^j^  Seiten  als  Factor  auftretende  Deter- 
7  *  ^nirscbieden  ist,  so  ergiebt  sich 


& 

# 


tot  - 


Soll  re^ 


M) 


s^2i^l|l^i2  •  •  *  C»,»i 


(10) 


rational.    Dasselbe  gilt  nun  zufolge  (8)  auch 

<*  *  ^S*  der  Bajsis1'  e* ö2  •  •  •  öw"1?  ™? zufolge  (7) 

*"  Jerfi*   bdfabigen  Discriminante,  was  zu  beweisen  war. 

r[b  *°n ^*to>'ßfen  wir  endlich  noch  folgende  Bemerkung.     Be- 

&&&     Ujeöijp  rationale  Zahl ,  und  ersetzt  man  in  den 

Mtet  0  dm^j  ßie  Zahl  p  durch  p  — 0,  so  bleiben  die  Coeffi- 

jj^clii^fli.eändert  mit  Ausnahme  derjenigen  cr%n  welche  in 

^teü*,'     yegen  und  durch  Cr,r  —  #  zu  ersetzen  sind;  hier- 

der  ^°*  aa  Gleichung  (10)  in  die  folgende  über 


(/ 


j)V 


*-*)... 0*(B)-*)  = 


«1,1- 

Cl,2 

'  #?  «2,  1 

5  #2,  2  "" 

•  < 
-0.. 

•  •  ^n,  1 
•  ^n,  2 

*,« 

,  02,n 

•  • 

•  ^n,  n 

z 


;(") 


lbe  m038  a")er  auc'1  ^m^8C^  gelten,  wenn  ^r  als  willkürhche 
^^abek  angesehen  ^™^i  we^  beide  Seiten  ganze  Functionen  wten 
n    des  von  0  sind,  die  für  jeden  rationalen  Werth  von  e  gleiche 
Wertihe  besitzen.    Entwickelt  man  nun  die  Determinante  nach  den 
Potenzen  von  *,  so  werden  alle  Coefficienten  rationale  Zahlen;  mit- 
Ijjd  sind  die  mit  einer  beliebigen  Zahl  ft  des  Körpers  conjugirten 
n  Zahlen  f*'?  (*"  •  •  •  f*(n)  immer  die  Wurzeln  einer  Gleichung  nten 
Grades  mit  rationalen  Coefficienten,   und  eine  genauere  Unter- 
suchung würde  ergeben,  dass  die  ganze  Function  (11)  entweder  irre- 
ducfcibel  oder,  abgesehen  von  dem  Factor  (—  l)w,  eine  Potenz  einer 
irreductibelen  Function  ist. 
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§.  165. 

Bevor  wir  uns  unserem  eigentlichen  Gegenstande,  der  Theorie 
der  ganzen  Zahlen  des  Körpers  &,  definitiv  zuwenden  können, 
müssen  wir,  um  Unterbrechungen  zu  vermeiden,  noch  einige  Hülfs- 
sätze  aus  einer  Theorie  ableiten,  welche,  weiter  ausgeführt,  auch 
auf  andere  Theile  der  Mathematik  sich  mit  Nutzen  anwenden 
lässt.    Der  Grundbegriff  derselben  ist  der  folgende. 

Ein  System  a  von  reellen  oder  complexen,  algebraischen  oder 
transcendenten  Zahlen  soll  ein  Modul  heissen,  wenn  dieselben  sich 
durch  Addition  und  Subtraction  reproduciren,  d.  h.  wenn  die 
Summen  und  Differenzen  von  je  zwei  solchen  Zahlen  demselben 
System  a  angehören. 

Da  aus  einer  Zahl  a  durch  wiederholte  Addition  und  Subtrac- 
tion alle  Zahlen  von  der  Form  xa  entstehen,  wo  x  jede  ganze 
rationale  Zahl  bedeutet,  so  muss  ein  Modul  a,  welcher  die  Zahl  a 
enthält,  auch  alle  diese  Producte  xa  enthalten;  und  allgemeiner, 
wenn  ein  Modul  a  die  Zahlen  o^,  a3  .  .  .  an  enthält,  so  muss  er 
auch  alle  Zahlen  von  der  Form 

#1  «1  +  #2  «2  +  *  '  *  +  #n  «n 

enthalten,  wo  xu  x2  .  .  .  xn  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen 
bedeuten.  Offenbar  bilden  alle  in  dieser  Form  enthaltenen  Zahlen 
schon  für  sich  einen  Modul;  wir  nennen  einen  solchen  Modul  einen 
endlichen  Modul,  bezeichnen  ihn  durch  das  Symbol  [ccu  cc2  .  .  .  a„], 
und  verstehen  unter  seiner  Basis  das  System  der  n  Zahlen 
«!,  a2  •  •  •  «n  (vergL  §.  159). 

Es  ist  demnach  z.  B.  [1]  das  System  aller  ganzen  rationalen 
Zahlen,  [1,  i]  das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  quadratischen 
Körpers  J  (§.  159).  Ebenso  ist  [4,  6]  das  System  aller  Zahlen 
von  der  Form  4a?-|-6y,  wo  #,  y  alle  ganzen  rationalen  Zahlen 
durchlaufen;  aus  den  Elementen  der  Zahlentheorie  (§.  24)  ergiebt 
sich  offenbar,  dass  dieses  System  identisch  mit  dem  Modul  [2]  ist, 
und  wir  drücken  dies  durch  die  Gleichung  [4,  6]  =  [2]  aus,  indem 
wir  allgemein  durch  a  =  6  andeuten  wollen,  dass  a  und  b  Zeichen 
für  einen  und  denselben  Modul  sind. 

Offenbar  ist  die  Zahl  0  in  jedem  Modul  enthalten,  und  sie 
bildet  auch  für  sich  allein  einen  Modul.     Enthält  aber  ein  Modul 
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eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  so  enthält  er  auch  unendlich 
viele  von  einander  verschiedene  Zahlen. 

Wir  nennen  nun  den  Modtd  a  iheilbar  durch  den  Modul  b, 
wenn  alle  in  et  enthaltenen  Zahlen  auch  dem  Modul  b  angehören; 
zugleich  werden  wir  sagen,  a  sei  ein  Vielfaches  oder  MuUiphm 
von  6,  b  sei  ein  Theüer  oder  Divisor  von  a,  oder  b  gehe  in  a  aut 
Diese  Benennung  mag  auf  den  ersten  Blick  Anstoss  erregen,  weil 
das  Vielfache  a  einen  Theil  des  Theilers  b  bildet,  doch  wird  die- 
selbe sich  in  der  Folge  hinreichend  rechtfertigen  durch  die  Ana- 
logie mit  der  Theilbarkeit  der  Zahlen*);  so  ist  z.  B.  [4]  ein  Viel- 
faches von  [2],   weil  alle  durch  4  theilbaren  ganzen  rationalen 
Zahlen  auch  durch  2  theilbar  sind.      Allgemein   bemerken  wir, 
dass  der  Modul  0  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  aller  Moduln 
ist;  wenn  ferner  die  Zahlen  au  c^  .  .  .  an  m  dem  Modul  a  ent- 
halten sind,  so  ist  a  ein  Theiler  des  endlichen  Moduls  [ai,'a2  •••«!»]• 
Ist  jeder  der  Moduln  a,  b,  c,  b  .  .  .  durch  den  zunächst  folgenden 
theilbar,   so  ist  jeder  auch  ein  Multiplum  von  allen  folgenden. 
Jeder  Modul  ist  durch  sich  selbst  theilbar,  und  wenn  jeder  der 
beiden  Moduln  a,  b  durch  den  anderen  theilbar  ist,  so  ist  a  =  b. 
Wenn  dagegen  a  theilbar  durch  b,  aber  verschieden  von  b  ist,  so 
soll  b  ein  echter  Theiler  von  a  heissen. 

Sind  nun  et,  b  zwei  beliebige  Moduln,  so  ist  das  System  m 
aller  derjenigen  Zahlen  ft,  welche  (wie  z.  B.  die  Zahl  0)  beiden 
Moduln  gemeinsam  angehören,  ebenfalls  ein  Modul;  denn  wenn 
ftx,  fa  zwei  solche  Zahlen  sind,  die  sich  in  a  und  auch  in  b  vor- 
finden, so  gehören  die  beiden  Zahlen  ^i  +  ^2  ebenfalls  beiden 
Moduln  et,  b  und  folglich  auch  dem  System  m  an.  Dieser  Modul  m 
ist  offenbar  ein  gemeinschaftliches  Multiplum  von  a  und  b;  da 
ferner  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  m'  von  a  und  b  nur  aus 
solchen  Zahlen  y!  besteht,  welche  sowohl  in  a,  als  auch  in  b,  mithin 
auch  in  m  enthalten  sind,  so  ist  m'  ein  Vielfaches  von  m,  und  wir 
wollen  deshalb  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  a,  b 
nennen.  Offenbar  ist  m  stets  und  nur  dann  =  a,  wenn  a  durch  b 
theilbar  ist. 


*)  Selbst  der  Umstand,  dass  bei  den  Körpern,  die  doch  auch  Moduln 
sind,  die  gerade  entgegengesetzte  Ausdrucksweise  sich  als  zweckmässig 
erweist,  kann  hier  nicht  ins  Gewicht  fallen,  weil  bei  einiger  Aufmerksam- 
keit eine  Verwechselung  nicht  wohl  möglich  ist. 
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Bedeutet  ferner  a  jede  beliebige  Zahl  des  Moduls  o,  und 
ebenso  ß  jede  Zahl  des  Moduls  b,  so  ist  das  System  b  aller  der- 
jenigen Zahlen  *,  welche  in  der  Form  a-|-/J  darstellbar  sind, 
ebenfalls  ein  Modul;  denn  wenn  di  und  ^  in  b  enthalten  sind,  so 
ist  *!  =  «!  +  ßu  und  *,  =  aa  +  02,  wo  aXl  «2  in  o,  und  ßu  ßt  in  b 
enthalten  sind;  hieraus  folgt  aber,  dass  die  beiden  Zahlen  di  +  #s 
=  («lioO  +  CA  +  ft)  demselben  System  b  angehören,  weil  die 
Zahlen  ax  +  a*  in  a,  und  die  Zahlen  ßi  +  ßi  in  b  enthalten  sind. 
Dieser  Modul  b  ist  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden 
Moduln  a,  b;  denn  unter  den  Zahlen  des  Moduls  b  befindet  sich 
auch  die  Zahl  0  =  0,  und  folglich  gehört  jede  in  o  enthaltene 
Zahl  a  =  a  -\-  0  auch  dem  Modul  b  an,  d.  h.  a  ist  theilbar  durch  b, 
und  ebenso  ist  b  theilbar  durch  b.  Ist  ferner  der  Modul  b'  irgend 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  et  und  b,  sind  also  alle  Zahlen  a 
und  alle  Zahlen  ß  in  b'  enthalten,  so  gehören  auch  alle  Summen 
a-\-ß  dem  Modul  b'  an,  mithin  ist  b'  ein  Divisor  von  b.  Aus 
diesem  Grunde  nennen  wir  b  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von  a,  b.  Offenbar  ist  b  stets  und  nur  dann  =  b,  wenn  b 
in  a  aufgeht. 

Diese  beiden  Definitionen  lassen  sich  leicht  verallgemeinern 
für  ein  System  von  beliebig  vielen,  sogar  unendlich  vielen  Moduln 
a,  b,  c  .  .  .;  wir  überlassen  dies  dem  Leser  und  bemerken  nur, 
dass,  wenn  m  und  b  die  bisherige  Bedeutung  in  Bezug  auf  a,  b 
behalten,  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  von  a,  b,  c 
zugleich  dasjenige  von  m  und  c,  und  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  a,  b,  c  zugleich  derjenige  von  b,  c  ist  (vergl.  §§.  6,  7). 
Zur  Erläuterung  und  zugleich  zur  Rechtfertigung  der  gewählten 
Terminologie  fügen  wir  noch  hinzu,  dass,  wenn  m  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Multiplum,  und  d  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  zwei  ganzen  rationalen  Zahlen  a,  b  ist,  der  Modul  [m] 
auch  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  der  Modul 
[d]  =  [a,  b]  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 
Moduln  [a]  und  [6]  ist.  Allgemein  ist  der  endliche  Modul 
[«!,  a2 .  .  .  an]  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  n  einglie- 
drigen Moduln  [ax],  [a2]  .  .  .  [an]. 

Wir  müssen  nun  noch  eine  Modulbildung*)  erwähnen,  welche 
im  Folgenden  sehr  häufig  auftreten  wird.     Ist  r\  eine  beliebige 


*)  Dieselbe  ist  nur  ein  specieller  Fall   der  allgemeinen  Multiplication 
von  zwei  beliebigen  Moduln  o,  b:   durchläuft  «  alle   Zahlen  des  Moduls  a, 
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Constante,  während  a  alle  Zahlen  des  Moduls  o  durchläuft,  so 
bilden  die  sämmtlichen  Producte  17  a  offenbar  wieder  einen  Modul, 
welchen  wir  kurz  mit  r\a  oder  auch  mit  at}  bezeichnen  wollen. 
Hiernach  ist  z.  B.  [rj]  =  r\  [1],  und  allgemeiner  \yi  au  v\  u*  ♦  .  .  ijaj 
=  yfou  «2  •  •  •  «»];  ferner  ist  (ari)rjf  =  (aif')if  =  a(iflq')  oder 
kürzer  =  CH717'.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass,  wenn  m  und  b  ihre 
obige  Bedeutung  in  Bezug  auf  q,  b  behalten,  mq  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  17  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  beiden  Moduln  a  1?,  b  1/  ist.  Wenn  ferner  q  von  Null 
verschieden  und  ay  durch  b  r\  theilbar  ist,  so  ist  a  theilbar  durch  b, 
und  aus  a  r\  =  b  *{  folgt  a  =  b.  — 

Wir  gehen  nun  zu  derjenigen  Betrachtung  über,  die  uns  veran- 
lasst hat,  für  die  hier  untersuchten  Zahlengebiete  den  Namen  Modul 
zu  wählen,  obgleich  derselbe  schon  in  so  vielen  anderen  Bedeu- 
tungen gebraucht  wird.  Wenn  m  ein  beliebiger  Modul  ist,  so 
nennen  wir  zwei  Zahlen  a,  ß  congruent  in  Bezug  auf  m,  wenn  ihre 
Differenz  a  —  ß  eine  Zahl  des  Moduls  m  ist,  und  wir  bezeichnen 
dies  durch  die  Conqmenz 

a  =  ß  (mod.  m), 

von  welcher  die  Congruenz 

ß  =  et  (mod.  m) 

stets  eine  Folge  ist;  wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  a,  0,  y  . . . 
incongruent  nach  m,  wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen 
congruent  ist*).  Aus  dem  Begriffe  eines  Moduls  folgt  nun  offenbar, 


ebenso  ß  alle  Zahlen  des  Moduls  b,  so  ist  der  Inbegriff  aller  Producte  aß 
und  aller  Summen  von  solchen  Producten  wieder  ein  Modul,  welcher  das 
Product  aus  den  Factoren  a,  b  heissen  und  mit  ab  oder  ba  bezeichnet 
werden  soll.  Hiernach  ist  der  oben  definirte  Modul  arj  identisch  mit  dem 
Produote  a[^];  wir  beschränken  uns  aber  auf  diesen  speciellen  Fall,  um 
zu  verhüten,  dass  die  beiden  Begriffe  der  Theilbarkeit  und  der  Multipli- 
cation  der  Moduln,  die  vollständig  getrennt  zu  erhalten  sind,  etwa  mit 
einander  verwechselt  werden  (vergl.  §.  171).  —  Bei  dieser  Gelegenheit 
wollen  wir  noch  erwähnen,  dass  eine  Zahl  rj  stets  und  nur  dann  eine 
ganze  algebraische  Zahl  ist,  wenn  es  einen  endlichen,  von  Null  verschie- 
denen Modul  Q  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dass  17  a  durch  0  theilbar  ist; 
diese  Eigenschaft  kann  daher  als  die  kürzeste  Definition  der  ganzen  4 
algebraischen  Zahl  angesehen  werden. 

*)  Der  von  Gauss  eingeführte  Begriff  der  Congruenz  bildet  offenbar 
einen  speciellen  Fall  des  obigen ;  denn  wenn  a,  6,  m  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  so  ist  die  Congruenz  a  =  b  (mod.  m)  gleichbedeutend  mit  der  Con- 
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dass  man  beliebig  viele  solche  Gongruenzen,  die  sich  auf  einen 
und  denselben  Modul  beziehen,  addiren  und  subtrahiren  darf,  wie 
Gleichungen;  auch  darf  man  beide  Seiten  einer  Congruenz  mit 
derselben  ganzen  rationalen  Zahl  multipliciren.  Ferner  leuchtet 
ein,  dass  jede  Zahl  sich  selbst  congruent,  und  dass  zwei  mit  einer 
dritten  Zahl  ß  congruente  Zahlen  a,  y  auch  mit  einander  con- 
gruent sind;  denn  wenn  a  —  ß  und  ß  —  y  Zahlen  des  Moduls  m 
sind,  so  ist  auch  ihre  Summe  a-y  in  m  enthalten.  Hierauf 
beruht  die  Möglichkeit,  alle  existirenden  Zahlen  in  Bezug  auf 
einen  Modul  m  in  Zahlclassen  einzuteilen,  in  der  Weise,  dass 
zwei  beliebige  Zahlen  in  dieselbe,  oder  in  verschiedene  Glassen 
aufgenommen  werden,  je  nachdem  sie  congruent  oder  incongruent 
sind;  ist  q  eine  bestimmte  Zahl,  während  (i  alle  in  m  enthaltenen 
Zahlen  durchläuft,  so  bilden  die  in  der  Form  q  4-f*  enthaltenen 
Zahlen  eine  solche  Glasse,  und  man  kann  q  oder  jede  andere 
dieser  Zahlen  als  Repräsentant  der  Glasse  ansehen ;  offenbar  bildet 
der  Modul  m  selbst  die  durch  die  Zahl  0  repräsentirte  Classe. 
Hierauf  gründet  sich  die  folgende,  wichtige  Betrachtung. 

Sind  o,  b  zwei  beliebige  Moduln,  und  ist  ßx  eine  bestimmte 
Zahl  des  letzteren,  so  bilden  alle  diejenigen  in  b  enthaltenen 
Zahlen  /J',  welche  =  ßx  (mod,  a)  sind,  eine  durch  ßx  repräsentirte 
Zahlclasse  in  Bezug  auf  den  Modul  m,  welcher  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  o,  b  ist;  da  nämlich  ß' —  ßx  in  b,  aber 
auch  in  a  enthalten  ist,  so  ist  ß'  =  ßi  +  p,  wo  p  eine  Zahl  des 
Moduls  m  bedeutet,  und  umgekehrt,  wenn  (i  in  m,  also  auch  in  a 
und  in  b  enthalten  ist,  so  ist  die  Summe  ß'  =  ßx  +  fi  in  b  ent- 
halten und  zugleich  =  ßi  (mod.  a).  Der  Modul  b  besteht  daher 
aus  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  solchen  Zahl- 
classen in  Bezug  auf  m;  wählt  man  nun  aus  jeder  dieser  Classen 
nach  Belieben  einen  Repräsentanten 

ßll  fti  ßz  •   •   •> 

so  besitzt  das  System  dieser  in  b  enthaltenen  Zahlen  ßr  offenbar 
die  doppelte  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  in  b  enthaltene  Zahl  ß 
mit  einer,  aber  auch  nur  mit  einer  einzigen  Zahl  ßr  congruent  ist 


gruenz  der  Zahlen  a,  b  in  Bezug  auf  den  Modul  [m]  =  m  [1] ;  und  wenn 
«,  /*,  (jl  ganze  Zahlen  in  J  sind  (vergl.  §.  159),  so  ist  die  Congruenz  a  =  ß 
(mod.  p)  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  der  Zahlen  «,  ß  in  Bezug  auf 
den  Modul  [/u,  /u  i]  =  p  [1,  «]. 

31* 
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nach  dem  Modul  a ;  ein  solches  System  von  Zahlen  ßr  nennen  wir 
daher  ein  Bepräsentanten-  System  des  Moduls  b  nach  q.  Ist  die 
Anzahl  dieser  in  b  enthaltenen  nach  et  incongruenten  Zahlen  ßr 
endlich,  so  wollen  wir  dieselbe  durch  das  Symbol  (b,  a)  bezeichnen; 
ist  sie  aber  unendlich,  so  ist  es  zweckmässig,  unter  diesem  Symbol 
(b,  a)  die  Zahl  Null  zu  verstehen,  weil  dann  gewisse  Sätze  über 
Determinanten  allgemeingültig  bleiben.  Ist  (b,  a)  =  1,  so  ist  b 
theilbar  durch  a,  und  umgekehrt 

Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die- 
selben Zahlen  ßr  auch  ein  Repräsentantensystem  des  Moduls  i 
nach  m  bilden,  und  folglich  ist  in  allen  Fällen 

(b,  q)  =  (b,  m).  (1) 

Die  Zahlen  ßr  bilden  aber  auch  ein  Repräsentantensystem  des 
Moduls  b  nach  a,  wo  b  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  a,  b  bedeutet,  und  folglich  ist 

(b,  a)  =  (b,  o);  (2) 

in  der  That,  die  Zahlen  ßr  sind  auch  in  b  enthalten  und  incon- 
gruent  nach  o,  und  jede  in  b  enthaltene  Zahl  a  -}-  ß  ist  =  ß  (mod.  o), 
also  auch  congruent  mit  einer  der  Zahlen  /5r,  was  zu  beweisen  war. 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass,  wenn  i\  eine  von  Null 
verschiedene  Constante  ist,  die  Producte  rj  ßr  ein  Repräsentanten- 
system des  Moduls  b  17  nach  a  r\  bilden,  und  folglich  ist 

(bij,  aij)  =  (b,ti).  (3) 

Ist  ferner  a  theilbar  durch  b,  und  b  theilbar  durch  c,  so 
bilden ,  wenn  ßr  ein  Repräsentantensystem  des  Moduls  b  nach  a, 
und  y8  ein  Repräsentantensystem  des  Moduls  c  nach  b  durchläuft, 
die  Summen  ßr  +  y8  ein  Repräsentantensystem  des  Moduls  c  nach  o, 
und  folglich  ist 

(c,  a)  =  (c,  b)  (b,  a).  (4) 

Denn  diese  Zahlen  ßr  +  Vs  sind  erstens  in  c  enthalten,  und  zwei- 
tens sind  sie  alle  incongruent  (mod.  a);  gesetzt  nämlich,  es  sei 
ß'  +  y'  =  ß"  +  y"  (mod.  a),  wo  ß\  ß"  specielle  Werthe  von  ßn 
und  y\  y "  specielle  Werthe  von  y8  bedeuten,  so  folgt,  weil  a  durch  b 
theilbar  ist,  y'  =  y"  (mod.  b),  und  hieraus  y'  =  y";  mithin  ist 
ß'  =  ß"  (mod.  a),  und  folgUch  ß'  =  ß".  Drittens  leuchtet  ein, 
dass  jede  Zahl  y  des  Moduls  c  mit  einer  der  Zahlen  ßr  +  y8  con- 
gruent ist  (mod.  q);  denn  y  ist  mit  einer  der  Zahlen  y8  congruent 
(mod.  b),  also  von  der  Form  ß  -f  y„  wo  ß  in  b  enthalten  ist;  nun 
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ist  ß  mit  einer  der  Zahlen  ßr  congruent  (mod.  a),  also  von  der 
Form  u  +  ßr,  wo  a  in  o  enthalten  ist;  mithin  ist  y  =  a  -f-  ßr  +  y8 
—  ßr-\-Y»  (mod.  ü),  was  zu  beweisen  war. 

Zu  diesen  Sätzen,  durch  deren  Gombination  sich  viele  andere 
ableiten  liessen,  fügen  wir  noch  die  beiden  folgenden  hinzu. 

Ist  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Moduln  a,  b,  und 
sind  p,  6  zwei  gegebene  Zahlen,  so  hat  das  System  der  gleich- 
zeitigen Gongruenzen 

o  =  q  (mod.  a),    ©  =  c  (mod.  b)  (5) 

stets  und  nur  dann  gemeinschaftliche  Wurzeln  ©,  wenn  die  Be- 
dingung 

q  =  6  (mod.  b)  (6) 

erfüllt  ist,  und  alle  diese  Wurzeln  co  bilden  eine  bestimmte  Zahl- 
classe  in  Bezug  auf  den  Modul  m  (vergl.  §.  25).  In  der  That, 
wenn  eine  Zahl  co  den  beiden  Gongruenzen  (5)  genügt,  so  sind  die 
Zahlen  co  —  p,  co  —  <J,  also  auch  ihre  Differenz  q  —  6  in  b  enthalten, 
d.  h.  die  Bedingung  (6)  ist  erfüllt;  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall 
ist,  so  giebt  es  zufolge  der  Definition  von  b  eine  Zahl  a  in  o  und 
eine  Zahl  ß  in  b  von  der  Art,  dass  q  —  6  =  a  -|-  ß  wird,  und  dann 
genügt  die  Zahl  co  =  q  — «  =  0  -f-  ß  offenbar  den  beiden  Con- 
gruenzen  (5).  Genügt  ferner  co1  denselben  Congruenzen  (5),  so 
ist  co'  —  co  in  a  und  in  b,  also  auch  in  m  enthalten,  mithin  ist 
co'  =  co  (mod.  m),  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  ©', 
welche  =  co  (mod.  m)  ist,  auch  den  Congruenzen  (5)  genügt,  was 
zu  beweisen  war. 

Sind  a,  b  zwei  beliebige  Moduln,  so  genügt  jede  in  b  enthaltene 
Zahl  ß  der  Gongruenz 

(b,  a)  ß  =  0  (mod.  a).  (7) 

Durchläuft  nämlich  ßr  alle  Individuen  ßu  ß2  .  .  .  eines  Repräsen- 
tantensystems von  b  nach  a,  so  sind  die  Zahlen  ß  -\-  ßr  ebenfalls 
in  b  enthalten,  und  folglich  kann  man  immer 

ß  +  ßr  =  ß'r  (mod.  a) 

setzen,  wo  ß'r  wieder  eine  der  Zahlen  ßr  bedeutet;  umgekehrt,  wenn 
ß'r  eine  der  Zahlen  ßr  ist,  so  giebt  es  auch  eine  solche  Zahl  ßr, 
welche  der  vorstehenden  Congruenz  genügt,  weil  ß'r  —  ß  in  b  ent- 
halten ist;   ausserdem  leuchtet  ein,  dass  je  zwei  verschieden« 
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Zahlen  ßr  auch  zwei  verschiedene  Zahlen  ß'r  entsprechen,  und 
umgekehrt.  Die  Zahlen  ß'r  bilden  daher  dasselbe  Repräsentanten- 
system wie  die  Zahlen  ßr.  Ist  nun  die  Anzahl  dieser  Zahlen 
endlich  =  (b,  ü) ,  so  ergiebt  sich  durch .  Addition  aller  einzelnen 
Congruenzen  die  zu  beweisende  Congruenz  (7),  weil  20r  =  1ß'r 
ist;  wenn  aber  die  Anzahl  der  Repräsentanten  ßr  unendlich  gross, 
also  (b,  ü)  =  0  ist ,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  der  Congruenz  (7)' 
von  selbst  ein.  — 

Von  diesen  allgemeinen  Sätzen  über  beliebige  Moduln  wenden 
wir  uns  jetzt  zu  der  genaueren  Betrachtung  der  endlichen  Moduln, 
welche  bei  unseren  späteren  Untersuchungen  ausschliesslich  auf- 
treten werden. 

Besteht  der  von  Null  verschiedene  Modul  m  aus  lauter  ganzen 
rationalen  Zahlen,  so  ist 

m  =  [m],  (8) 

wo  m  die  kleinste  positive  in  m  enthaltene  Zahl  bedeutet.  Denn 
jedenfalls  ist  [m]  theilbar  durch  m,  weil  m  dem  Modul  m  angehört; 
umgekehrt,  wenn  m'  irgend  eine  in  m  enthaltene,  mithin  ganze 
rationale  Zahl  bedeutet,  so  kann  man  m'  =  qm  +  r  setzen,  wo  q 
eine  ganze  rationale  Zahl,  und  r  eine  der  m  Zahlen  0, 1, 2 ...  (m  —  1) 
bedeutet  (§.  4);  da  nun  m'  und  gm  in  m  enthalten  sind,  so  gilt 
dasselbe  von  r  =  w'-gm,  und  folglich  muss  r  =  0  sein,  weil  m 
die  kleinste  positive  Zahl  in  m  ist;  mithin  ist  m'  theilbar  durch  m, 
also  m  theilbar  durch  [m] ,  und  folglich  m  =  [m] ,  was  zu  be- 
weisen war. 

Nachdem  dieser  Punct  erledigt  ist,  wenden  wir  uns  zu  einer 
wichtigen  Untersuchung,  deren  Hauptresultat  in  dem  folgenden 
Satze  enthalten  ist: 

Wenn  die  Basiszahlen  ßu  ß2  .  .  .  ßn  des  endlichen  Moduls  b 
durch  Multiplication  'mit  rationalen,  von  Null  verschiedenen  Factoren 
in  Zahlen  des  Moduls  a  verwandelt  werden  können,  so  ist  (b,  ü)  >  0; 
das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  m  von  a,  b  ist  ein  endlicher 
Modul  und  besitzt  n  Basiszahlen  von  der  Form 

Pi  =  «i,i  ßi 

ih   =  «1,2  01  +«2,2^2 

f*3   =   «1,3  ßl  +  «2,3  ßi  +  «3,3  03  (9) 


Pn  =  «I,n0i  +  «2,n0i  H "|-«n,n0 


n> 
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wo  die  Coe/ficienten  ar>8  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  deren 
Determinante 

«i,i  «*,*  ...«»,*  =  (&,  o)  (10) 

Um  dies  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  at  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  o  und  [&],  mit  o*  den  von  ax 
un<l  [AI  mit  o3  den  von  ct3  und  [/J3],  u.  s.  f.  Dann  besteht  or  aus 
allen  Zahlen  «r  von  der  Form 

«r  =  "  +  1tlßl  +  2/2  /*2  H +yr-l/5r-J  +yr/5r, 

wo  «  jede  beliebige  Zahl  in  o,*und  yx,  y2  .  .  .  yr-i>  ^r  willkürliche 
ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Es  ist  daher  oM  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  b  von  o,  b,  und  da  jeder  der  Moduln 
ö,  Oi,  o2  .  .  .  o„  durch  alle  folgenden  theilbar  ist,  so  erhält  man 
nach  den  obigen  Sätzen  (2)  und  (4)  das  Resultat 

(b,  o)  =  (oH,  o)  =  (oH,  an-i)  (on-i,  ow_2) . .  .  Oi,  0); 

es  kommt  daher  nur  noch  darauf  an,  allgemein  den  Werth  des 
Factors  (or,  or_!)  zu  bestimmen.  Da  nun  jede  in  or  enthaltene 
Zahl 

ar  =  ar^  +  yrßr  =  yrßr  (mod.  or_i) 

ist,  so  fragt  sich  nur,  wieviele  nach  or_i  incongruente  Zahlen 
in  [/5r],  d.  h.  in  der  Form  yrßr  enthalten  sind.  Hierzu  benutzen 
wir  unsere  Annahme,  dass  ßr  durch  Multiplication  mit  einem 
rationalen,  von  Null  verschiedenen  Factor  h  in  eine  Zahl  hßr  ver- 
wandelt werden  kann,  welche  dem  Modul  .0  und  folglich  auch 
dessen  Theiler  ar_i  angehört;  ist  nun  g  eine  beliebige  ganze 
rationale  Zahl,  so  ist  auch  ghßr  in  or-i  enthalten,  und  da  man  g 
so  wählen  kann,  dass  gh  eine  ganze  Zahl  wird,  so  leuchtet  ein, 
dass  es  unendlich  viele  ganze  rationale  Zahlen  zr  giebt,  welche 
der  Bedingung 

2rßr  =  Q  (mod.  Or-!) 

genügen;  dieselben  reproduciren  sich  offenbar  durch  Addition  und 
Subtraction,  und  wenn  aYyY  die  kleinste  positive  von  ihnen  bedeutet, 
so  ist  ihr  Inbegriff  zufolge  (8)  identisch  mit  dem  Modul  [ar,r]; 
bezeichnet  man  ferner  mit  yr  diejenigen  ganzen  rationalen  Zahlen, 
welche  den  Bedingungen 

0  ^  V'r  <  <*r,r  (U) 

genügen,  so  leuchtet  ein,  dass  jede  in  [ßr]  enthaltene  Zahl  yrßr 
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mit  einer  und  nur  mit  einer  der  Zahlen  yr  ßr  congruent  nach 
ar_i  ist,  und  folglich  ist 

(ar,  ar__i)  =  ar>r, 
mithin 

(b,  a)  =  altlait2  .  .  .  a>n,n-    •  (10) 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  (4),  dass  die  in  der  Form 

ß'  =  yißi  +  y'*ßi  +  --+y'nßn  (12) 

enthaltenen  (b,  a)  Zahlen  0'  ein  Repräsentantensystem  des  Moduls  b 
nach  a  (oder  m)  bilden.  Da  ferner  ar,r/Jr  =  0  (mod.  ar— i)  ist, 
so  kann  man 

setzen,  wo  ftr  eine  Zahl  in  et,  und  Oxjr,  a3,r  .  .  .  ar— i,r  ganze 
rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl 

f*r  =  ai.rft  +  «2,»- 02  +  *  '  *  +  «r-l,r  0r-l  +  <*>ryr  ßr  (9) 

in  b,  also  auch  in  m  enthalten  ist;  um  daher  zu  beweisen,  dass  die 
n  Zahlen  pu  p2  .  .  .  [in  eine  Basis  des  Moduls  m  bilden,  brauchen 
wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  jede  beliebige  Zahl  (i  des  Moduls  m 
in  der  Form 

enthalten  ist,  wo  xx,  x2  .  .  .  xn  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Zu  diesem  Zweck  bezeichnen  wir  mit .r\ r  alle  diejenigen  Zahlen 

Vr  =  Z\ß\  +#2  02  +•  •  '-\-8r-lßr-l  +  Srßr 

des  Moduls  [ft,  ß2  .  .  .  0r],  welche,  wie  /xr,  zugleich  in  a,  also 
auch  in  m  enthalten  sind;  dann  ist  zrßr  =  0  (mod.  ar_ i),  mithin 
#r  =  ar,r#r,  wo  #r  eine  ganze  rationale  Zahl,  und  hieraus  folgt 
offenbar,  dass 

ist,  wo  r}r— i  =  0  zu  setzen  ist,  falls  r  =  1;  da  aber  jede  Zahl  jt 
des  Moduls  m  auch  in  b  enthalten,  also  eine  Zahl  17  n  ist,  so  ergiebt 
sich  hieraus  ihre  Darstellbarkeit  durch  die  Form  (13),  was  zu 
beweisen  war.  — 

Wir  haben  hierbei  absichtlich  nur  die  einzige  Voraussetzung 
gemacht,  dass  jede  der  Basiszahlen  ßu  ß2  .  .  .  ßn  durch  Multipli- 
cation  mit  einem  rationalen,  von  Null  verschiedenen  Factor  in 
eine  Zahl  des  Moduls  a  verwandelt  werden  kann,  und  diese  An- 
nahme ist,  wie  man  aus  (7)  erkennt,  auch  unerlässlich,  wenn  (6,  o) 
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von  Null  verschieden  sein  soll.  Jetzt  wollen  wir  die  vorher- 
gehenden Resultate  mit  dem  Begriffe  des  irreductibelen  Systems 
(§.  162)  in  Verbindung  setzen,  was  zu  den  folgenden  Sätzen  fuhrt 

Besitzt  der  endliche  Modul  a,  dessen  Basis  aus  den  m  Zahlen 
«x,  #3  .  . .  am  besteht,  zugleich  eine  irredudibele,  aus  n  von  ein- 
ander unabhängigen  Zahlen  fa,  ^  .  .  .  (in  bestehende  Basis,  so  ist 
m^>  n;  es  bestehen  m  Gleichungen  von  der  Form 

wo  die  mn  Coefficienten  pr%8  ganze  rationale  Zalüen  bedeuten,  und 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  aus  diesem  Coejficienten- 
system  gebildeten  Determinanten  n*<*  Grades  ist  =  1. 

In  der  That,  aus  der  Annahme  [<*i ,  aa . . .  am]  =  [pi,  ftj  .  .  .  ft»] 
folgt  unmittelbar,  dass  m  Gleichungen  von  der  Form  (14),  und 
ausserdem  n  Gleichungen  von  der  Form 

f*r  =  2r,l«l  +  «r,2«*H f-0r,m«m  (15) 

bestehen,  wo  die  mn  Coefficienten  qr,8  ebenfalls  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  und  aus  den  letzteren  ergiebt  sich,  dass  m  ^  n  ist, 
weil  sonst  die  n  Zahlen  pr  (nach  §.  162)  ein  reductibeles  System 
bilden  würden.  Substituirt  man  in  (15)  für  die  m  Zahlen  cc8  ihre 
Werthe  gemäss  (14)  und  berücksichtigt,  dass  die  n  Zahlen  \ir  ein 
irreductibeles  System  bilden,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Summe 

2r,li>rM  +  «r,2i>r',2  +  *  '  '  +  i^mPr^m  =  1   oder  =  0 

ist,  je  nachdem  die  Indices  r,  r'  gleich  oder  ungleich  sind,  und 
hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  der  Determinanten- 
Theorie  die  Gleichung 

1PQ  =  1,  (16) 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  aus  den  Coefficienten  prj8 
gebildeten  Determinanten  P  vom  Grade  n  bezieht,  welche  den  ver- 
schiedenen Combinationen  von  je  n  der  m  Zahlen  a8  entsprechen, 
während  Q  jedesmal  diejenige  Determinante  bedeutet,  welche  ausP 
hervorgeht,  wenn  jede  Zahl  pr%8  durch  die  entsprechende  Zahl 
qr)8  ersetzt  wird.  Ist  m  =  n,  so  besteht  die  Summe  nur  aus 
einem  einzigen  Gliede,  und  es  ist 

2±i)i,ii?2,2  ••  •  !>»,»  =  ±1;  (17) 

zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  n  Zahlen  au  a2  .  .  .  an  ebenfalls 
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eine  irreductibele  Basis  von  a  bilden.  Ist  m  >  n,  so  ist  die  Anzahl 
der  Determinanten  P  gleich 

m  (m  —  1)  .  .  .  (m  —  n  +  1)  " 
1  .  2      T7T~         n  ' 

aber  aus  (16)  geht  hervor,  dass  sie  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  was  zu  beweisen  war. 

Jeder  endliche,  von  Null  verschiedene  Modul  besitzt  eine  irre- 
ductibele Basis. 

Wir  nehmen  an,  es  liege  ein  endlicher  Modul  a  vor,  dessen 
m  Basiszahlen  e^,  o*  .  .  .  am  ein  reductibeles  System  bilden,  aber 
nicht  sämmtlich  verschwinden.  Bedeutet  nun  n  die  grösste  Anzahl 
von  einander  unabhängiger  Zahlen,  die  man  aus  diesen  m  Zahlen  a, 
auswählen  kann,  giebt  es  also  unter  ihnen  n  von  einander  unab- 
hängige, während  je  n  -\- 1  dieser  Zahlen  ein  reductibeles  System 
bilden,  so  lassen  sie  sich  sämmtlich  in  der  Form 

«*  =  ch8  ßi  +  c2y8  ß2  +  •  •  •  +  Cn,8  ßn  (18) 

darstellen,  wo  ßu  ß2 . . .  ßn  ein  irreductibeles  System  bilden,  während 
die  mn  Coefficienten  cr,8  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  zwar 
werden  die  aus  diesen  Coefficienten  gebildeten  Determinanten  C 
vom  Grade  n  nicht  alle  verschwinden.  Um  die  Möglichkeit  einer 
solchen  Darstellung  (18)  der  m  Zahlen  a8  durch  w  von  einander 
unabhängige  Zahlen  ßr  darzuthun,  dürfen  wir  annehmen,  dass 
die  n  Zahlen  au  a2  .  .  .  an  ein  irreductibeles  System  bilden;  dann 
wird  jede  der  m  Zahlen  aÄ,  weil  sie  mit  jenen  ein  reductibeles 
System  bildet,  von  der  Form 

cc8  =  Ai,«Oi  +  Ä2,««2  +  •  •  •  +  Äw,»a» 

sein,  wo  die  Coefficienten  Ar>Ä  rationale  (im  Allgemeinen  gebrochene) 
Zahlen  bedeuten;  nun  kann  man  immer  eine  von  Null  verschiedene, 
ganze  rationale  Zahl  c  so  wählen,  dass  alle  Producte  chr%8  ganze 
Zahlen  cr?s  werden;  setzt  man  alsdann 

ai  =  cßu    «2  =  cß2  .  .  .  an  =  cßm 

so  nehmen  die  vorhergehenden  Gleichungen  die  Form  (18)  an,  die 
n  Zahlen  ßu  ß2  .  .  .  ßn  sind  von  einander  unabhängig,  und  unter 
den  Determinanten  C  befindet  sich  die  Zahl  cw,  welche  nicht  ver- 
schwindet. Aus  der  Darstellung  (18)  ergiebt  sich  nun  unser  Satz 
sofort;  denn  die  n  Zahlen  ßr  bilden  die  irreductibele  Basis  eines 
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endlichen  Moduls  6,  welcher  ein  Divisor  von  a  ist,  und  da  sie  durch 
Multiplication  mit  einer  von  Null  verschiedenen  rationalen  Zahl  c 
offenbar  in  Zahlen  des  Moduls  a  =  m  verwandelt  werden,  so  besitzt 
lieser  letztere  n  Basiszahlen  pr  von  der  Form  (9),  welche  (nach 
§.  162)  von  einander  unabhängig  sind,  was  zu  beweisen  war. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  ohne  Benutzung  der  vorhergehen- 
den Sätze  durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  beweisen,  welche 
zugleich  ein  praktisches  Verfahren  zur  Auffindung  der  neuen 
Basiszahlen  pr  liefert,  falls  die  Werthe  der  Coefficienten  cr,8  in  (18) 
numerisch  gegeben  sind*).  Sind  von  den  m  Coefficienten  cHi,  der 
Zahl  /5n,  welche  offenbar  nicht  alle  verschwinden  können,  minde- 
stens zwei  von  Null  verschieden,  z.  B.  cHjl  und  cH>2,  und  ist  cH|1 
absolut  ^  c»,*,  so  kann  man  (nach  §.  4)  die  ganze  rationale  Zahl  x 
so  wählen,  dass  cna  +  xcn^  absolut  <  cHj3,  also  auch  <  cW|1 
wird;  nun  wird  offenbar  der  Modul  a  nicht  geändert,  wenn  man 
seine  erste  Basiszahl  ax  durch  ax-{-  xa7  ersetzt,  alle  anderen  aber 
angeändert  lässt,  d.  h.  es  ist 

[oj,  as,  e*3  .  .  .  ccm]  =  [ax  +  xcc9,  a3,  e*3  .  .  .  e*m]; 

biermit  ist  das  System  der  Coefficienten  cr,,  nur  insofern  ab- 
geändert, als  an  Stelle  der  w  Coefficienten  cr>1  die  Coefficienten 
?r,i  +  xcr^  getreten  sind,  und  von  diesen  ist  der  letzte  ctt|1  +  #£*,a 
absolut  kleiner  als  der  frühere  cH,i-  Durch  wiederholte  Anwen- 
dung solcher  elementaren  Transformationen  (die  sich  bei  einiger 
Hebung  leicht  ausführen  und  auch  zusammenziehen  lassen)  wird 
man  nothwendig  zu  einem  neuen  System  von  m  Basiszahlen 
gelangen,  von  denen  eine  die  Form 

liat,  wo  a»jtt  >  0  ist  (weil  (in  auch  durch  — pn  ersetzt  werden 
larf),  während  die  Coefficienten  der  Zahl  0n,  welche  in  den 
übrigen  (m  —  1)  Basiszahlen  auftreten,  sämmtlich  =  0  sind.  Man 
bransformire  nun,  indem  man  (in  ungeändert  beibehält,  die  übrigen 
[m  —  1)  Basiszahlen  auf  dieselbe  Weise,  bis  alle  Coefficienten  von 
Jn__!  mit  Ausnahme  eines  einzigen  verschwinden,  welcher  in  der 
3asiszahl 

^n— 1  =  ßi,n— 1  ßl  +  «2,n— l  &+•'•+  ö»n-l,n  — 1  ßn— 1 


*)  Vergl.  auch  das  Verfahren  von  Gauss,   D.  A,  artt.  284,  286,  279, 
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auftritt.  Fährt  man  auf  dieselbe  Weise  fort,  so  gelangt  man 
endlich  zu  einem  System  von  m  Basiszahlen,  unter  denen  sich 
n  Zahlen  (ir  von  der  Form  (9)  befinden,  während  die  übrigen 
sämmtlich  =  0  sind  und  deshalb  gänzlich  unterdrückt  werden 
dürfen,  was  zu  beweisen  war. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B. 

[35/J118ft  +  2ft,  -9ft  +  3jJ,] 

=  [35fc,8A+2A, -17/Jx  +  A] 
=  [35ft,42A, -17fc+A] 

=  [35fc,7fc,-17fc.+  /8t] 

=  [0,  7  fc,  -  17  ft  +  ft]  =*  [7  fc,  4fc  +  A]. 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  man  durch  dies  Verfahren 
auch  die  in  (14)  und  (15)  auftretenden  Coefficienten  prj9  und  gfi, 
erhält.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  aller  aus  dem  ursprünglichen  Coefficientensystem  gebildeten 
Determinanten  C  sich  bei  allen  Transformationen  ungeändert  erhalt 
und  folglich,  wie  aus  (9)  und  (10)  hervorgeht,  =  (b,  a)  ist. 

Dasselbe  folgt  auch  aus  unseren  obigen  Gleichungen;  dehn 
wenn  man  die  Ausdrücke  (9)  in  (14)  substituirt,  so  ergiebt  sich 
durch  Vergleichung  mit  (18),  dass  die  ursprünglichen  Coefficienten 
cr,8  vermöge  der  Gleichungen 

sich  ausdrücken  lassen  durch  die  Coefficienten  pr%8  und  artr> 
(welche  letzteren  verschwinden,  wenn  r  >  r'  ist);  bedeutet  nun  C 
wieder  irgend  eine  aus  den  Coefficienten  crt8  gebildete  Determi- 
nante n^n  Grades,  welche  irgend  einer  Combination  von  n  der 
m  Grössen  cc8  entspricht,  so  ist  zufolge  der  vorstehenden  Gleichungen 

C  =  P2±«M  a2,2  .  .  .  ein.n  =  P(b,  o),  (20) 

wo  P  die  Determinante  bedeutet,  welche  aus  C  hervorgeht,  wenn 
die  Zahlen  cr%8  durch  die  entsprechenden  Zahlen  pTi9  ersetzt 
werden.  Da  nun  die  Determinanten  P  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  1  haben  (zufolge  (16)),  so  ist  (b,  a)  derjenige  der 
Determinanten  C,  wie  behauptet  war. 

Alles  dieses  behält  offenbar  seine  volle  Gültigkeit,  wenn  m  =  n 
ist,  und  hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende,  sehr  oft 
anzuwendende  Satz*): 


*)  Derselbe  gilt  auch  dann,  wenn  die  aus   den  na  Coefficienten  Crt» 
gebildete  Determinante  verschwindet.   Sind  ferner  unter  diesen  Coefficienten 
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Wenn  die  Basisaahlen  ft,  ß2  .  .  .  ßn  des  Moduls  b  ein  irre- 
ductibeles  System  bildet*  und  mit  den  Basiszahlen  al9  «a  .  .  .  an  des 
Moduls  a  durch  n  Gleichungen  von  der  Form 

««  =  Cl,«  ßl  +  C*,'  ßi  +   •  •  •   +  Cn,s  ßn  (21) 

verbunden  sind,  wo  die  Coefficienten  cri,  ganze  rationelle  Zahlen  be- 
deuten, so  ist 

±(&.<0=2±«i,i«M  ■••«».-  (22) 


§.  166. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  definitiv  dem  eigent- 
lichen Gegenstande  unserer  Untersuchung  zu.  Ist  &  ein  endlicher 
Körper  nten  Grades  (§.  162),  so  zerfallen  die  in  ihm  enthaltenen 
Zahlen,  da  sie  sämmtlich  algebraisch  sind,  in  zwei  Glassen,  nämlich 
in  ganze  und  gebrochene  Zahlen  (§.  160).  Den  Inbegriff  der  ersteren 
wollen  wir  immer  mit  o  bezeichnen,  und  unsere  Aufgabe  besteht 
darin,  für  dieses  Gebiet  o  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen  Zahlen 
die  Gesetze  der  UieilbarJceit  zu  entwickeln.  Hierzu  kommt  es  vor 
allen  Dingen  darauf  an,  einen  deutlichen  Ueberblick  über  die  Aus- 
dehnung dieses  Zahlengebietes  o  zu  gewinnen. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  jede  algebraische  Zahl  co  durch 
Multiplication  mit  einer  von  Null  verschiedenen  ganzen  rationalen 
Zahl  in  eine  ganze  Zahl  verwandelt  werden  kann.  Da  nämlich  o 
die  Wurzel  einer  Gleichung 

C  C3m  +  Ci  C3m-1  +  •  •  •   +  Ctn-iG>  +  Cm  =  0 

ist,  in  welcher  die  Coefficienten  c,  cx  .  .  .  £m_i,  cm  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  deren  erste  c  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich 
durch  Multiplication  mit  cm—1,  dass  das  Product  ca>  eine  ganze 
Zahl  ist*). 


auch  gebrochene  Zahlen,  so  ist  ±  (b,  a)  =  C  (a,  b),  und  die  beiden  Zahlen 
(6,  a)  und  (a,  b)  lassen  sich  nach  einer  leicht  zu  findenden  Regel  aus  den 
sämmtlichen  Unterdeterminanten  von  C  bestimmen. 

*)  Es  leuchtet  ein,  wie  wir  beiläufig  bemerken,  dass  alle  ganzen  ratio- 
nalen Factoren,  welche  dieselbe  Zahl  w  in  eine  ganze  Zahl  verwandeln, 
einen  Modul  [a]  bilden,  wo  a  der  kleinste  positive  unter  diesen  Factoren 
ist;  wenn  to  ganz  ist,  so  ist  a  =  1. 
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Hieraus  folgt,  dass  man  immer,  und  zwar  auf  unendlich  viele 
Arten,  eine  Basis  des  Körpers  Sl  finden  kann  (§.  162),  welche  aas 
lauter  gangen  Zahlen  besteht.  Denn  wenn  die  n  Zahlen  ©„ 
o2 . . .  an  eine  beliebige  Basis  von  ß  bilden,  so  giebt  es  n  rationale, 
von  Null  verschiedene  Zahlen  au  a?  .  .  .  a»  von  der  Art,  dass  die 
n  Producte 

ax  =  ax&i,     a3  =  a2 «2  •  •  •  an  —  #»<»» 

ganze  Zahlen  werden,  und  da  das  Product  a^a?  ...  a*  von  Null 
verschieden  ist,  so  bilden  diese  Zahlen  au  c%  .  .  .  an  ebenfalls  eine 
Basis  von  ß,  d.  h.  jede  Zahl  cc  des  Körpers  Sl  lässt  sich  stets  und 
nur  auf  eine  einzige  Art  durch  die  Form 

a  =  xx  «i  +  x2  «2  +  •  •  •  +  xnan 

darstellen,  wo  xx,  x2  . . .  xn  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahlen 
bedeuten.  Sind  sie  sämmtlich  ganze  Zahlen,  so  ist  (nach  §.  160,  1.) 
auch  a  gewiss  eine  ganze  Zahl,  also  in  o  enthalten,  aber  diese  Be- 
hauptung lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  umkehren;  es  ist  viel- 
mehr denkbar,  dass  die  Coordinaten  xx,  x^  .  .  .  xn  einer  in  o  ent- 
haltenen, also  ganzen  Zahl  a  nicht  alle  ganz  sind.  Dieser  Punct 
muss  vor  allen  Dingen  vollständig  aufgeklärt  werden. 

Hierzu  schicken  wir  die  Bemerkung  voraus,  dass  die  Discri- 
minante 

einer  aus  lauter  ganzen  Zahlen  ax ,  a^  . .  .  ocn  bestehenden  Basis 
des  Körpers  nothwendig  eine  von  Null  verschiedene,  ganze  rationale 
Zahl  ist;  denn  sie  ist  rational,  wie  alle  Discriminanten,  und  von 
Null  verschieden,  weil  o^,  a2  .  .  .  an  eine  Basis  von  &,  also  ein 
irreductibeles  System  bilden  (§.  164),  und  sie  ist  eine  ganze  Zahl, 
weil  sie  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  aus  den 
n2  Zahlen  «^  gebildet  ist,  welche  mit  den  n  ganzen  Zahlen  «r 
conjugirt  und  folglich  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind  (§.  163). 

Giebt  es  nun  wirklich  eine  'ganze  Zahl  a,  deren  Coordinaten 
xr  nicht  sämmtlich  ganze  Zahlen  sind,  und  ist  k  der  kleinste  ge- 
meinsame Nenner  dieser  rationalen  Brüche  $rr,  so  wollen  wir  be- 
weisen ,  dass  die  Discriminante  der  Basis  a% ,  «j  .  .  .  an  durch  Jfc* 
theilbar,  und  dass 

A  («x,  «2  .  .  .  an)  =  fc2  A  Oh,  f*2  .  .  .  pn)  (1) 

ist,  wo  die  n  Zahlen  pr  ebenfalls  ganz  sind  und  eine  Basis  von  Sl 
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bilden.  In  der  That,  der  Modul  a,  dessen  Basis  aus  den  n+l 
ganzen  Zahlen  er,  au  a%  .  .  .  o*  besteht,  besitzt,  weil  dieselben  von 
einander  abhängig  sind,  auch  eine  aus  n  Zahlen  (ir  bestehende 
irreductibele  Basis;  diese  beiden  Basen  sind  mit  einander  (nach 
§.  165,  (14))  durch  n  +  1  Gleichungen  von  der  Form 

verbunden,  wo  die  n(n  -\-l)  Coefficienten  pri9  ganze  rationale 
Zahlen  bedeuten,  und  die  aus  diesen  Coefficienten  gebildeten  n-\-l 
Determinanten  nton  Grades  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Thei- 
ler.  Bezeichnet  man  nun  mit  P  diejenige  dieser  Determinanten) 
welche  dem  irreductibelen  System  a1,  a?  .  .  .  an  entspricht,  so  ist 
P  von  Null  verschieden,  und  (nach  §.  164,  (7)) 

bedeutet  ferner  P,  diejenige  Determinante,  welche  aus  P  hervor- 
geht, wenn  ccg  durch  a,  also  j)r,,  durch  pr%0  ersetzt  wird,  so  ist 

wie  sich  durch  Elimination  der  n  Zahlen  (ir  aus  den  obigen  n  +  1 
Gleichungen  für  a9  ergiebt;  mithin  ist  Pxr  =  Pr,  und  da  hieraus 
folgt,  dass  P  der  kleinste  gemeinsame  Nenner  h  der  Brüche  xr  ist, 
so  ist  die  Gleichung  (1)  bewiesen;  da  ferner  der  Modul  a  nur  ganze 
Zahlen  enthält,  so  leuchtet  ein,  dass  auch  die  n  Zahlen  jir,  und  folg- 
lich auch  ihre  Discriminante  ganze  Zahlen  sind,  was  zu  beweisen  war. 
Mit  Hülfe  dieses  Satzes  gelangen  wir  nun  leicht  zu  dem  ge- 
wünschten Ziele.  Da  wir  nämlich  angenommen  haben,  dass  ft2>  1 
ist,  so  folgt,  dass  absolut  genommen 

A  (f*i,  ps  • . .  p*)  <  A  («i,  «8  . . .  O 

ist;  es  leuchtet  aber  ein,  dass  unter  allen  Basen  des  Körpers, 
welche  aus  lauter  ganzen  Zahlen  bestehen,  und  deren  Discrimi- 
nanten  folglich  ganze  rationale,  von  Null  verschiedene  Zahlen  sind, 
auch  mindestens  eine  solche  Basis  existiren  muss,  deren  Discrimi- 
nante D,  absolut  genommen,  ein  Minimum  ist,  und  aus  dem  vorher- 
gehenden Satze  folgt,  dass,  wenn  c^,  co2  .  .  .  con  eine  solche  Basis 
von  Ä  bilden,  Jode  in  &  enthaltene  ganze  Zahl 

CO  =  Ä2  COi -j- A3  co2  +  .  .  .  +Änon 

nothwendig  lauter  ganze  Coordinaten  hu  h2  .  .  .  hn  besitzen  muss; 
da  ferner  jedes  System  von  n  ganzen  Coordinaten  hr  auch  gewiss 
eine  ganze  Zahl  ca  erzeugt,  so  ist 
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o  =  [mu  cd,  .  .  .  ran],  (2) 

d.  h.  das  System  o  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen  Zahlen  <x>  ist  ein 
endlicher  Modul ,  dessen  Basiszählen  cii ,  a2  .  .  .  con  zugleich  eine 
Basis  des  Körpers  Sl  bilden.  Wir  setzen  nun  die  Minimal  -Discri- 
minante 

D  =  A  (»!,  ß>2  .  .  .  a»„)  =  A  («)  (3) 

und  nennen  diese  Zahl  D  ihrer  grossen  Wichtigkeit  wegen  die 
GrundzaM  oder  auch  die  Discriminante  des  Körpers  Sl.  Sind  «i, 
«j .  .  .  aw  beliebige  ganze  Zahlen  des  Körpers,  also  in  o  ent- 
halten, so  ist 

CC8  =  ah,  G>i  +  02|8  G)3  +   •  '  •   +  «n,»  »n,  (4) 

wo  die  n2  Coordinaten  ar>Ä  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und 
wenn  man  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante 

2  ±«1,1  «2,2  •  •  •  an,n  =  «  (5) 

setzt,  so  ist  die  Discriminante 

A  («i,  «2  .  .  .  «»»)  =  Da2;  (6) 

ist  a  von  Null  verschieden,  so  bilden  ccx,  c^  .  .  .  ccn  eine  Basis  des 
Körpers  &,  und  sie  bilden  immer,  aber  auch  nur.  dann  eine  Basis 
des  Moduls  o,  wenn  a  =  + 1  ist 

Im  Falle  n  =  1 ,  wo  Sl  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen, 
und  o  =  [1]  ist,  kann  man  D  =  1  setzen. 

Zur  Erläuterung  wollen  wir  noch  das  nächstliegende  Beispiel, 
den  Fall  eines  quadratischen  Körpers  Sl  betrachten.  Jede  Wurzel  0 
einer  irreductibelen  quadratischen  Gleichung  lasst  sich  auf  die 
Form 

0  =  a  +  bVd 

bringen,  wo  d  eine  ganze  rationale  positive  oder  negative  Zahl  be- 
deutet, welche  durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar,  und  auch 
nicht  =  +1  ist,  während  a,  b  rationale  Zahlen  sind,  deren  letz- 
tere nicht  verschwindet.  Alle  in  Sl  enthaltenen,  d.  h.  durch  6  ra- 
tional darstellbaren  Zahlen  sind  dann  von  der  Form 

co  =  t  +  wVd, 

wof,M  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten.  Durch  die  nicht 
identische  Permutation  des  Körpers  geht  yd  in  —  Vd,  also  allge- 
mein a>  in  die  conjugirte  Zahl 

ö'  =  *  —  uVd 


A  (1,  Vd)  = 


2 


=  4d; 
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über,  welche  ebenfalls  in  Sl  enthalten  ist;  mithin  ist  jeder  qua- 
dratische Körper  &  ein  Normalkörper  (§.  1 63).  Die  ganzen  Zahlen 
1  und  Vd  sind  von  einander  unabhängig,  und  es  ist 

1,      Vd 
1,  -Vd 

da  diese  Discriminante  durch  keine  Quadratzahl  k2  ausser  1  und  4 
theilbar  ist,  so  schliessen  wir  aus  dem  obigen  Satze  (1),  dass  die 
Grundzahl  D  des  Körpers  entweder  =  4  d  oder  =  d  sein  muss, 
und  das  letztere  wird  stets  und  nur  dann  eintreten,  wenn  es  in  £1 
eine  ganze  Zahl  von  der  Form 

x  +  yVd 
2 

giebt,  wo  #,  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  die  nicht  beide 
gerade  sind.  Aber  auch  ohne  Zuziehung  des  obigen  Satzes  finden 
wir  dasselbe  Resultat  leicht  durch  directe  Untersuchung,  wie  folgt 
Jede  in  &  enthaltene  Zahl  o  lässt  sich  stets  und  nur  auf  eine 
Art  in  die  Form 

%-\-y  Vd 

CO  =  — '   y 

z 

setzen,  wo  #,  y,  z  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  bedeuten,  von  denen  die  letzte  z  positiv  ist.  Soll  nun  o 
eine  ganze  Zahl  sein,  so  muss  (nach  §.  163)  auch  die  conjugirte 
Zahl 

z 

eine  ganze  Zahl  sein,  und  folglich  muss  dasselbe  auch  von  den 
beiden  Zahlen 

,       2x           ,        ,T/  .       x2  —  dy* 
o-|-  o'  =  —  ,    gjo)   =  N(m)  = — — 

gelten;  und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall  ist,  so  ist  co  als  Wurzel 
der  Gleichung 

0      2x       ,  x2  —  dy* 

gewiss  eine  ganze  Zahl.  Es  sei  e  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  z  und  #,  so  geht  e2  in  #a,  also  auch  in  x2  —  dy2,  mit- 
hin auch  in  dy2  auf;  da  aber  d  durch  kein  Quadrat  ausser  1  theil- 
bar ist,  so  muss  e2  in  y2,  also  e  in  y  auigehen,  und  hieraus  folgt, 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  32 


< 
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dass  e  =  1  ist,  weil  #,  #,  z  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben.  Da  nun  z  uüd  x  relative  Primzahlen  sind,  und  z  in  2x 
aufgeht,  so  muss  z  =  1  oder  =  2  sein;  im  ersten  Fall  ist  co  gewiss 
eine  ganze  Zahl,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  ob  und  wann  der 
zweite  Fall  möglich  ist.  Wenn  aber  z  =  2  ist,  so  ist  x  ungerade, 
und  folglich  x2  =  1  (mod.  4);  da  ferner  x2 —  dy2  durch  z*  =  4 
theilbar  ist,  so  ist  dy2  =  1  (mod.  4),  mithin  sind  d  und  y  unge- 
rade, also  y2  =  1  (mod.  4),  also  auch 

d  =  1  (mod.  4). 

Diese  Bedingung  ist  also  erforderlich,  damit  der  Fall  #  =  2  ein- 
treten kann;  und  umgekehrt,  wenn  sie  erfüllt  ist,  so  ist  jede  Zahl 

x  +  yVd 


in  welcher  x,  y  beide  ungerade  sind,  wirklich  eine  ganze  Zahl.  Da 
zu  diesen  ganzen  Zahlen  noch  alle  diejenigen  hinzukommen,  in 
welchen  z  =  1  ist,  so  besteht  das  System  o  aller  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  in  diesem  Falle  offenbar  aus  allen  Zahlen  von  der 
Form 

,       1  +  Vd 

*+y—2—> 

wo  x,  y  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  d.  h.  es  ist 

1  +  Vd' 


I 


o  =  [l, 
und  folglich  ist  die  Grundzahl 


•]• 


d  =  a(i, 


l  +  Vd 


)  = 


1, 


1, 


l  +  Vd 
2 

l  — yd 


=  d. 


Ist  aber  d  nicht  =  1  (mod.  4),  also 

d  =  2  oder  3  (mod.  4), 
so  muss  z  =  1  sein,  und  folglich  ist 

o=.[l,  Vd],    D  =  4d. 
Beide  Fälle  lassen  sich  offenbar  dahin  yereinigen,  dass  stets 

B  +  VD 


.  =  [l, 


[) 
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ist  Es  giebt  61  quadratische  Körper,  deren  Grundzahlen  D  ab- 
solut genommen  kleiner  als  100  sind;  unter  diesen  Zahlen  D  sind 
30  positive  Zahlen 

5,  8,  12,  13,  17,  21,  24,  28,  29,  33,  37,  40,  41,  44,  53,  56,  57,  60,  61, 

65,  69,  73,  76,  77,  85,  88,  89,  92,  93,  97, 

und  die  absoluten  Werthe  der  31  negativen  Zahlen  D  sind 

3,  4,  7,  8,  11,  15,  19,  20,  23,  24,  31,  35,  39,  40,  43,  47,  51,  52,  55, 
56,  59,  67,  68,  71,  79,  83,  84,  87,  88,  91,  95. 

Die  Grundzahl  des  Körpers  J  (§.  159)  ist  =  —  4*). 


§.  167. 

Das  Gebiet  o  aller  ganzen  Zahlen  o,  welche  in  einem  Körper  R 
vom  Grade  n  enthalten  sind,  besitzt  einige  allgemeine  Eigenschaften, 
welche  denen  der  früher  behandelten  speciellen  Gebiete  [1]  und 
[1,  i]  genau  entsprechen.  Wir  wollen  diese  Analogie  zunächst  ver- 
folgen, um  sodann  diejenige  wesentlich  neue  Erscheinung  hervor- 
zuheben, welche  uns  zur  Einfuhrung  neuer  Begriffe  nöthigen  wird. 

Vor  Allem  ist  zu  bemerken,  dass  die  Zahlen  ro,  zu  denen  auch 
alle  ganzen  rationalen  Zahlen  gehören,  sich  durch  Addition,  Sub- 
traction  und  Multiplication  reproduciren;  wenn  ferner  von  zwei 
solchen  Zahlen  a,  p  die  erstere  durch  die  letztere  {heilbar  ist 
(§.  161),  so  ist  a  =  \xv  und  die  Zahl  v  gehört  demselben  Gebiete 
o  an.    Zugleich  leuchtet  ein,  dass  in  o  die  beiden  Elementarsätze 


*)  Um  schon  hier  einen  Begriff  von  der  Bedeutung  der  Grundzahl  D 
zu  geben,  wollen  wir  nur  darauf  aufmerksam  machen,  dass  (zufolge  §.  52, 
I.  —  IV.)  die  positiven  rationalen  Primzahlen  p ,  von  welchen  d  quadra- 
tischer Btoüfrist,  immer  in  arithmetischen  Reihen  von  der  kleinsten  Diffe- 
renz D  enthalten  sind;  dieselben  Zahlen  p,  welche  zwar  Primzahlen  im 
rationalen  Körper  B  sind,  verlieren  den  eigentlichen  Primzahl  -  Charakter 
in  dem  entsprechenden  quadratischen  Körper  £',  und  dem  in  dieser  Form 
angesprochenen  Gesetz  fügt  sich  auch  die  Zahl  p  =  2.  Dies  aus  dem  Re- 
ciprocitatssatze  abgeleitete  Gesetz  der  Vertheilung  in  arithmetische  Reihen 
hängt  wesentlich  damit  zusammen,  dass  Sl  ein  Divisor  desjenigen  Kreis- 
theilungs-Körpers  B(6)  ist,  welcher  aus  der  Gleichung  6D  =  1  entspringt, 
während  aus  jeder  Gleichung  0m  =  1,  deren  Grad  m  absolut  <A  immer  ein 
Körper  B  (0)  entspringt,  welcher  die  Zahl  yd  nicht  enthält. 

32* 
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der  Theilbarkeit  gelten,  die  wir  früher  (§.  161, 1.  und  IL)  fiir  das 
Gebiet  aller  ganzen  algebraischen  Zahlen  bewiesen  haben. 

Die  Norm  einer  Zahl  p  des  Gebietes  o  ist  eine  ganze  rationale 
Zahl;  denn  sie  ist  rational,  wie  alle  Normen  (§.  164),  und  eine 
ganze  Zahl,  weil  sie  dasProduct  aus  den  n  mit  p  conjugirten  Zahlen 
ist,  welche  gleichzeitig  mit  (i  ganze  Zahlen  sind  (§.  163).  Da  ferner 
einer  von  diesen  Factoren  identisch  mit  f*,  und  das  Product  der 
übrigen  Factoren  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  N(p,)  theilbar  durch  p,  also 

N(ii)  =  tiv,  (1) 

wo  v  abermals  dem  Gebiete  o  angehört.  Derselbe  Satz  ergiebt 
sich  auch  leicht  auf  folgende  Weise.  Bilden  die  n  Zahlen  ob 
<x>2  ...on  eine  Basis  von  o  (§.  166,  (2)),  so  sind  die  w  Producte  f*Oi 
ebenfalls  in  o  enthalten,  und  man  kann  folglich 

yLG>8  =  C],,«!  -fc2),Ö2+  •  •  •  +ctt,Äon  (2) 

setzen,  wo  die  Coefficienten  cr,,  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  Determinante 

2±clfic9)2  . . .  cn>«  =  N(p)  (3) 

ist  (§♦  164,  (10));  durch  Umkehrung  der  n  Gleichungen  (2)  ergiebt 
sich  nun,  dass  jede  der  n  Basiszahlen  cor  durch  Multiplication  mit 
N([i)  in  eine  durch  p  theilbare  Zahl  verwandelt  wird;  mithin  ist, 
wenn  co  eine  beliebige  Zahl  in  o  bedeutet,  auch  &N(ji)  durch  p 
theilbar,  und  da  unter  den  Zahlen  co  sich  auch  die  Zahl  1  befindet, 
so  ist  N((i)  theilbar  durch  ji,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken  noch  beiläufig,  dass  die  in  (1)  auftretende  Zahl  v, 
welche  wir  die  zu  p  adjungirte  Zahl  nennen  wollen,  immer  von 
der  Form 

v  =  ±p»-1  +  a1ti»-*-\ +an-2ti>  +  aH-1  (4) 

ist,  wo  die  Coefficienten  au  a^  .  .  .  an_  i  ganze  rationalcZahlen  be- 
deuten; denn  nach  Elimination  der  n  Zahlen  cof  aus  denGleichun-  / 
gen  (2)  erscheint  p  als  die  Wurzel  einer  Gleichung  wten  Grades 
mit  ganzen  rationalen  Coefficienten,  deren  letzter  =  +N(p)  ist 
(vergl.  §.  164,  (11)). 

Aus  dem  Satze  über  die  Norm  eines  Productes  (§.  164,  (2)), 
d.  h.  aus  der  Gleichung 

N(aß)  =  N(a)N(ß%  (5) 

ergiebt  sich  ferner  der  häufig  anzuwendende,  aber  nicht  umzu- 
kehrende Satz:  ist  y  theilbar  durch  «,  so  ist  auch  N(y)  theilbar 
durch  N(a). 
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Die  Norm  besitzt  nun  eine  äusserst  wichtige  Bedeutung,  welche 
mit  dem  folgenden  Begriffe  zusammenhängt  Zwei  Zahlen  a,  ß 
heissen  congruent  in  Bezug  auf  die  Zahl  ji,  den  Modulus,  wenn  ihre 
Differenz  a — ß  durch  p  theilbar  ist,  und  wir  bezeichnen  dies  durch 
die  Congruenz 

a  =  ß  (mod.  fi)  (6) 

mit  welcher  die  Congruenz  ß  =  a  (mod.  p)  gleichbedeutend  ist; 
wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  .  incongruent  nach  f*, 
wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen  congruent  ist.  Aus 
der  oben  erwähnten  Reproduction  unserer  Zahlen  o  durch  Addi- 
tion, Subtraction  und  Multiplication  folgt,  dass  man  beliebig  viele 
solche  Gongruenzen,  die  sich  auf  einen  und  denselben  Modul  fi  be- 
ziehen, addiren,  subtrahiren  und  auch  multipliciren  darf,  wie  Glei- 
chungen (vergl.  §.  17).  Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  mit 
sich  selbst  congruent  ist,  und  dass  zwei  mit  einer  dritten  con- 
gruente  Zahlen  auch  mit  einander  congruent  sind;  man  wird  daher 
alle  Zahlen  cd  in  ZaJdclassen  in  Bezug  auf  p  eintheilen,  in  der 
Weise,  dass  eine  Zahlclasse  aus  allen  denjenigen  Zahlen  besteht, 
welche  mit  einer  bestimmten  Zahl,  dem  Repräsentanten  der  Classe, 
und  folglich  auch  mit  einander  congruent  sind.  Hierbei  ist  die 
wichtigste  Frage  die  nach  der  Anzahl  dieser  Glassen,  d.  h.  nach 
der  Anzahl  aller  in  Bezug  auf  (i  incongruenten  Zahlen  o.  Die 
Beantwortung  derselben  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  Moduln  (§.  165),  denn  offenbar  bilden  unsere  Congruenzen  nur 
einen  speciellen  Fall  von  den  dort  betrachteten.  Bezeichnen  wir 
nämlich  mit  m  das  System  aller  durch  (i  th eilbaren  Zahlen  pm,  wo 

03  =  hi  COj  -f-  %2  öj  -f-  •  •  •  -\-hn(on 

ist,  und  Äx,  Ä2  •  •  •  ^n  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen,  so 
leuchtet  ein,  dass 

tlt  =  [(1&D  f*^  •  •  •  f*ön]  =  Oft,  (7) 

und  dass  die  obige  Congruenz  (6)  völlig  gleichbedeutend  mit  der 

Congruenz 

oc  =  ß  (mod.  m)  (8) 

ist.  Da  nun  der  Modul  m  durch  den  Modul  o  theilbar  ist,  und  da 
die  Basiszahlen  des  ersteren  mit  denen  des  letzteren  durch  die 
Gleichungen  (2)  zusammenhängen,  so  ergiebt  sich  (nach§.  165,(22)) 
mit  Rücksicht  auf  (3)  der  Satz 

(o,  m)  =  +  N(p),  (9) 
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d.  h.  die  Anzahl  aller  nach  fr  incongruenten  Zahlen  o  ist  gleich  dm 
absoluten  Werth  der  Norm  von  p.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass 
ja  und  folglich  auch  N(p)  von  Null  verschieden  ist;  wenn  aberfi 
verschwindet,  so  ist  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  cd  offen- 
bar unendlich  gross ,  und  die  vorstehende  Gleichung  bleibt  richtig, 
wenn  (o,  m)  wieder  =  0  gesetzt  wird  (§.  165).  Wir  bemerken  zu-  | 
gleich,  dass  der  obige  Satz  (1)  jetzt  als  ein  specieller  Fall  des 
Satzes  (7)  in  §.  165  erscheint. 

Ist  ji  eine  Einheit  (§.161),  so  sind  alle  Zahlen  ©  =  0  (mod.p) 
und  bilden  folglich  nur  eine  einzige  Classe;  mithin  ist  m  =  o,  und 

ff«  =  ±li.  (10)    I 

dasselbe  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  (5),  weil  fi  in  1  aufgeht, 
und  -W(l)  =  1  ist.  Umgekehrt,  wenn  N((i)  =  +1  ist,  so  folgt 
aus  (2)  und  (3),  dass  die  n  Producte  ftcoa  ebenfalls  eine  Basis  vono 
bilden;  mithin  ist  o  =  m,  und  folglich  ist  jede  Zahl  o,  also  auch  die 
Zahl  1  durch  ji  theilbar,  d.  h.  p  ist  eine  Einheit;  dasselbe  ergiebt 
sich  offenbar  noch  kürzer  aus  dem  obigen  Satze  (1). 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Zahl  ja,  welche  von  Null  verschieden 
und  auch  keine  Einheit  ist,  so  ist  Nfa)  absolut  3g  2,  und  umgekehrt; 
jede  solche  Zahl  ft  ist  gewiss  durch  alle  Einheiten  *,  und  ausser- 
dem durch  alle  mit  ft  associirten  Zahlen  s(i  theilbar.  Nun  sind 
zwei  Fälle  möglich:  wenn  die  Zahl  ft  ausser  den  eben  genannten 
Zahlen  e  und  ep  keinen  anderen  Divisor  in  o  besitzt,  so  heisst  ft 
unzerlegbar  (in  o,  was  immer  hinzuzudenken  ist);  sie  soll  dagegen 
zerlegbar  heissen,  wenn  sie  einen  von  den  Zahlen  s  und  e  p  ver- 
schiedenen Divisor  a  besitzt.  In  dem  letzteren  Falle  ist  fi  =  a/J, 
und  es  leuchtet  ein,  dass  auch  ß  weder  eine  Einheit,  noch  mit  fi 
associirt  sein  kann,  weil  sonst  a  entweder  mit  p  oder  mit  1 
associirt  wäre;  da  ferner  N(p)  =  N(a)N(ß)  ist,  so  folgt,  dass 
(absolut)  N((i)  >N(a)>l  ist.  Zerlegt  man  nun  a  und  ß ,  falls  es 
angeht,  weiter  in  solche  Factoren,  die  keine  Einheiten  sind,  und 
fährt  man  so  fort,  so  ergiebt  sich  aus  der  angeführten  Beschaffen- 
heit der  Normen,  dass  diese  Zerlegung  nach  einer  endlichen  An- 
zahl von  Schritten  ihr  Ende  finden  muss;  während  also  in  dem  aus 
allen  algebraischen  Zahlen  bestehenden  Körper  eine  unbeschränkte 
Zerlegbarkeit  der  ganzen  Zahlen  stattfindet  (§.  161),  gilt  für  jeden 
endlichen  Körper  Sl  der  folgende  Satz: 

Jede  zerlegbare  Zahl  ist  darstellbar  als  Product  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  unzerlegbaren  Factoren. 
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Diese  Operation  der  Zerlegung  einer  Zahl  ft  ist  vollständig 
analog  derjenigen ,  welche  wir  früher  bei  den  Körpern  R  und  J 
(§§.8 und  159)  beschrieben  haben;  aber  in  diesen  beiden  speciellen 
Fällen  besass  das  Schlussresultat  eine  grössere  Bestimmtheit,  als 
dasjenige,  zu  welchem  wir  hier  gelangt  sind,  denn  wir  konnten 
damals  beweisen,  dass  das  System  der  unzerlegbaren  Factoren  von 
fi  ein  im  Wesentlichen  bestimmtes,  einziges  war,  vorausgesetzt, 
dass  zwei  associirte  Zahlen  als  nicht  wesentlich  verschieden  ange- 
sehen wurden.  Dieser  Nachweis  gründete  sich  bei  beiden  Körpern 
auf  diejenige  Eigenschaft  ihrer  unzerlegbaren  Zahlen,  welche  wir 
den  Primzahl-  Charakter  nennen  wollen,  die  aber  bei  einem  belie- 
bigen endlichen  Körper  R  mit  der  Unzerlegbarkeit  keineswegs 
nothwendig  verbunden  ist.  Um  diesen  Unterschied  kurz  bezeich- 
nen zu  können,  stellen  wir  der  obigen  Eintheilung  der  Zahlen  co 
in  zerlegbare  und  unzerlegbare  Zahlen  die  folgende  gegenüber: 

Eine  von  Null  verschiedene  Zahl  f*,  welche  keine  Einheit  ist, 
soll  eine  Primzahl  (in  o)  heissen,  wenn  je  zwei  durch  p  nicht  theil- 
bare  Zahlen  o  auch  ein  durch  fi  untheilbares  Product  besitzen*); 
giebt  es  aber  zwei  durch  ft  nicht  theilbare  Zahlen  co,  deren  Pro- 
duct durch  fi  theilbar  ist,  so  soll  p  eine  zusammengesetzte  Zahl 
heissen. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  jede  zerlegbare  Zahl  gewiss 
auch  eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  jede  Primzahl  gewiss  eine 
unzerlegbare  Zahl  ist.  In  den  beiden  speciellen  Fällen  der  Körper 
R  und  J  decken  sich  nun  beide  Einteilungen  vollständig,  d.  h. 
jede  unzerlegbare  Zahl  ist  auch  eine  Primzahl,  und  jede  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist  auch  eine  zerlegbare  Zahl,  und  man  erkennt  so- 
fort, dass  gerade  hierin  der  Grund  liegt,  weshalb  die  Zerlegung 
einer  Zahl  in  unzerlegbare  Factoren  eine  einzige,  völlig  bestimmte 
ist  (§§.  8  und  1.59);  dieselbe  Bestimmtheit  der  Zerlegungen  wird 
deshalb  bei  allen  Körpern  Sl  vorhanden  sein,  bei  welchen  die  Be- 


*)  Ist  also  « ß  theilbar  durch  die  Primzahl  u,  so  ist  wenigstens  einer  der 
beiden  Factoren  «,  ß  durch  p  theilbar.  —  Aus  dieser  Definition  folgt  leicht, 
dass  die  kleinste ,  durch  ^u  theilbare  positive  rationale  Zahl  p  eine  Prim- 
zahl in  Rj  und  dass  +N(/u)  =  pf  ist;  der  Exponent  /,  welcher  immer  >  0 
und  <^n  ist,  kann  der  Grad  der  Primzahl  p  genannt  werden.  Die  Um- 
kehrung dieses  Satzes  ist  im  Allgemeinen  nicht  gestattet,  doch  gilt  der 
folgende,  ebenfalls  leicht  zu  beweisende  Satz:  ist  iV(,a)  eine  Primzahl  in 
jß,  so  ist  p  eine  Primzahl  (ersten  Grades)  in  £. 
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griffe  der  unzerlegbaren  Zahl  und  der  Primzahl  sich  vollständig 
decken«  Sobald  aber  eine  unzerlegbare  Zahl  (i  existirt,  welche 
keine  Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  giebt  es 
zwei  durch  fi  nicht  theilbare  Zahlen  a,  /J,  deren  Pröduct  y  durch' 
\i  th eilbar,  also  von  der  Form  p  ist;  mag  man  nun  die  Zahlen 
a,  0,  v,  wenn  sie  zerlegbar  sind,  auf  irgend  welche  Weise  in  un- 
zerlegbare Factoren  aufgelöst  haben,  so  entspringen  aus  den  Glei- 
chungen 

y  =  aß  und  y  =  f*v 

zwei  Zerlegungen  derselben  Zahl  y  in  unzerlegbare  Factoren,  und 
diese  beiden  Zerlegungen  sind  wesentlich  verschieden,  weil  unter 
den  Factoren  der  durch  ji  nicht  theilbaren  Zahlen  a  und  ß  kein 
einziger  mit  j*  associirt  sein  kann. 

Auf  eine  solche  Erscheinung  ist  Kummer  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  diejenigen  Zahlengebiete  o  gestossen,  welche  aus 
dem  Problem  der  Kreistheilung  entspringen;  aber  durch  die  Einfüh- 
rung seiner  idealen  Zahlen  ist  es  ihm  gelungen,  die  hiermit  zu- 
sammenhängenden grossen  Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Diese 
Schöpfung  neuer  Zahlen  beruht  auf  einem  Gedanken,  welcher  für 
unseren  obigen  Fall  sich  etwa  in  folgender  Weise  darstellen  lässt. 
Wären  die  Zahlen  a,  /3,  ji,  v,  welche  durch  die  Gleichung 

aß  =  \xv  (11) 

mit  einander  verbunden  sind,  ganze  rationale  Zahlen  und  zwar  ohne 
gemeinschaftlichen  Theiler,  so  würde  hieraus  nach  den  in  R  herr- 
schenden Gesetzen  der  Theilbarkeit  eine  Zerlegung  dieser  Zahlen 
in  rationale  Factoren  folgen,  nämlich 

a  =  «iash   ß  =  ßißto  f*  =  «i0«,   v  =  0i«2,  (12) 

und  zwar  würde  ax  relative  Primzahl  zu  ßu  und  ebenso  a^  relative 
Primzahl  zu  ß2  sein;  selbst  wenn  man  nun  diese  Zerlegung  nicht 
wirklich  ausgeführt  hätte ,  wenn  man  also  die  vier  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  a^  a2,  ßu  ß2  noch  nicht  kannte,  so  wären  dieselben 
doch  wesentlich  bestimmt,  und,  was  das  Wichtigste  ist,  man  wäre 
mit  alleiniger  Hülfe  der  gegebenen  Zahlen  a,/J,f*,v  völlig  im  Stande 
zu  entscheiden,  ob  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl  co  durch 
eine  der  unbekannten  Zahlen,  z.B.  durch  au  (heilbar  ist  oder  nicht; 
denn  offenbar  ist  die  Congruenz 

w  =  0  (mod.  «x)  (13) 


Allgemeine  Zahlentheorie.  505 

völlig  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Congruenzen 

ßa  =  0  (mod.  p),    vw  =  ö  (mod.  a).  (14) 

Wir  haben  es  nun  in  Wahrheit  nicht  mit  rationalen,  sondern 
mit  Zahlen  a,  |3,  p,  v  zu  thun,  welche  dem  Gebiete  o  angehören, 
und  da  die  Zahl  ft  unzerlegbar,  und  keine  der  Zahlen  a,  ß  durch  fi 
theilbar  ist,  so  existirt  innerhalb  o  eine  Zerlegung  von  der  Form 
(12)  in  Wirklichkeit  nicht;  aber  obgleich  eine  Zahl  wie  c^  nicht  in 
o  vorhanden  ist,  so  kann  man  mit  Kummer  doch  eine  solche  Zahl 
«!  als  einen  idealen  Factor  der  wirklichen  Zahl  p  in  die  Unter- 
suchung einführen;  diese  ideale  Zahl  ax  tritt  zwar  niemals  isolirt 
auf,  aber  in  Verbindung  mit  anderen,  ebenfalls  idealen  Zahlen  «a,  ß2 
kann  sie  wirkliche  Zahlen  a,  p  des  Gebietes  o  erzeugen,  und  vor 
allen  Dingen  lässt  sich  die  Theilbarkeit  einer  beliebigen  wirklichen 
Zahl  a  durch  die  ideale  Zahl  a1  mit  voller  Klarheit,  nämlich  durch 
jede  der  beiden  obigen  Congruenzen  (14)  definiren. 

Eine  solche  fingirte  Zahl  ccx  wird  man  eine  ideale  Primzahl 
nennen,  wenn  je  zwei  durch  ax  nicht  theilbare  Zahlen  ein  Product 
geben,  welches  ebenfalls  durch  ax  nicht  theilbar  ist;  man  kann  auch 
Potenzen  solcher  Primzahlen  einführen  und  die  Theilbarkeit  einer 
beliebigen  wirklichen  Zahl  o  durch  a\  so  definiren,  dass  die 
Congruenz 

©  =  0  (mod.  aj) 

als  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Congruenzen 

ßr&  =  0  (mod.  j*r),    vr&  =  0  (mod.  ar) 

angesehen  wird.     Zur  Erläuterung  möge  folgendes  einfache  Bei- 
spiel dienen*). 

Der  quadratische  Körper  «ß,  welcher  aus  einer  Wurzel  0  der 
Gleichung 

fl2  +  5  =  0 

entspringt,  hat  die  Grundzahl  D  =  —  20,  und  der  endliche  Modul 

o  =  [1,  0] 


*)  Dasselbe  ist  ausführlicher  behandelt  in  des  Herausgebers  Abhand- 
lung Sur  la  thSorie  des  nombres  entiers  algebriques  §§.  7—12  (Paris,  1877; 
Abdruck  aus  dem  Bulletin  des  Sciences  math.  et  astron.  von  Darboux  un<} 
Hoüel,  1»  serie,  t.  XI,  et  2 «  serie,  t.  I). 


s. 
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und  ebenso  findet  man,  dass 

b1  =  [3,1+0] 

der  Inbegriff  aller  durch  ft,  und 

b3  =  [3,-1  +  0] 

der  Inbegriff  aller  durch  /52  theilbaren  Zahlen  ist.  Man  überzeugt 
sich  nun  leicht,  dass  es  zwei  Eigenschaften  giebt,  welche  diesen 
drei  Systemen  gemeinschaftlich  zukommen;  ist  nämlich  m  ein 
beliebiges  der  drei  Systeme  q,  bi,  b2,  so  gilt  Folgendes: 

I.  Die  Zahlen  des  Systems  m  reproduciren  sich  durch  Addi- 
tion und  Subtraction,  d.  h.  m  ist  ein  Modul. 

II.  Jedes  Product  aus  einer  in  m  und  einer  in  o  enthaltenen 
Zahl  gehört  dem  System  m  an. 

Diese  beiden  Eigenschaften  kommen  aber  nicht  bloss  den 
genannten  Systemen  a,  bi,  b2,  sondern  unendlich  vielen  anderen 
Systemen  zu;  dahin  gehört  z.  B.  auch  jedes  System  m,  welches  aus 
allen  durch  eine  bestimmte  wirkliche  Zahl  p  theilbaren  Zahlen  p  o 
besteht,  und  es  leuchtet  ein,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden 
Eigenschaften  I.  und  II.  lediglich  eine  andere  Ausdrucksform  für 
die  beiden  oft  erwähnten  Elementarste  der  Theilbarkeit  bilden 
(§.  161,  I.  und  II.).  Diese  Bemerkung  vor  allen  ist  es,  welche  dazu 
drängt,  eine  Theorie  solcher  Systeme  m  aufzustellen,  welche  die 
beiden  Eigenschaften  L  und  II.  besitzen;  jedes  solche  System  m 
wollen  wir  wegen  seiner  augenscheinlichen  Beziehung  zu  Kummer's 
idealen  Zahlen  ein  Ideal  des  Gebietes  o  nennen;  der  Erfolg  wird 
zeigen,  dass  durch  die  allgemeine  Theorie  der  Ideale,  deren  Ele- 
mente wir  im  Folgenden  entwickeln  wollen,  die  Gesetze  der  Theil- 
barkeit der  Zahlen  in  erschöpfender  Weise  zum  Abschluss  gebracht 
werden. 


§.  168. 

Obwohl  unsere  letzten  Bemerkungen  aus  der  Betrachtung 
eines  bestimmten  Beispiels,  nämlich  des  quadratischen  Körpers 
von  der  Grundzahl  — 20,  hervorgegangen  sind,  so  ist  doch  der 
Begriff  des  Ideals,  auf  den  uns  diese  Betrachtung  gefuhrt  hat, 
schon  in  der  grössten  Allgemeinheit  gefasst;  ist  Sl  ein  beliebiger 
endlicher  Körper  vom  Grade  w,  und  o  das  System  aller  in  &  ent- 
ütenen  ganzen  Zahlen  o,  so  verstehen  wir  unter  einem  Ideal 
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dieses  Gebietes  o  jedes  in  o  enthaltene  Zahlensystem  a,  welches 
die  beiden  folgenden  Eigenschaften  besitzt: 

I.  Die  Summen  und  Differenzen  von  je  zwei  Zahlen  des 
Systems  q  gehören  demselben  System  a  an. 

IL  Jedes  Product  aus  einer  in  a  und  einer  in  o  enthaltenen 
Zahl  ist  eine  Zahl  desselben  Systems  a. 

Zufolge  dieser  Definition  würde  die  Zahl  Null  für  sich  allein 
ein  Ideal  bilden,  und  manche  der  im  Folgenden  zu  entwickelnden 
Sätze  würden  ihre  Gültigkeit  auch  für  diesen  speciellen  Fall  nicht 
verlieren;  da  es  aber  für  die  Ausdrucksweise  lästig  ist,  die  etwaigen 
Ausnahmen  immer  anzugeben,  so  wollen  wir  diesen  Fall  lieber 
gänzlich  ausschliessen  und  folglich  ein  System  a,  welches  den  vor- 
stehenden Bedingungen  genügt,  nur  dann  ein  Ideal  nennen,  wenn 
es  mindestens  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  und  folglich  auch 
unendlich  viele  von  einander  verschiedene  Zahlen  enthält 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  aus  den  beiden  Eigen- 
schafben L  und  IL,  welche  als  Definition  eines  Ideals  gelten,  alle 
anderen  Eigenschaften  und  alle  Beziehungen  der  Ideale  zu  ein- 
ander abzuleiten.  Hier  ist  vor  Allem  zu  bemerken,  dass  die 
Eigenschaft  L  nichts  Anderes  sagt,  als  dass  jedes  Ideal  q  ein  Modul 
ist  (§.  165),  und  wir  wollen  deshalb  alle  allgemeinen  Begriffe  und 
Sätze  der  Theorie  der  Moduln,  insbesondere  diejenigen  über  die 
Theübarkeü  der  Moduln,  ohne  Weiteres  auf  unsere  Ideale  über- 
tragen. Jedes  Ideal  Q  ist  demnach  ein  durch  o  theilbarer  Modul, 
weil  das  Zahlensystem  q  zufolge  der  Definition  in  o  enthalten  ist. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  o  selbst  ein  Ideal  ist,  weil  die  in  o 
enthaltenen  Zahlen  a  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multi- 
plication  reproduciren;  dieses  Ideal  o  spielt  daher,  weil  es  in  allen 
Idealen  aufgeht,  dieselbe  Bolle  unter  den  Idealen,  wie  die  Zahl  1 
unter  den  positiven  ganzen  rationalen  Zahlen.  Es  ist  aber  wohl 
zu  beachten,  dass  (abgesehen  von  dem  Falle  n  =  1)  nicht  jeder 
durch  o  theilbare  Modul  deshalb  schon  ein  Ideal  ist;  vielmehr  wird 
ein  solcher  Modul  erst  dann  ein  Ideal,  wenn  er  zugleich  die 
Eigenschaft  II.  besitzt,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  durch  diese 
zu  dem  Begriff  des  Moduls  hinzutretende  Eigenschaft  die  Theorie 
der  Ideale  eine  bei  weitem  schärfere  und  bestimmtere  Gestalt 
erhält,  als  die  Theorie  der  Moduln.  Wir  heben  zunächst  folgende 
Sätze  hervor. 

1.  Das  Ideal  o  ist  das  einzige  Ideal,  welchem  di*  ~  " "  1 
(oder  irgend  eine  andere  Einheit)  angehört. 
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Denn  das  Gebiet  o  umfasst  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  und 
enthält  folglich  auch  die  Zahl  1 ;  umgekehrt,  wenn  in  einem  Ideale  a 
irgend  eine  Einheit  s  enthalten  ist,  so  sind  in  demselben  (zufolge  IL) 
auch  alle  Zahlen  a  des  Gebietes  o  enthalten,  weil  sie  alle  durch  « 
theilbar  sind;  mithin  ist  o  theilbar  durch  a,  und  hieraus  folgt 
a  =  o,  weil  a  als  ein  Ideal  durch  o  theilbar  ist. 

2.  Das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  m  und  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  b  von  zwei  Idealen  q,  b  sind  ebenfalls 
Ideale. 

Denn  jedenfalls  sind  m  und  b  Moduln  (§.  165),  und  zwar 
durch  o  theilbare  Moduln,  weil  dasselbe  von  a  und  b  gilt  Ist  nun 
(jl  eine  beliebige  Zahl  in  m,  so  ist  p  in  a  und  in  b  enthalten,  mithin 
wird  (zufolge  IL)  auch  jedes  Product  p  a  (wo  o,  wie  immer,  eine 
.beliebige  Zahl  in  o  bedeutet)  in  a  und  in  b,  folglich  auch  in  tn 
enthalten  sein,  d.  h.  m  besitzt  auch  die  Eigenschaft  IL;  da  ferner, 
wenn  a,  ß  beliebige  Zahlen  der  Ideale  a,  b  bedeuten,  das  Product  «  ß 
(zufolge  II.)  in  a  und  in  b,  also  auch  in  tn  enthalten  ist,  so  giebt 
es  in  m  auch  Zahlen  p  =  «0,  die  von  Null  verschieden  sind,  weil 
die  Zahlen  a  und  ebenso  die  Zahlen  ß  nicht  sämmtlich  verschwin- 
den; mithin  ist  m  ein  Ideal.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem 
System  b  aller  Zahlen  8  =  a  -\-  ß\  denn  da  alle  Producte  aoina, 
alle  Producte  ßa  in  b  enthalten  sind,  so  gehört  jedes  Product 
8a  =  «o|  ßa  wieder  dem  System  b  an,  und  dass  die  Zahlen  d 
nicht  alle  verschwinden,  leuchtet  schon  daraus  ein,  dass  q  durch  b 
theilbar  ist. 

3.  Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  und  ij  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  o,  so  ist  a  rj  ebenfalls  ein  Ideal  und  zwar  ein  gemeinschaft- 
liches Vielfaches  der  beiden  Ideale  a  und  o  ij. 

Denn  ay  besteht  (nach  §.  165)  aus  allen  Producten  von  der 
Form  aij,  wo  a  jede  Zahl  in  a  bedeutet,  und  ist  daher  ein  Modul, 
welcher  nicht  nur  durch  o,  sondern  auch  durch  o  ij  und  (zufolge  II.) 
durch  a  theilbar  ist;  da  ferner  jedes  Product  «oin  a,  mithin 
jedes  Product  (a^)ra  =  (acj)^  wieder  in  ai/  enthalten  ist,  und  da 
die  Producte  aij  auch  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  ist  ar\ 
ein  Ideal.  — 

Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  geht  hervor,  dass,  wenn  man 
die  in  §.  165  beschriebenen  Modulbildungen  auf  beliebige  Ideale 
a,  b,  c  .  .  .  und  Zahlen  rj,  rf  .  .  .  des  Gebietes  o  anwendet,  die  so 
erhaltenen  Moduln  immer  wieder  Ideale  sein  werden ;  wir  wollen 
daher,   wenn   das   Gegentheil   nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird, 
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durch  kleine  deutsche  Buchstaben  künftig  nur  noch  Ideale  be- 
zeichnen, und  ebenso  sollen,  wenn  von  Theilern  oder  Vielfachen 
eines  Ideals  die  Rede  ist,  darunter  nicht  beliebige  Moduln,  sondern 
immer  nur  Ideale  verstanden  werden. 

Von  hervorragender  Wichtigkeit  sind  die  Ideale  von  der 
Form  017;  ein  solches  Ideal,  welches  aus  allen  durch  17  theilbaren 
Zahlen  or\  besteht,  wollen  wir  ein  Hauptideal  nennen.  Da  unter 
den  Zahlen  corj  sich  auch  die  Zahl  17  selbst  befindet,  so  leuchtet 
ein,  dass  das  Ideal  017  stets  und  nur  dann  durch  das  Ideal  017' 
theilbar  ist,  wenn  die  Zahl  17  durch  die  Zahl  ij'  theilbar  ist,  und 
hieraus  geht  hervor,  dass  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der  Zahlen 
innerhalb  des  Gebietes  0  vollständig  enthalten  sein  müssen  in  den 
Gesetzen  der  Theilbarkeit  der  Ideale;  die  Theorie  der  letzteren 
ist  die  allgemeinere,  die  umfassendere. 

Offenbar  ist  ein  Hauptideal  0  a  stets  und  nur  dann  theilbar 
durch  ein  Ideal  a,  wenn  a  in  a  enthalten  ist;  aus  diesem  Grunde 
wollen  wir  von  jeder  in  a  enthaltenen  Zahl  a  auch  sagen,  sie  sei 
theilbar  durch  a,  und  a  gehe  in  u  auf;  diese  Ausdrucksweise  soll 
auch  für  die  Zahl  a  =  0  gelten,  die  ja  in  jedem  Ideal  enthalten  ist. 
Ebenso  werden  wir  sagen,  ein  Ideal  m  sei  theilbar  durch  eine 
(von  Null  verschiedene)  Zahl  17,  wenn  m  durch  oij  theilbar  ist;  in 
diesem  Falle  sind  alle  Zahlen  ft  des  Ideals  tn  theilbar  durch  ij, 
und  wenn  man  p  =  Qtj  setzt,  so  bilden,  wie  man  leicht  erkennt, 
die  den  sämmtlichen  Zahlen  ft  entsprechenden  Quotienten  q  ein 
Ideal  r,  und  es  ist  ttt  =  rij.  An  diese  Bemerkung  schüesst  sich 
der  folgende  wichtige  Satz,  von  dem  wir  häufig  Anwendung  machen 
werden: 

4.  Ist  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Ideale  q  und  017,  so 
ist  m  =  a'17,  wo  a'  einen  durch  a  und  b  vollständig  bestimmten 
Theiler  von  q  bedeutet.  Ist  ferner  a"ij'  das  kleinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  von  a'  und  01?',  so  ist  a"iji?'  dasjenige  von  q  und 
01717'»  und  umgekehrt. 

Denn  jedenfalls  ist  m  theilbar  durch  ij  und  folglich  =  a' ^, 
wo  a'  ein  bestimmtes  Ideal  bedeutet;  da  aber  ar\  (zufolge  3.)  ein 
gemeinschaftliches  Vielfaches  von  a  und  0 17  ist,  so  muss  a  r\  durch 
a'if,  und  folglich  a  durch  a'  theilbar  sein  (§.  165),  weil  17  von  Null 
verschieden  ist.  Nun  sei  ^  ebenfalls  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl,  bx  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler,  und  ax  r\x  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  der  beiden  Ideale  a  und  0171,  so  wird 
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a'  jedesmal  durch  ax  theilbar  sein,  wenn  b  in  bx  aufgeht;  denn  in 
diesem  Falle  ist  r\x  auch  theilbar  durch  b,  also  von  der  Form 
a  +  17  0,  wo  a  in  a  enthalten  ist,  und  da,  wenn  a'  irgend  eine  Zahl 
in  a'  bedeutet,  das  Product  a'ij  durch  a  theilbar  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  dem  Producte  a' ^  =  a'  a  +■  a'  ij  0;  mithin  ist  das  durch 
o?h  theilbare  Ideal  a'^i  auch  theilbar  durch  a,  also  auch  durch 
a^i,  und  folglich  ist  a'  theilbar  durch  an  wie  behauptet  war. 
Hieraus  folgt  offenbar,  dass,  wenn  bx  =  b  ist,  gewiss  auch  ax  =  a' 
sein  muss,  weil  jedes  dieser  beiden  Ideale  durch  das  andere  theil- 
bar ist;  also  ist  a'  durch  a  und  b  vollständig  bestimmt.  Ebenso 
leicht  ergiebt  sich  der  zweite  Theil  unseres  Satzes;  wenn  nämlich 
a"V  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  a'  und  017'  ist, 
so  ist  a"  17 17'  (nach  §.  165)  dasjenige  von  a'17  und  01717',  also  auch 
dasjenige  der  drei  Ideale  q,  017,  01717',  von  denen  aber  das  zweite, 
weil  es  in  dem  dritten  aufgeht,  weggelassen  werden  darf.  Um- 
gekehrt, wenn  (f'17 17'  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  q 
und  01717'  ist,  so  ist  es  auch  dasjenige  der  drei  Ideale  o,  017,  01717', 
also  auch  das  der  beiden  Ideale  a'17  und  01717',  und  hieraus  folgt 
(nach  §.165),  dass  a"r\'  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
von  a'  und  017'  ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.  169. 

Da  alle  Ideale  Moduln  sind,  so  lässt  sich  auch  der  Begriff  der 
Congruenz  auf  die  Ideale  übertragen;  zwei  Zahlen  0,  0'  des  Ge- 
bietes 0  heissen  congruent  in  Bezug  auf  das  Ideal  a,  wenn  ihre 
Differenz  durch  a  theilbar  ist,  und  dies  wird  durch  die  Congruenz 

0  =  0'  (mod.  a) 

ausgedrückt.  Solche  Gongruenzen,  welche  sich  auf  dasselbe  Ideal  0 

beziehen,  können  (nach  §.  165)  addirt  und  subtrahirt  werden,  wie 

Gleichungen,  d.  h.  aus  der  vorstehenden  und  aus  einer  zweiten 

Congruenz 

0"  =  0'"  (mod.  a) 

folgen  immer  die  Gongruenzen 

0  +  0"  =  0'  +  <o"'  (mod.  a); 

aus  der  Eigenschaft  II.  des  Ideals  a  ergiebt  sich  jetzt  aber  auch 
die  Erlaubniss,  solche  Gongruenzen  zu  multipliciren,  d.  h.  es  folgt 
auch  die  Congruenz 
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©c>"  =  o'o'"  (moil.  q); 

denn  da  o  —  o'  und  a>"  —  ©'"  durch  a  theilbar  sind,  so  gilt  ("zu- 
folge II.)  dasselbe  von  den  Producten  (o  —  «')  o"  und  («"  —  w"')  a>\ 
mithin  auch  von  deren  Summe  ©g>" —  ©'o'"   was  zu  zeigen  war. 
Wir  bemerken  ferner,  dass,  wenn  m  ein  Hauptideal  o  /*  ist,  die 

Gongruenz 

a  =  ß  (raod.  in) 

gänzlich  mit  unserer  früheren  Congruenz 

a  =  ß  (mod.  fi) 

zusammenfallt  (§.  167,  (6)  — (9)).  Damals  haben  wir  gefunden, 
dass  der  absolute  Werth  von  N(p)  zugleich  die  Anzahl  der  nach 
p  incongruenten  Zahlen  a>,  d.  h.  die  Anzahl  (o,  o/i)  der  verschie- 
denen Zahlclassen  ist,  aus  welchen  das  Gebiet  o  besteht.  Dies 
veranlasst  uns,  auch  jedem  Ideal  a  eine  bestimmte  Norm  zuzu- 
schreiben, die  wir  durch  das  Symbol  N(a)  bezeichnen  und  durch 

die  Gleichung 

N(a)  =  (o,  q) 

definiren  wollen,  wo  das  Symbol  (o,  a)  seine  frühere  Bedeutung 
hat  (§.  165).  Wir  zeigen  zunächst,  dass  N(a)  stets  von  Null  ver- 
schieden ist;  wählt  man  nämlich  aus  dem  Ideal  a  eine  beliebige, 
aber  von  Null  verschiedene  Zahl  p  aus,  so  ist  o  fi  theilbar  durch  a, 
und  da  q  durch  o  theilbar  ist,  so  folgt  (§.  165,  (4)) 

da  nun  (o,  Oft)  =  +  «#(/*)>  also  von  Null  verschieden  ist,  so  gilt 
dasselbe  auch  von  (o,  a)  =  N(a).  Es  besteht  daher  o  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Zahlclassen  in  Bezug  auf  a,  und  wenn  aus 
jeder  dieser  Classen  ein  bestimmter  Repräsentant  q  nach  Belieben 
gewählt  ist,  so  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  N(a)  Zahlen  q  ein 
vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  nach  o.  Es  ergeben  sich 
nun  leicht  die  folgenden  Sätze. 

1.  Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  ist  N(a)  theilbar  durch  ct. 
Denn  (nach  §.  165,  (7))  ist  allgemein  (o,  a)ca  =  0  (mod.  o) 

und  hieraus  folgt  unser  Satz,  weil  unter  den  Zahlen  cd  des  Ge- 
bietes o  sich  auch  die  Zahl  1  befindet. 

2.  Das  Ideal  o  ist  das  einzige  Ideal,  dessen  Norm  =  1  ist. 
Denn  jedenfalls  ist  JV  (o)  =  (o,  o)  =  1 ;  und  umgekehrt,  wenn 

(o,  a)  =  1  ist,  so  ist  o  (nach  §.  165)  theilbar  durch  Q,  folglich 
o  =  o,  weil  q  als  Ideal  durch  o  theilbar  ist. 

Dirichlet,  Zahlentheo tie.  33 
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3.  Ist  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  b,  so  ist 

JVXa)  =  (b,  a)JV(b),    N(m)  =  (h,  a)N(b), 
N(m)NQ>)  =  N(a)N(b). 

Denn  weil  o  in  b,  und  b  in  a,  ferner  o  in  b,  und  b  in  m  auf- 
geht, so  ist  (nach  §.  165,  (4)) 

(o,  q)  =  (o,  b)  (b,  a),    (o,  m)  =  (o,  b)  (b,  m), 

und  ausserdem  ist  (nach  §.  165,  (1)  und  (2)) 

(b,  a)  =  (b,  m)  =  (b,  a). 

4.  Ist  af  r}  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Ideale  a  und  017,  so  ist 

N(a)  =  N(a')N(]b). 

Denn  in  diesem  Falle  b  =  oy  ist  (nach  §.  165,  (3)) 

(b,  0)  =  (b,  m)  =  (oi?,  a'n)  =  (0,  q')  =  N(a'). 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass,  wie  man  leiöht  finden  wird,  der 
Theiler  a'  des  Ideals  a  (§.  168,  4.)  jetzt  auch  definirt  werden  kann 
als  das  System  aller  Wurzeln  a'  der  Congruenz  ija'  =  0  (mod.  0). 

5.  Ist  a  theilbar  durch  b,  so  ist  N(a)  theilbar  durch  JT(b), 

nämlich 

N(a)  =  (6,  0)  N(b), 

und  b  ist  ein  echter  Theiler  von  q  oder  =  a,  je  nachdem  N(b) 
<  N(a),  oder  N(b)  =  N(a)  ist. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  3.,  weil  in  diesem  Falle 
m  =  a,  b  =  b  ist,  und  weil  (b,  a)  stets  und  nur  dann  =  1  ist, 
wenn  b  durch  a  theilbar  ist  (§.  165).  —  Zugleich  ergiebt  sich  hier- 
aus, dass  jeder  Theiler  b  eines  Ideals  a  aus  einer  endlichen  Anzahl 
(b,  a)  von  Zahlclassen  in  Bezug  auf  a  besteht,  und  da  überhaupt 
nur  eine  endliche  Anzahl  N(a)  von  Zahlclassen  (mod.  a)  existirt, 
so  folgt  der  Satz: 

6.  Jedes  Ideal  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Theilern. 

7.  Es  giebt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Idealen,  welche 
dieselbe  Norm  besitzen. 

Denn  wenn  N(a)  =  m  ist,  so  ist  (zufolge  1.)  die  Zahl  m 
theilbar  durch  a,  also  a  ein  Theiler  des  Hauptideals  om,  welches 
(nach  6.)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Theilern  q  besitzen  kann. 
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§.  170. 

Während  unsere  bisherigen  Untersuchungen  über  Ideale 
wesentlich  nur  in  einer  Anwendung  der  Lehre  von  der  Theilbarkeit 
der  Moduln  bestanden,  gehen  wir  jetzt  zu  einer  neuen  Idealbildung, 
nämlich  zur  Multiplication  der  Ideale  über,  welche  den  eigentlichen 
Kern  der  Idealtheorie  bildet. 

Sind  a,  b  zwei  beliebige  Ideale,  und  bedeutet  a  jede  Zahl  in  a, 
ebenso  ß  jede  Zahl  in  b,  so  verstehen  wir  unter  dem  Producte  a  b 
der  Factoren  a,  b  den  Inbegriff  aller  Zahlen,  welche  als  ein  Product 
a  ß  oder  als  Summe  von  mehreren  solchen  Producten  a  ß  darstell- 
bar sind.  Alle  diese  Zahlen  sind  wieder  in  o  enthalten,  und  sie 
verschwinden  nicht  sämmtlich ;  sie  reproduciren  sich  durch  Addition 
und  Subtraction,  sowie  durch  Multiplication  mit  beliebigen  Zahlen  cd 
des  Gebietes  o,  weil  jedes  Product  ßco  wieder  in  b  enthalten  ist. 
Mithin  ist  das  Product  a  b  wieder  ein  Ideal. 

Es  leuchtet  ohne  Weiteres  ein ,  dass  a  o  =  a,  a  (o  r\)  =  a  ^, 
ab  =  bc  und  (ab)c  =  a(bc)  ist;  wir  bezeichnen  dieses  letztere 
Product  kurz  mit  abc,  und  aus  der  schon  öfter  angewendeten 
Schlussweise  (§§.  2,  147)  geht  hervor,  dass  das  mit  ab cb  ...  zu 
bezeichnende  Product  aus  m  beliebigen  Idealen  a,  b,  c,  b  .  .  .  eine 
vollständig  bestimmte,  von  der  Anordnung  der  successiven  Multi- 
plicationen  gänzlich  unabhängige  Bedeutung  hat*).  Sind  alle 
diese  m  Factoren  identisch  mit  dem  Ideal  a,  so  bezeichnen  wir 
ihr  Product  mit  am  und  nennen  es  die  mte  Potenz  von  a;  m  heisst 
der  Exponent  dieser  Potenz ,  und  wir  dehnen  diesen  Begriff  auch 
auf  die  beiden  Fälle  m  =  0  und  m  =  1  aus,  indem  wir  a°  =  o 
und  a1  =  a  setzen;  dann  gelten  allgemein  die  Sätze  ara*  =  ar+8 
und  (ar)8  =  ars. 

Es  wird  nun  unsere  Hauptaufgabe  sein ,  den  Zusammenhang 
zwischen  diesem  Begriffe  der  Multiplication  und  demjenigen  der 
Theilbarkeit  der  Ideale  vollständig  zu  ergründen;  diese  Unter- 
suchung bietet  erhebliche  Schwierigkeiten  dar,  und  wir  begnügen 
uns  für  jetzt,  die  folgenden,  äusserst  einfachen  Sätze  zu  beweisen. 


*)  Es  ist  der  Inbegriff  aller  Zahlen  von  der  Form  2aßy$  .  .  .,  wo 
a,  ft  y,  (f  .  ,  .  beliebige  Zahlen  resp.  der  Ideale  a,  b,  ct  b  .  .  .  bedeuten; 
dies  könnte  auch  von  vornherein  als  Definition  eines  Productes  von  beliebig 
vielen  Idealen  gelten. 

33* 


516  Supplement  XL 

1.  Ist  a  theilbar  durch  a',  und  b  theilbar  durch  b',  so  ist  ob 
theilbar  durch  a'b'. 

Denn  da  jede  Zahl  a  des  Ideals  o  auch  in  a',  und  jede  Zahl 
ß  des  Ideals  b  auch  in  b'  enthalten  ist,  so  ist  jedes  Product  oft 
und  folglich  auch  jede  Summe  solcher  Producte  aß  in  a'b'  ent- 
halten. 

2.  Das  Product  o  b  ist  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  der 
beiden  Factoren  o  und  b. 

Denn  q  ist  durch  a,  und  b  ist  durch  o  theilbar,  woraus  (nach  1.) 
folgt,  dass  a  b  durch  o  o,  d.  h.  durch  o  theilbar  ist 

3.  Ist  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  b,  so  ist  m  b  durch  a  6 
theilbar*). 

Denn  jede  Zahl  d  des  Ideals  b  ist  von  der  Form  a  -f-  0,  wo 
a  in  a,  und  ß  in  b  enthalten  ist,  und  jede  Zahl  ft  des  Ideals  tn  ist 
sowohl  in  b,  als  auch  in  a  enthalten,  woraus  folgt,  dass  die  beiden 
Producte  «ft  und  ^ß  dem  Ideal  ab  angehören;  dasselbe  gilt  mit- 
hin auch  von  ihrer  Summe  [iö,  also  auch  von  jeder  Zahl  des 
Ideals  m  b. 


§.  "1. 

Zwei  Ideale  q,  b  heissen  relative  Primidedle^  u$d  jedes  von 
ihnen  heisst  relatives  Primideal  zu  dem  anderen,  wenn  ihr  grösster 
gemeinschaftlicher  Theiler  =  o  ist;  da  nun  die  Zahl  1  in  o  ent- 
halten ist,  so  giebt  es  eine  Zahl  a  in  q,  und  eine  Zahl  ß  in  6, 
welche  der  Bedingung  | 

a  +  ß  =  l 

genügen,  und  umgekehrt  folgt  aus  der  Existenz  eines  solchen 
Zahlenpaares  a,  0,  dass  et,  b  relative  Primideale  sind,  weil  (nach 
§.  168,  1.)  o  das  einzige  Ideal  ist,  welches  in  1  aufgeht.  Dasselbe 
Kriterium  kann  man  offenbar  auch  so  ausdrücken,  dass  in  b  eine 
Zahl  ß  existirt,  welche  der  Congruenz 

ß  =  1  (mod.  a)  # 

genügt.    Wir  bemerken  ferner  ein-  für  allemal,  dass,  wenn  wir 


*)  Dass  mb  =  ab  ist,   werden  wir  erst  später   (§.   173,   9.)   beweisen 
können. 
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mehr  als  zwei  Ideale  a,  b,  c\  .  .  relative  Primideale  nennen,  hier- 
unter immer  zu  verstehen  ist,  dass  jedes  dieser  Ideale  relatives 
Primideal  zu  jedem  der  übrigen  ist.  Aus  dieser  Definition  ergeben 
sich  zunächst  die  folgenden  Sätze. 

1.  Ist  Q  relatives  Primideal  zu  b  und  zu  c,  so  ist  a  auch  rela- 
tives Primideal  zu  dem  Producte  b  c. 

Denn  es  giebt  in  6,  c  Zahlen  ß,  y,  welche  den  Bedingungen 
ß  =  1,  y  =  1  (mod.  a)  genügen,  und  hieraus  folgt,  dass  die  in  b  c 
enthaltene  Zahl  ß  y  =  1  (mod.  a)  ist. 

2.  Ist  jedes  der  Ideale  Oi,  a2,  a3  .  .  .  relatives  Primideal  zu 
jedem  der  Ideale  iu  b*  .  .  .,  so  sind  die  Producte  ax  Q3  a3  .  .  .  und 
bx  b2  .  .  .  relative  Primideale. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des 
vorhergehenden  Satzes  (vergl.  §.  5,  3.). 

3.  Sind  a,  b  relative  Primideale,  so  ist  ab  ihr  kleinstes 
gemeinschaftliches  Vielfaches,  und  N(ab)  =  N(a)N(i). 

Denn  bedeutet  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
von  a,  b,  so  ist  m  o,  also  m  selbst  theilbar  durch  a  b  (nach  §.  170, 3.); 
da  aber  ab  (nach  §.  170,  2.)  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  von 
a,  b,  also  durch  m  theilbar  ist,  so  ist  m  =  a  b ;  und  hieraus  folgt 
(nach  §.  169,  3.)  der  Satz  über  die  Normen*). 

4.  Sind  a,  b,  c  .  .  .  relative  Primideale,  so  ist  ihr  Product 
abc  .  .  .  auch  ihr  kleinstes  gemeinschaftliches  Vielfaches,  und  zu- 
gleich ist  N(a  b  c  . .  .)  =  N(a)  N(i)  N(c) 

Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  der 
vorhergehenden  Sätze  (vergl.  §.  7). 

5.  Sind  a,  b  relative  Primideale,  und  ist.bc  theilbar  durch  a, 
so  geht  a  in  c  auf. 

Denn  es  giebt  in  b  eine  Zahl  ß  =  1  (mod.  a) ;  ist  nun  y  eine 
beliebige  Zahl  in  c,  so  ist  ßy  in  bc,  also  auch  in  a  enthalten, 
woraus  y  =  ß  y  =  0  (mod.  a)  folgt,  was  zu  beweisen  war.  — 

Die  bisher  von  uns  entwickelten  Sätze  der  Idealtheorie  bieten 
eine  augenscheinliche  Analogie  dar  mit  den  Sätzen  über  die 
Theilbarkeit  der  ganzen  rationalen  Zahlen ,  und  dies  findet  seinen 
natürlichen  Grund  darin,  dass,  wenn  der  Körper  Sl  vom  Grade 
n  =  1  ist,  das  Gebiet  o  =  [1],  und  jedes  Ideal  m  dieses  Gebietes 
ein  Modul  [m]  ist,  wo  m  irgend  eine  positive  ganze  rationale  Zahl 


*)  Dass  (Ter  letztere  allgemein  für  je  zwei  beliebige  Ideale  o,  0  gilt, 
kann  erst  später  bewiesen  werden  (§.  173,  7.). 
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bedeutet  (§.  165).  Es  liegt  nun  nahe,  in  die  Theorie  der  Ideale 
auch  einen  Begriff'  einzuführen,  welcher  dem  Begriffe  der  ratio- 
nalen Primzahl  entspricht.  Das  Ideal  o  besitzt  offenbar  nur  einen 
einzigen  Theiler,  näAlich  o  selbst;  jedes  von  o  verschiedene  Ideal 
besitzt  aber  mindestens  zwei  verschiedene  Theiler,  da  es  ausser 
durch  o  auch  noch  durch  sich  selbst  theilbar  ist.  Wir  wollen  nun 
ein  Ideal  p  ein  Primideal  nennen,  wenn  es  von  o  verschieden  ist 
und  keinen  anderen  Theiler  als  o  und  p  besitzt;  dagegen  soll  a 
ein  zusammengesetztes  Ideal  heissen,  wenn  es  mindestens  einen 
von  a  und  o  verschiedenen  Theiler  besitzt.  Hieraus  fliessen  die 
folgenden  Sätze. 

6.  Ist  a  von  o  verschieden ,  so  giebt  es  mindestens  ein  in  a 
aufgehendes  Primideal. 

Denn  wählt  man  unter  den  von  o  verschiedenen  Theilern 
von  a  ein  solches  Ideal  p  aus,  dessen  Norm  den  möglich  kleinsten 
Werth  hat,  so  kann  p  (nach  §.  169,  5.)  keinen  von  o  und  p  ver- 
schiedenen Theiler  haben,  und  folglich  ist  p  ein  in  a  aufgehendes 
Primideal. 

7.  Zwei  Ideale  sind  entweder  relative  Primideale,  oder  es 
giebt  ein  in  beiden  aufgehendes  Primideal. 

Denn  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  ist  entweder 
=  o,  oder  er  ist  (nach  6.)  durch  ein  Primideal  theilbar. 

8.  Ist  p  ein  Primideal,  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  findet  einer 
und  nur  einer  der  folgenden  beiden  Fälle  Statt:  entweder  geht  p 
in  o  auf,  oder  a  und  p  sind  relative  Primideale. 

Denn  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a,  p  ist  ein 
Theiler  von  p,  also  entweder  =  p,  oder  =  o. 

9.  Wenn  ein  Product  von  Idealen  oder  Zahlen  durch  das 
Primideal  p  theilbar  ist,  so  geht  p  in  mindestens  einem  der  Fac- 
toren  auf. 

Denn  wenn  p  in  keinem  der  Ideale  o,  b,  c  .  .  .  aufgeht,  so 
ist  p  (nach  8.)  relatives  Primideal  zu  jedem  derselben,  also  auch 
zu  ihrem  Producte  (nach  2.),  welches  folglich  (nach  8.)  nicht 
durch  p  theilbar  ist;  und  handelt  es  sich  um  ein  Product  aus 
Zahlen  17,  r\'  .  .  .,  so  ergiebt  sich  dasselbe,  wenn  man  die  ent- 
sprechenden Hauptideale  01],  017'  .  •  .  betrachtet. 

10.  Ist  p  ein  Primideal,  so  giebt  es  im  Körper  der  rationalen 
Zahlen  eine  und  nur  eine  positive  Primzahl  p,  welche  durch  p 
theilbar  ist ;  zugleich  ist  JV(p)  =  jp/,  und  der  Exponent  /  soll  der 
Grad  des  Primideals  p  heissen. 
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Denn  die  durch  p  theilbaren  ganzen  rationalen  Zahlen,  zu 
denen  (nach  §.  169,  1.)  auch  N(p)  gehört,  bilden  offenbar  einen 
Modul,  und  wenn  p  die  kleinste  positive  dieser  Zahlen  bedeutet, 
so  ist  dieser  Modul  =  [p]  (nach  §.  165,  (8));  nun  kann  p  nicht 
=  1  sein,  weil  sonst  p  =  o  wäre  (nach  §.  168,  1.),  und  p  kann 
auch  nicht  ein  Product  aus  zwei  kleineren  rationalen  Zahlen  sein, 
weil  sonst  eine  von  beiden  (nach  9.)  durch  p  theilbar  sein  müsste, 
was  gegen  die  Definition  von  p  Verstössen  würde;  mithin  ist  p  eine 
Primzahl  im  Körper  der  rationalen  Zahlen,  und  es  kann  keine 
andere  solche  Primzahl  durch  p  theilbar  sein,  weil  [p]  der  In- 
begriff aller  durch  p  theilbaren  rationalen  Zahlen  ist  Da  nun  op 
durch  p,  und  folglich  N(op),  d.  h.  pn  durch  ^(p)  theilbar  ist 
(§.  169,  5.),  so  folgt,  dass  N(p)  selbst  eine  Potenz  von  p  ist 

11.  Ist  a  ein  zusammengesetztes  Ideal,  so  giebt  es  zwei 
durch  Q  nicht  theilbare  Zahlen  r\^r\\  deren  Product  durch  a  theil- 
bar ist 

Denn  q  besitzt  einen  von  o  und  ü  verschiedenen  Theiler  e, 
und  da  derselbe  nicht  durch  a  theilbar  ist,  so  giebt  es  in  e  eine 
durch  a  nicht  theilbare  Zahl  17;  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  b  der  beiden  Ideale  a  und  o  i?  ist  theilbar  durch  c,  also 
von  o  verschieden,  und  folglich  ist  N(i)  >  1  (nach  §.  169,  2.). 
Nun  sei  a' 17  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  a  und  o  *?, 
so  ist  a'  ein  Theiler  von  a,  und  zugleich  ist  (nach  §.  169,  4.) 
N(a)  =  N(a')N(b)>  N(a')\  mithin  ist  a'  ein  echter  Theiler 
von  a,  und  es  giebt  folglich  in  a'  eine  durch  a  nicht  theilbare 
Zahl  17';  dann  ist  das  Product  rjrj'  in  ??a'  und  folglich  auch  in  a 
enthalten,  was  zu  beweisen  war. 

12.  Ist  a  theilbar  durch  das  Primideal  p,  so  kann  man  die 
Zaljl  v  so  wählen,  dass  pv  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  beiden  Ideale  a  und  0  v  wird. 

Der  Beweis  dieses  einfachen,  aber  für  unsere  Theorie  äusserst 
wichtigen  Satzes*)  ist  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft,  die 


*)  Derselbe  lässt  sich,  ohne  an  Inhalt  wesentlich  zu  gewinnen  oder  zu 
verlieren,  in  sehr  verschiedenen  Formen  ausdrücken;  so  z.  B.  ergiebt  sich 
aus  ihm  ohne  Zuziehung  neuer  Beweismittel  der  folgende  Satz:  Wenn  a, B 
nicht  relative  Primideale  sind,  so  giebt  es  ein  durch  a  nicht  theilbares 
Ideal  c  von  der  Art,  dass  b  c  durch  a  theilbar  wird  (vergl.  §.  171,  5.). 
Umgekehrt  folgt  der  obige  Satz  ebenso  leicht  aus  diesem  letzteren,  der 
aber,  trotz  seiner  scheinbaren  Evidenz,  schwerlich  einen  einfacheren 
directen  Beweis  gestattet. 
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sich  jedoch  durch  die  folgende  Kette  von  Schlüssen  überwinden 
lassen.  Zunächst  leuchtet  die  Richtigkeit  des  Satzes  ein,  wenn 
(p,  q)  =  1,  also  a  =  p  ist,  weil  in  diesem  Falle  die  Zahl  v=  1 
die  verlangte  Eigenschaft  besitzt.  Es  sei  nun  m  irgend  eine  ganze 
rationale  Zahl  >  1,  und  wir  wollen  annehmen,  der  Satz  sei  schon 
für  alle  die  Fälle  bewiesen,  in  welchen  (p,  a)  <  m  ist,  so  brauchen 
wir  offenbar  nur  noch  zu  zeigen,  dass  hieraus  immer  seine  Richtig- 
keit auch  für  den  Fall  (p,  a)  =  m  folgt.  Zu  diesem  Zweck  wollen 
wir  wieder,  wenn  r\  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  mit  b  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler,  mit  a' 17  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  der  Ideale  a,  o^  bezeichnen;  dann  ist  a'  ein 
Theiler  von  a,  und  zugleich  ist  N  (a)  =  N(a')  N  (p).  Ist  nun 
(p,  a)  =  m  >  1,  also  p  ein  echter  Theiler  von  a,  so  wollen  wir 
zunächst  zeigen,  dass  man  durch  geeignete  Wahl  der  Zahl  ij  ein 
zugehöriges  Ideal  a'  erhalten  kann,  welches  erstens  durch  p  theil- 
bar und  zweitens  ein  echter  Theiler  von  a  ist;  die  letztere  Forde- 
rung kommt  offenbar  darauf  hinaus,  dass  b  von  o  verschieden,  also 
N(b)  >  1,  N(a')  <  N(a)  werde.  Um  diesen  Existenz -Beweis  zu 
führen,  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden: 

a)  Wenn  p  das  einzige  in  a  aufgehende  Primideal  ist,  so 
wähle  man  für  r\  eine  durch  p,  aber  nicht  durch  q  theilbare  Zahl, 
was  stets  möglich  ist,  weil  p  ein  echter  Theiler  von  a,  also  nicht 
durch  o  theilbar  ist.  Da  nun  o^,  und  folglich  auch  b  durch  p 
theilbar  ist,  so  ist  N(p)  >  1,  also  a'  ein  echter  Theiler  von  a.  Da 
ferner  oy  nicht  durch  a  theilbar  ist,  so  kann  a'  nicht  =  o  sein, 
und  folglich  giebt  es  (nach  6.)  ein  in  a'  aufgehendes  Primideal  q; 
da  aber  a'  ein  Theiler  von  a  ist,  so  geht  q  auch  in  a  auf  und  ist 
folglich  =  p;  mithin  ist  a'  theilbar  durch  p,  was  zu  zeigen  war. 

b)  Wenn  a  durch  ein  von  p  verschiedenes  Primideal  q  theilbar 
ist,  so  wähle  man  für  rj  eine  durch  q,  aber  nicht  durch  p  theilbare 
Zahl,  was  stets  möglich  ist,  weil  q  nicht  durch  p  theilbar  ist.  Da 
nun  o  %  und  folglich  auch  b  durch  q  theilbar  ist,  so  ist  N(b)  >  1, 
also  a'  ein  echter  Theiler  von  ct.  Da  ferner  a'  y\  durch  a  und 
folglich  auch  durch  p  theilbar  ist,  während  p  in  dem  Factor  i\ 
nicht  aufgeht,  so  ist  (nach  9.)  das  Ideal  a'  theilbar  durch  p,  was 
zu  zeigen  war. 

Hiermit  ist  die  Existenz  einer  solchen  Zahl  r\  in  allen  Fällen 
nachgewiesen.  Da  nun  das  zugehörige  Ideal  a'  durch  p  theilbar 
und  zugleich  ein  echter  Theiler  von  o  ist,  so  ist  m  =  (p,  a) 
=  (p,  a')  (a',  a),  und  (a',  a)  >  1,  also  (p,  a')  <  m;  mithin  giebt  es 
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nach  unserer  obigen  Annahme  eine  Zahl  r\'  von  der  Art,  dass  pt}' 
das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Ideale  a',  o  *?'  ist,  und 
da  q')]  dasjenige  der  Ideale  a,  017  ist,  so  folgt  (nach  §.  168,  4.), 
dass  £1717'  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Ideale  a 
und  0171/  ist;  mithin  hat  die  Zahl  v  =  1717'  die  in  unserem  Satze 
verlangte  Eigenschaft. 


§.  172. 

Man  würde  nun  unsere  bisherige  Untersuchung  auch  ohne 
Zuziehung  neuer  Hülfsmittel  noch  einige  Schritte  weiter  führen 
und  z.  B.  den  folgenden  Satz,  beweisen  können ,  in  welchem  unter 
einem  einartigen  Ideal  ein  solches  verstanden  wird,  welches  durch 
ein  und  nur  durch  ein  einziges  Primideal  theilbar  ist: 

Jedes  von  0  verschiedene  Ideal  ist  entweder  einartig,  oder  es 
lässt  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise,  als  Product  von 
lauter  einartigen  Idealen  darstellen,  die  zugleich  relative  Prim- 
ideale sind. 

Indessen  ist  dieser  Satz,  den  wir  später  (§.  173,  4.)  doch 
durch  einen  noch  schärferen  zu  ersetzen  haben  werden,  für  unsere 
Zwecke  nicht  erforderlich,  und  wir  haben  ihn  nur  erwähnt,  um  zu 
zeigen,  wie  weit  man  mit  den  bisherigen  Beweismitteln  gelangen 
kann.  Bei  einer  sorgfältigen  Prüfung  der  letzteren  und  der  durch 
sie  gewonnenen  Resultate  ergiebt  sich  nun  Folgendes. 

So  augenfällig  auch  die  Analogie  zwischen  den  vorhergehenden 
Sätzen  und  denjenigen  über  die  Theilbarkeit  der  ganzen  rationalen 
Zahlen  ist,  so  kann  dieselbe  bis  jetzt  doch  keineswegs  eine  voll- 
ständige genannt  werden.  Man  darf  nicht  vergessen,  dass  die 
Theilbarkeit  eines  Ideals  c  durch  ein  Ideal  a  nach  unserer  Defini- 
tion (§§.  165,  168)  lediglich  darin  besteht,  dass  alle  Zahlen  des 
Ideals  c  auch  in  a  enthalten  sind;  nun  ergab  sich  zwar  sehr  leicht 
(§.  170,  2.),  dass  jedes  Product  aus  a  und  einem  beliebigen  Ideal  b 
stets  durch  a  theilbar  ist,  aber  es  ist  keineswegs  leicht  zu  beweisen, 
dass  umgekehrt  jedes  durch  q  theilbare  Ideal  c  auch  ein  Product 
aus  a  und  einem  Ideal  b  ist.  Diese  Schwierigkeit  lässt  sich  auch 
mit  den  bisher  von  uns  gebrauchten  Beweismitteln  allein  durchaus 
nicht  überwinden,  und  wir  müssen  den  Grund  dieser  Thatsache 
hier  etwas  näher  erörtern,  weil  dieselbe  mit  einer  sehr  wichtigen 
Verallgemeinerung  der  Theorie  zusammenhängt.  Bei  einer  genauen 


522  Supplement  XI. 

Prüfung  der  bisher  entwickelten  Theorie  wird  man  sich  leicht 
davon  überzeugen,  dass  alle  Definitionen  einen  bestimmten  Sinn, 
und  die  Beweise  aller  Sätze  ihre  volle  Kraft  behalten,  auch  wenn 
nicht  vorausgesetzt  wird,  dass  das  mit  o  bezeichnete  Gebiet  äUe 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  umfasst.  Die  wirklich  benutzten 
Eigenschaften  des  Systems  o  kommen  vielmehr  auf  die  folgenden 
zurück: 

a)  Das  System  o   ist   ein  endlicher  Modul  [<oly  o3  •  •  •  ran]i 
dessen  Basis  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bildet  (§.  162). 

b)  Jedes  Product  aus  zwei  Zahlen  des  Systems  o  gehört  dem- 
selben System  o  an. 

c)  Die  Zahl  1  ist  in  o  enthalten. 

Ein  Gebiet  o,  welches  diese  drei  Eigenschaften  besitzt,  wollen 
wir  eine  Ordnung  nennen.     Aus  der  Verbindung  von  a)  und  b) 
folgt  unmittelbar,  dass  eine  Ordnung  o  nur  aus  ganzen  Zahlen  des 
Körpers  Sl  besteht,  und  zufolge  c)  sind  auch  alle  ganzen  rationalen 
Zahlen  in  o  enthalten ;  aber  hieraus  folgt  noch  nicht  (ausgenommen 
im  Fall  n  =  1),  dass  o  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  &  enthält 
Nennt  man  nun  eine  Zahl  a  der  Ordnung  o  nur  dann  (heilbar 
durch  eine  zweite  solche  Zahl  ji,  wenn  a  =  p  v  ist,  wo  v  ebenfalls 
eine  Zahl  in  o  bedeutet  (vergl.  §.  167),  und  modificirt  man  in  der- 
selben Weise   den  Begriff  der  Oongruenz  der  Zahlen  innerhalb 
des  Gebietes  o,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die  Anzahl  (o,  Oft) 
der  in  Bezug  auf  ft  incongruenten  Zahlen  der  Ordnung  o  auch 
jetzt  =  +  N((i)  ist  (§.  167,(9)),    und   ebenso   leicht    wird  man 
erkennen,  dass  alle  später  entwickelten  Begriffe  und  Sätze  ihren 
Sinn  und  ihre  Geltung  behalten,  wenn*  unter  einer  Zahl  stets  eine 
Zahl  dieser  Ordnung  o  verstanden  wird.    In  jeder  Ordnung  o  des 
Körpers  Sl  existirt  daher  eine  besondere  Theorie  der  Ideale,  und 
diese  Theorie  ist  für  alle  Ordnungen  eine  gemeinsame,  soweit  sie 
im  Vorhergehenden  entwickelt  ist.      Aber  während  die  Theorie 
der  Ideale  in  derjenigen  Ordnung  o,  welche   aus   allen  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Sl  besteht,  schliesslich  (§.  173)  zu  allgemeinen 
Gesetzen  führen  wird,  welche  keine  Ausnahme  erleiden  und  voll- 
ständig mit  den  Gesetzen  der  Theilbarkeit  der  rationalen  Zahlen 
übereinstimmen,  so  ist  die  Theorie  der  Ideale  jeder  anderen  Ord- 
nung nicht  von  gleicher  Einfachheit,  insofern  eine  (immer  endliche) 
Anzahl  von  Primidealen  existirt,  aus  welchen  sich  die  zugehörigen 
einartigen  Ideale  nicht  alle  durch  Potenzirung  bilden  lassen.    Diese 
allgemeinste  Theorie  der  Ideale  jeder  Ordnung,  deren  Entwicklung 
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für  die  Ziele  der  Zahlentheorie  ebenfalls  unerlässlich  ist,  und 
welche  für  den  Fall  n  =  2  mit  der  Theorie  der  verschiedenen 
Ordnungen  der  binären  quadratischen  Formen  zusammenfällt 
(§.  61),  soll  aber  im  Folgenden  von  unserer  Betrachtung  gänzlich 
ausgeschlossen  bleiben*),  und  wir  wollen  uns  begnügen,  an  einem 
Beispiel  auf  den  Charakter  der  oben  erwähnten  Ausnahmen  auf- 
merksam zu  machen. 

Das  Gebiet  o  aller  ganzen  Zahlen  desjenigen  quadratischen 
Körpers,  dessen  Grundzahl  =  —  3,  ist  =  [1,  0],  wo  0  eine  Wurzel 
der  Gleichung  0»  +  0 +  !_=  0  bedeutet  (§.  i66).  Das  System 
o'  =  [1,  2  0]  =  [1,  V  — 3]  ist  eine  Ordnung,  welche  nicht  alle 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  enthält,  weil  (o,  o')  =  2  ist  (§.  165); 
die  durch  o'  theilbaren  Moduln  p'  =  [2,  2  0]  =  o(2)  und  o'(2) 
=  [2,  4  0]  sind  Ideale  dieser  Ordnung  o'  (insofern  sie  die  Eigen- 
schaften I.  und  IL  besitzen);  aber  obgleich  o'(2)  durch  p'  theilbar 
ist,  so  existirt  in  o '  doch  kein  Ideal  q '  von  der  Art,  dass  p '  q '  =  o '  (2) 
würde.  — 

Um  nun  die  Theorie  der  Ideale  in  derjenigen  Ordnung  o, 
welche  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Ä  umfasst,  zum  voll- 
ständigen Abschlüsse  zu  bringen,  bedürfen  wir  der  folgenden 
Hülfssätze : 

1.  Ist  f*  eine  von  Null  verschiedene  ganze,  und  <p  eine  ge- 
brochene, d.  h.  nicht  ganze  Zahl  des  Körpers  ß**),  so  sind  alle 
Glieder  der  geometrischen  Reihe 

bis  zu  einem  in  endlicher  Entfernung  liegenden  Gliede  ii<pe  ganze 
Zahlen,  und  alle  folgenden  Glieder  sind  gebrochene  Zahlen. 

Zum  Beweise  bemerken  wir  zunächst,  dass  alle  Glieder  der 
Reihe  in  ii  enthalten  sind,  und  dass  das  Anfangsglied  eine  ganze 
Zahl  ist.  Bedeutet  nun  m  den  absoluten  Werth  von  iV(ft),  so 
können  höchstens  m  Glieder  ganze  Zahlen,  also  in  o  enthalten 
sein;  wären  nämlich  mindestens  (m  +  1)  Glieder  ganze  Zahlen,  so 


*)  In  einem  gewissen  Umfange  ist  diese  Theorie  behandelt  in  des 
Herausgebers  Abhandlung:  lieber  die  Anzahl  der  Ideal- Classen  in  den 
verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körpers  (Braunschweig  1877). 

**)  Da,  wenn  ^u,  cp  irgend  welche  algebraische  Zahlen  sind,  sich  immer 
leicht  die  Existenz  eines  endlichen  Körpers  i2  nachweisen  lässt,  welchem 
beide  Zahlen  angehören,  so  gilt  der  obige  Satz  allgemein,  und  ebenso  der 
folgende  Satz. 
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müssten  unter  ihnen  (nach  §.  167,  (9))  mindestens  zwei  verschie- 
dene einander  congruent  sein  nach  dem  Modul  fi ;  bezeichnet  man 
dieselben  mit  ji  <p  *  und  ji  <p  r,  wo  r  >  s,  so  wäre  ft  tp  r  =  ft  <p  *  (mod.  p), 
und  folglich  würde  die  gebrochene  Zahl  q>  einer  Gleichung  r*** 
Grades  von  der  Form 

<pr  —  q)s  —  G)  =  0 

genügen,  wo  o  eine  ganze  Zahl,  was  (nach  §.  160,  2.)  unmöglich 
ist.  Von  einer  bestimmten  Stelle  ab  werden  daher  alle  Glieder 
der  Reihe  gewiss  gebrochene  Zahlen  sein;  ist  nun 

li<pe  =  n 

die  letzte  in  der  Reihe  auftretende  ganze  Zahl,  so  ist  e  ein  end- 
licher Exponent  |^>  0;  ist  e  >  0,  so  sind  alle  vorhergehenden 
Glieder  ebenfalls  ganze  Zahlen;  denn  wenn  t  <  e,  so  ist 

([i<pr)e  =  (ie-rnr 

eine  ganze  Zahl,  und  hieraus  folgt  (nach  §.  160,  2.),  dass  auch  fiq>r 
eine  ganze  Zahl  ist,  was  zu  beweisen  war. 

2.  Sind  fi,  v  zwei  von  Null  verschiedene  Zahlen  in  o,  und 
ist  v  nicht  theilbar  durch  fi,  so  giebt  es  in  o  immer  zwei  von  Null 
verschiedene  Zahlen  x,  X  von  der  Art,  dass  Kfi  =  Av,  und  dass 
x2  nicht  durch  X  theilbar  ist. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze;  denn 
wenn  man  v  =  py  setzt,  so  ist  <p  eine  gebrochene  Zahl  des 
Körpers  ü,  und  von  den  Gliedern  der  Reihe 

ft  P  %  V*  93  •  •  • 

sind  die  beiden  ersten  in  o  enthalten;  bezeichnet  man  nun  (wie 
in  1.)  die  beiden  letzten  Glieder  der  Reihe,  welche  ganze  Zahlen, 
also  in  o  enthalten  sind,  mit 

so  ist  offenbar  np  =  Xv,  und  da  das  nächstfolgende  Glied 

«4-1  *2 

eine  gebrochene  Zahl  ist,  so  kann  x2  nicht  durch  X  theilbar  sein, 
was  zu  beweisen  war. 
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§.  173. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  ist  es  leicht,  die  Theorie  der  Ideale 
unseres  Gebietes  o  zu  dem  gewünschten  Abschluss  zu  bringen; 
dies  geschieht  durch  die  folgende  Reihe  von  Sätzen. 

1.  Ist  p  ein  Primideal,  so  giebt  es  eine  durch  p  theilbare 
Zahl  A  und  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  x  von  der  Art,  dass  p  x 
das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Ideale  o  X  und  o  x  ist. 

Denn  es  sei  p  eine  beliebige,  aber  von  Null  verschiedene  Zahl 
in  p,  so  giebt  es,  weil  o  f*  durch  p  theilbar  ist,  eine  Zahl  v  von  der 
Art,  dass  p  v  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Ideale 
Oft  und  ov  wird  (§.  171,  12.);  diese  Zahl  v  kann  nicht  durch  fi 
theilbar  sein,  weil  sonst  ov,  und  nicht  pv  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  Oft  und  ov  wäre.  Man  kann  daher 
(nach  §.  172,  2.)  die  beiden  Zahlen  x,  A  so  wählen,  dass  xft  =  Ai/, 
und  x2  nicht  durch  A  theilbar  wird;  dann  ist  (nach  §.  165)  pvx 
das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  oftx  und  ovx,  und 
da  das  erste  dieser  beiden  Ideale  =  o  X  v  ist,  so  folgt  durch  Division 
mit  v  (nach  §.  165),  dass  px  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache von  oX  und  ox  ist;  mithin  ist  p  ein  Theiler  von  oX  (nach 
§.  168,  4.),  d.  h.  X  ist  theilbar  durch  p;  aber  x  ist  nicht  theilbar 
durch  p,  weil  sonst  x2  durch  p  x,  also  auch  durch  X  theilbar  wäre, 
was  nicht  der  Fall  ist. 

2.  Jedes  Primideal  p  kann  durch  Multiplication  mit  einem 
geeignet  gewählten  Ideal  b  in  ein  Hauptideal  o  X  =  p  b  verwandelt 
werden. 

Denn  behalten  x,  X  dieselbe  Bedeutung,  wie  im  vorhergehen- 
den Satze,  und  bezeichnet  man  mit  b  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  von  oA,  ox,  so  ist  (nach  §.170,  3.)  dasProduct  pxb 
durch  dasProduct  oAx,  und  folglich  pb  durch  oA  theilbar (§.165). 
Da  aber  x  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  ist  p  (nach  §.  171,  8.) 
relatives  Primideal  zu  dem  Ideal  o  x  und  folglich  auch  zu  dessen 
Theiler  b,  mithin  ist  (nach'§.  171,  3.)  pb  das  kleinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  von  p  und  b,  und  da  A  durch  diese  beiden  Ideale 
theilbar  ist,  so  muss  oA  auch  durch  pt>  theilbar  sein.  Mithin  ist 
p  b  =  o  A,  was  zu  beweisen  war. 

3.  Ist  das  Ideal  a  theilbar  durch  das  Primideal  p,  so  giebt 
es  ein  und  nur  ein  Ideal  q  von  der  Art,  dass  pc\  =±=  a  wird;  dieses 
Ideal  q  ist  ein  echter  Theiler  von  a,  und  folglich  ist  ^(q)  <  N(a). 
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weil,  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen,  a'  =  p  und  b  =  q  ist.  In  der 
That,  da  r\  durch  q,  also  pr\  (nach  §.  170,  1.)  durch  p(\  theilbar  ist, 
so  ist  p  v\  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  von  a  und  o  r\ ,  mithin 
theilbar  durch  a'17,  woraus  folgt,  dass  a'  in  p  aufgehen,  also  =  0 
oder  =  p  sein  muss;  das  Erstere  ist  aber  unmöglich,  weil  017  nicht 
durch  a  theilbar  ist;  also  ist  a'  =  p.  Da  ferner  q  ein  gemein- 
schaftlicher Theiler  von  a  und  017  ist  und  folglich  in  b  aufgeht,  so 
kann  man  (nach  6.)  b  =  eq  setzen,  und  da  dieses  Ideal  b  in  a=pq 
aufgeht,  so  muss  (nach  6.)  das  Ideal  e  in  p  aufgehen,  also  =  0  oder 
=  p  sein,  woraus  entsprechend  b  =  q,  oder  b  =  p(\  =  a  folgt; 
das  Letztere  ist  aber  unmöglich ,  weil  17  nicht  durch  a  theilbar  ist; 
also  ist  b  =  q,  wie  behauptet  war.  Nachdem  hiermit  unser  Satz 
für  den  Fall  bewiesen  ist,  dass  einer  der  Factoren  ein  Primideal 
ist,  ergiebt  sich  seine  Allgemeingültigkeit  leicht  wie  folgt.  Da 
(nach  4.)  jedes  von  0  verschiedene  Ideal 

gesetzt  werden  darf,  wo  p^  p2  .  .  .  pr  Primideale  bedeuten,  so  folgt 
aus  dem  eben  Bewiesenen,  dass 

N(a)  =  2VG>,)tf(fcfc  . .  .  pr)  =  NipJNQtiNip,  . .  .  pr), 

also 

N(a)  =  NQMNMNip,)  .  .  .  N(pr) 

ist.     Setzt  man  nun,  wenn  b  ein  zweites  Ideal  ist, 

6  =  qiqa  •  •  •  q»> 
so  folgt  ebenso 

zugleich  ist  aber 

ab  =  p!p2p3  •  •  •  Pr(\i(\2  •  •  •  q«i 
also 

N(ai)  =  N(pONQh)  •  •  •  N(pr)N(qx)  .  .  .  2T(q.), 

mithin  wirklich  N(ai)  =  N(a)  N(b),  was  zu  beweisen  war.  . 

8.  Ein  Ideal  a  (oder  eine  Zahl  a)  ist  stets  und  nur  dann 
durch  ein  Ideal  b  (oder  eine  Zahl  8)  theilbar,  wenn  alle  in  b  (oderö) 
aufgehenden  Potenzen  von  Primidealen  auch  in  a  (oder  a)  auf- 
gehen. 

Denn  wenn  p  ein  Primideal  ist,  und  pm  in  einem  Ideale  b  auf- 
geht, so  ist  (nach  6.)  b  =  epm,  und  wenn  man  das  Ideal  c  (nach  4) 
in  seine  Primfactoren  zerlegt,  so  ist  auch  b  als  Product  von  lauter 
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Primidealen  dargestellt ,  unter  denen  folglich  der  Factor  p  minde- 
stens mmal  vorkommt;  umgekehrt,  wenn  in  der  Zerlegung  von  b 
in  Primfactoren  das  Primideal  \>  mindestens  mmal  als  Factor 
auftritt,  so  ist  b  offenbar  durch  \>m  theilbar.  Wenn  daher  ge- 
sagt wird,  dass  alle  in  b  aufgehenden  Potenzen  von  Primidealen 
auch  in  einem  Ideale  a  aufgehen,  so  heisst  dies  nichts  Anderes, 
als  dass  alle  in  der  Zerlegung  von  b  auftretenden  Primfactoren 
auch  sämmtlich  mindestens  ebenso  oft  in  der  Zerlegung  von  a 
als  Factoren  auftreten;  unter  den  Factoren  von  a  finden  sich  da- 
her zunächst  alle  Factoren  von  b,  und  wenn  man  das  Product 
der  übrigen  Factoren  von  a  mit  r  bezeichnet,  so  ist  a  =  rb,  und 
folglich  ist  a  theilbar  durch  b.  Dass  aber  umgekehrt,  wenn  b  ein 
Theiler  von  a  ist,  alle  in  b  aufgehenden  Potenzen  von  Primidealen 
auch  in  a  aufgehen,  versteht  sich  von  selbst. 

Nachdem  unser  Satz  bewiesen  ist,  bemerken  wir  noch  Fol- 
gendes. Vereinigt  man  alle  unter  einander  gleichen  Primfactoren 
eines  Ideals  a  zu  einer  Potenz,  so  erhält  man 

a  =  paq6rc . . ., 
wo  p,  q,  x  .■. .  lauter  von  einander  verschiedene  Primideale  bedeuten, 
und  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  sind  die  sämmtlichen  Theiler 

von  a  in  der  Form 

b  =  p«V'rc' .  . . 

enthalten,  wo  die  Exponenten  a',b\  c1 .  .  .  den  Bedingungen 

0  ^  a'  ^  a,    0  ^  V  ^  6,    O^c'^e... 

genügen;  da  je  zwei  verschiedenen  Combinationen  von  Exponenten 
a',  &',  c1 . .  .  (nach  4.)  zwei  verschiedene  Ideale  b  entsprechen,  so 
ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Theiler 

=  (a+l)(6  +  l)(c+l).  .. 
9.    Ist  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  und  b  der 

grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Ideale  a,  b,  so  ist 

a  =  ba',    b  =  bb',    mb  =  ob, 

m  =  ba/b'  =  ab'  =  ba', 

wo  a',  V  relative  Primideale  bedeuten.  Ist  ferner  bc  theilbar  durch 
a,  so  ist  c  theilbar  durch  a\ 

Denn  weil  a  und  b  durch  b  theilbar  sind,  so  kann  man  (nach  6.) 
o  =  b  a',  b  =  b  V  setzen ;  bedeutet  nun  b'  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  der  Ideale  a',  b',  so  ist  (nach  §.  170,  1.)  das  Product 
bb'  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  a,  b,  also  auch  ein  Theiler 
von  b,  woraus  (nach  6.)  b'  =  o  folgt;  mithin  sind  a',  b'  relative 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  34 
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Primideale.  Ist  nun  bc  theilbar  durch  o,  also  bb'c  theilbar  durch 
ba',  so  muss  (nach  6.)  a'  in  b'c,  mithin  (nach  §.  171,  5.)  auch  in  c 
aufgehen.  Hieraus  folgen  sofort  die  Behauptungen  über  m;  da 
nämlich  m  theilbar  durch  b ,  also  (nach  6.)  von  der  Form  b  c ,  zu- 
gleich aber  auch  theilbar  durch  a  ist,  so  ist  c  theilbar  durch  a', 
also  m  theilbar  durch  ba'  (nach  §.  170,  1.);  da  aber  umgekehrt 
dieses  letztere  Ideal  ba'  =  ba'b'=  ob'  ein  gemeinschaftliches 
Vielfaches  von  o,  b  ist,  so  muss  es  durch  m  theilbar  und  folg- 
lich =  m  sein,  was  zu  beweisen  war. 


§.  174. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Grundgesetze  der  Theilbarkeit 
der  Ideale  und  zugleich  der  in  o  enthaltenen  Zahlen  festgestellt 
sind,  lassen  wir  einige  Betrachtungen  folgen,  welche  dazu  bestimmt 
sind,  die  Analogie  mit  der  rationalen  Zahlentheorie  noch  weiter 
durchzuführen,  wobei  wir  uns  freilich  auf  das  Notwendigste  be- 
schränken müssen;  wir  werden  hierbei  zugleich  Gelegenheit  finden, 
einige  frühere  Sätze,  die  der  Natur  der  Sache  gemäss  damals  nur 
unvollständig  ausgesprochen  werden  konnten  (vergl.  §.  172),  in 
schärferer  Form  darzustellen.  Wir  beginnen  mit  dem  folgenden 
durch  seine  zahlreichen  Anwendungen  sehr  nützlichen  Satze  (vergl. 
§•  25). 

1.  Ist  m  das  Product  aus  den  relativen  Primidealen  a,  b,  c . . ., 
und  sind  q,  0,  r  .  .  .  ebenso  viele  gegebene  Zahlen,  so  giebt  es 
immer  Zahlen  o,  welche  den  gleichzeitigen  Gongruenzen 

cd  =  q  (mod.  a),    0  =  0  (mod.  b),    ra  =  r  (mod.  c)  . .  . 

genügen,  und  alle  diese  Zahlen  cd  bilden  eine  bestimmte  Zahlclasse 
in  Bezug  auf  das  Ideal  m. 

Handelt  es  sich  nur  um  zwei  relative  Primideale  a,  b ,  so  folgt 
dies  unmittelbar  aus  einem  Satze  der  Modultheorie  (§.  165,  (5) 
und  (6)),  weil  o  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler,  und  ab  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  a,  b  ist,  und  hieraus  er- 
giebt  sich  durch  Wiederholung  derselben  Schlüsse  leicht  unser  all- 
gemeiner Satz.  Am  einfachsten  lässt  sich  derselbe  aber  auf  fol- 
gende Art  beweisen.  Setzt  man  m  =  a  ax  =  b  bx  =  c  d  =  .  .  ., 
so  ist  o  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Ideale  alt  bi,Ci..., 
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und  folglich  giebt  es  in  denselben  resp. Zahlen  c^,  ßu  ft...,  welche 
der  Bedingung 

genügen;  setzt  man  ferner 

c>o  =  Q<*\  +  <*ßi  +  *Yi  +  •  •  -i 

so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  alle  gesuchten  Zahlen  cd  =  o0 
(mod.  m)  sind,  und  dass  alle  in  dieser  Zahlclasse  enthaltenen  Zahlen 
die  vorgeschriebenen  Congruenzen  befriedigen.  Zugleich  leuchtet 
ein,  dass  a>0  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  nach  m 
durchläuft,  sobald  man  jede  der  Zahlen  q,  0,  r . . .  ein  solches  System 
in  Bezug  auf  den  entsprechenden  Modul  a,  b,  c  .  . .  durchlaufen 
lässt. 

Bevor  wir  nun  zu  weiteren  Untersuchungen  übergehen,  wollen 
wir  eine  Bsmerkung  über  relative  Primzahlen  einschalten.  Sind 
oa,  o/3  relative  Primideale,  so  kann  man  aus  jedem  von  ihnen  eine 
Zahl  so  auswählen,  dass  ihre  Summe  =  1  wird  (§.  171);  es  giebt 
daher  zwei  Zahlen  £,  17  in  0,  welche  der  Bedingung  a£  -|-  ßv  =  1 
genügen,  und  folglich  sind  a,  ß  relative  Primzahlen  (§.  161).  Wenn 
dagegen  die  beiden  Ideale  oa,  oß  einen  von  0  verschiedenen 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  b  haben,  so  ist  ihr  kleinstes 
gemeinschaftliches  Vielfaches  m  ein  echter  Theiler  ihres  Productes 
oajS  =  mb  (§.  173,  9.),  und  es  giebt  daher  eine  in  m  enthaltene, 
d.  h.  durch  cc  und  ß  theilbare  Zahl  ft,  welche  nicht  durch  aß  theil- 
bar  ist,  woraus  (nach  §.  161)  folgt,  dass  a,  ß  nicht  relative  Prim- 
zahlen sind.  Da  nun  von  den  beiden  genannten  Fällen  immer 
einer  und  nur  einer  eintreten  muss,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz : 

2.  Zwei  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  des  Gebietes  0 
sind  stets  und  nur  dann  relative  Primzahlen,  wenn  oa,  oß  relative 
Primideale  sind,  und  es  giebt  dann  immer  zwei  Zahlen  £,  rj  in  0, 
welche  der  Bedingung 

genügen. 

Im  Folgenden  wollen  wir  der  Kürze  halber  unter  dem  gröss- 
ten gemeinschaftlichen  Theiler  b  eines  Ideals  a  und  einer  Zahl  r\ 
immer  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der  beiden  Ideale 
a,  oq>  oder,  falls  r\  =  0  ist,  das  Ideal  a  selbst  verstehen;  in  allen 
Fällen  ist  b  der  Inbegriff  aller  Zahlen  von  der  Form  a  +  r\  &,  wo 

34* 
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a,  co  beliebige  Zahlen  der  Ideale  a,  o  bedeuten.  Zugleich  ist 
a  =  ba',  und  wenn  ij  von  Null  verschieden,  so  ist  a'ij  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  der  beiden  Ideale  a,  oij  (zufolge 
§.  173,  9.);  das  hierbei  auftretende  Ideal  a'  ist  in  der  Entwickelung 
unserer  Idealtheorie  schon  oft  erwähnt,  aber  erst  jetzt  konnte  seine 
eigentliche  Bedeutung  vollständig  erkannt  werden  (vergl.  §.  168, 4., 
§.  169,  4.,  §.  171,  12.).  Wenn  b  =  o  ist,  so  wollen  wir  sagen,  r\  sei 
relative  Primzahl  zu  a,  und  a  sei  relatives  Primdeal  zu  ij;  in 
diesem  Falle  existirt  eine  Zahl  ra ,  welche  der  Congruenz  qo=l 
(mocL  q)  genügt,  und  umgekehrt  folgt  aus  dieser  Congruenz,  dass  r\ 
relative  Primzahl  zu  a  ist. 

Da  nun,  wenn  b  irgend  ein  Theiler  von  a  ist,  aus  der  Con- 
gruenz r\  =  v\'  (mod.  a)  auch  immer  die  Congruenz  17  =  17'  (mod.  b) 
folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  Zahlen  r\%  welche  einer  und  der- 
selben Zahlclasse  nach  a  angehören,  auch  denselben  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  b  mit  o  haben.  Wir  wählen  daher  für 
jede  solche  Zahlclasse  einen  bestimmten  Repräsentanten  und 
fragen,  wie  vielen  dieser  Zahlen  ein  und  derselbe  gegebene  Theiler  b 
entspricht.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  specielle  Fall, 
wo  b  =  o  ist,  und  wir  wollen  mit  ^  (a)  die  Anzahl  aller  derjenigen 
nach  q  incongruenten  Zahlen  bezeichnen,  welche  relative  Prim- 
zahlen zu  a  sind.  Offenbar  hat  diese  Function  ij>  genau  dieselbe 
Bedeutung  für  unser  Gebiet,  wie  die  Function  <p  für  die  rationale 
Zahlentheorie  (§.  11),  und  sie  geht  im  Falle  n  =  1  in  die  letztere 
über.  Es  giebt  nun  sehr  verschiedene  Wege  zur  Bestimmung  dieser 
Function;  am  einfachsten  erledigt  sich  aber  dieselbe,  wenn  man 
die  Frage  noch  allgemeiner  stellt,  durch  den  folgenden  Satz: 

3.  Ist  q  =  ba',  und  sind  pu  p2  •  •  •  Pr  relative  Primideale,  die 
in  a'  aufgehen,  so  ist  die  Anzahl  derjenigen  nach  o  incongruenten 
Zahlen  17,  welche  durch  b,  aber  durch  keins  der  Producte  bjh, 
bp2  •  •  •  bpr  theilbar  sind,  gleich 

Dies  ergiebt  sich  leicht  durch  den  Schluss  von  r  auf  r-\-l 
(vergl.  §.11).  Wir  haben  von  den  sämmtlichen  nach  o  incongruen- 
ten Zahlen  nur  diejenigen  zu  betrachten,  welche  durch  b  theil- 
bar sind,  und  die  Anzahl  dieser  Zahlen  5  ist  =  (b,  a),  wie  aus  der 
Definition  dieses  Symbols  hervorgeht.  Ist  nun  p  irgend  ein  Theiler 
von  a',  so  zerfallen  diese  Zahlen  8  in  zwei  verschiedene  Gruppen, 
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von  denen  die  eine  alle  diejenigen  Zahlen  umfasst,  welche  durch 
bp  theilbar  sind;  da  die  Anzahl  dieser  Zahlen  =  (bp,  o)  ist,  so  ist 
(b,  a)  —  (b  p,  a)  die  Anzahl  der  in  der  anderen  Gruppe  enthaltenen, 
also  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  b,  aber  nicht  durch  bp, 
theilbar  sind.    Da  nun  b  und  bp  in  a  aufgehen,  so  ist 

(b  «)  =  m  -  N(a')    (IH)-*-^ 
und  folglich  ist  die  Anzahl  der  oben  genannten  Zahlen 

(b,  a)  -  (bfc  a)  =  tf(a')  (l  -^) , 

womit  unser  Satz  für  den  Fall  r  =  1  bewiesen  ist.  Wir  nehmen 
nun  an,  der  Satz  sei  für  alle  Fälle  bewiesen,  in  denen  die  Anzahl 
der  relativen  Primideale  pi,  p2  .  .  .  nicht  grösser  als  eine  bestimmte 
Zahl  r  ist,  und  wir  wollen  beweisen,  dass  hieraus  seine  Richtigkeit 
auch  für  die  Falle  folgt,  in  denen  die  Anzahl  dieser  Ideale  =  r  +  1 
ist  Es  seien  daher  p,  pi,  p2  .  .  .  pr  relative  Primideale,  die  sämmt- 
lich  in  a'  aufgehen,  so  betrachten  wir  zunächst  diejenigen  Zahlen  i?, 
welche  durch  b,  aber  durch  keins  der  r  Producte  bpx,  bp2  .  .  .  bpr 
theilbar  sind,  und  deren  Anzahl  e  nach  unserer  Hypothese  die  in 
dem  Satze  selbst  angegebene  ist  Diese  e  Zahlen  1/  zerlegen  wir  in 
zwei  Gruppen,  nämlich  in  eine  Gruppe  von  e'  Zahlen  1/',  welche 
durch  bp  theilbar  sind,  während  die  andere  Gruppe  aus  denjenigen 
Zahlen  17"  besteht,  welche  nicht  durch  bp  theilbar  sind,  und  deren 
Anzahl  e"  =  e  —  ef  gerade  jetzt  von  uns  gesucht  wird.  Da  e  schon 
bekannt  ist,  so  brauchen  wir  nur  noch  die  Anzahl  er  der  auszu- 
scheidenden Zahlen  17'  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  setzen 
wir  bp  =  b',  a'  =r  pa",  so  ist  a  =  b'a",  und  die  r  Ideale  px,  p2, 
.  .  .  pr,  welche  zu  einander  und  zu  p  relative  Primideale  sind, 
gehen  in  pa"  und  folglich  auch  in  a"  auf.  Die  Definition  der 
e'  Zahlen  1/'  besteht  darin,  dass  sie  durch  b',  aber  durch  keins  der 
Ideale  bpl9  bp2  .  .  .  bpr  theilbar  sind,  und  hieraus  folgt,  dass  sie 
auch  durch  keins  der  r  Producte  b'pn  b'p2  .  .  .  b'pr  theilbar  sind. 
Umgekehrt,  wenn  eine  Zahl  S'  durch  b',  aber  durch  keins  der 
r  Producte  b'pi,  b'p2  .  .  .  b'pr  theilbar  ist,  so  kann  sie  auch  durch 
keins  der  Producte  bpx,  bp2  .  .  .  bpr  theilbar  sein;  denn  wäre  sie 
z.  B.  durch  b  pi  theilbar,  so  müsste  sie  auch  durch  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Vielfache  von  b'  =  bp  und  bpn  welches  offenbar 
=  bpp!  =  b'p!  ist,  theilbar  sein,  was  nicht  der  Fall  ist;  mithin 
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ist  jede  solche  Zahl  d'  auch  eine  Zahl  i?'.  Die  Anzahl  e*  dieser 
Zahlen  d'  oder  1?'  ergiebt  sich  aber  offenbar  aus  unserem  hypothe- 
tisch richtigen  Satze,  wenn  dajin  nur  b  durch  b',  also  a'  durch  a" 
ersetzt  wird,  und  da  N(a')  =  N(a")N(p)  ist,  so  ist  diese  Anzahl 

e'  = 


N(py 

hieraus  folgt  die  von  uns  gesuchte  Anzahl 

e»  =  e-e'  =  e(l-^), 

wodurch  unsere  Induction  vollständig  bestätigt,  also  die  allgemeine 

Gültigkeit  unseres  Satzes  bewiesen  ist. 

Wir  benutzen  dieses  Resultat  zunächst  zur  Bestimmung  der 

oben  mit  ^  bezeichneten  Function;  sieht  man  von  dem  evidenten 

Fall 

*(o)  =  l 

ab,  so  erledigt  sich  dieselbe  durch  den  folgenden  Satz: 

4.  Sind  pii  pi  .  .  .  pr  die  sämmtlichen  von  einander  verschie- 
denen, in  q  aufgehenden  Primideale,  so  ist 

Denn  man  braucht  in  dem  vorhergehenden  Satze  nur  b  =  o, 
also  o'  =  qzu  setzen,  weil  eine  Zahl  stets  und  nur  dann  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  wenn  sie  durch  kein  in  a  aufgehendes  Primideal 
theilbar  ist. 

Hieraus  folgt  sofort  der  Satz  (vergl.  §.  12),  dass,  wenn  a,B,c... 
relative  Primideale  bedeuten, 

^(abc . . .)  =  *(a)tf(b)*(c)  . .  . 

ist;  derselbe  kann  aber  auch  leicht  aus  unserem  obigen  Satze  1. 
abgeleitet  werden.  Aus  dem  Satze  3.  ergiebt  sich  ferner  der 
folgende : 

5.  Ist  a  =  b  a',  so  ist  ^  (a')  die  Anzahl  aller  derjenigen  nach  a 
incongruenten  Zahlen,  welche  mit  a  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  b  haben. 

Denn  bezeichnet  man  mit  pu  p2  •  •  •  Pr  die  sämmtlichen  von 
einander  verschiedenen,  in  a'  aufgehenden  Primideale,  so  sind  die 
genannten  Zahlen  identisch  mit  denjenigen,  welche  durch  b,  aber 
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durch  keins  der  Producte  bfo,  bp2  .  .  .  bpr  theilbar  sind,  und  hier- 
aus ergiebt  sich  unser  Satz  (aus  3.  und  4.). 

Da  nun  einer  jeden  der  überhaupt  vorhandenen  incongruenten 
Zahlen,  deren  Anzahl  =  JT(a),  eia  bestimmter  grösster  gemein- 
schaftlicher Theiler  b  entspricht,  und  da  a'  gleichzeitig  mit  b  alle 
Theiler  des  Ideals  a  durchläuft,  so  folgt  (vergl.  §.  13),  dass  die  über 
alle  Theiler  a'  des  Ideals  a  ausgedehnte  Summe 

2*(a')  =  2T(o) 

ist;  dieser  Satz,  welcher,  wie  man  leicht  erkennt,  für  die  Function  ^ 
charakteristisch  ist  (vergl.  §.  138),  kann  aber  auch  durch  unmittel- 
bare Rechnung  aus  der  oben  (in  4.)  gefundenen  Form  der  Function 
abgeleitet  werden  (vergl.  §.  14). 

Wir  wollen  nun  noch  eine  besonders  wichtige  Folgerung  her- 
vorheben, welche  sich  daraus  ergiebt,  dass  die  Function  ty  niemals 
verschwindet:  ist  b  ein  Theiler  von  a,  so  giebt  es  (zufolge  5.)  immer 
eine  Zahl  rj  von  der  Beschaffenheit,  dass  a  und  or\  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  b  haben  *).  Mit  etwas  veränderter  Be- 
zeichnung lässt  sich  dieser  Satz  auch  in  folgender  Form  aus- 
sprechen: 

6.  Sind  a,  b  zwei  beliebige  Ideale,  so  kann  a  in  ein  Haupt- 
ideal  a  m  verwandelt  werden  durch  Multiplication  mit  einem  Fac- 
tor m,  welcher  relatives  Primideal  zu  b  ist. 

Denn  a  ist  ein  Theiler  von  a  b ,  und  folglich  kann  man  eine 
Zahl  ft  so  wählen,  dass  a  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
ab  und  op  wird;  dann  ist  Of*  =  am,  und  m  ist  relatives  Primideal 
zu.b,  was  zu  beweisen  war.    Hieraus  folgt  weiter: 

7.  Jedes  Ideal  a  kann  auf  unendlich  viele  Arten  als  grösster 
gemeinschaftlicher  Theiler  von  äwei  Hauptidealen  dargestellt 
werden. 

Denn  wählt  man  nach  Belieben  eine  durch  a  theilbare,  aber 
von  Null  verschiedene  Zahl  t/,  so  ist  o  v  =  a  b,  und  wenn  man  hier- 
auf [i  wählt,  wie  im  vorigen  Satze,  so  ist  a  der  grösste  ger"*™- 
schaftliche  Theiler  von  Oft  und  ov,  was  zu  beweisen  war. 


*)  Dies  ergiebt  sich  auch  leicht  aus  dem  obigen*  'mu 

o,  b,  c . . .  Potenzen  verschiedener  Primideale  p  nimi 
immer  Zahlen  giebt,  welche  durch  J>«,  aber  nicht  c 
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Um  den  Satz  6.  noch  in  einer  anderen,  für  manche  Anwendun- 
gen besonders  wichtigen  Form  darzustellen,  schicken  wir  folgenden 
Hülfssatz  voraus: 

8.  Ist  m  relatives  Primideal  zu  der  rationalen  Zahl  t,  so  ist 
N(m)  auch  relative  Primzahl  zu  k. 

Denn  wenn  p  ein  Primfactor  von  m,  und  p  die  durch  p  theil- 
bare  rationale  Primzahl  ist  (§.  171,  10.),  so  kann  p  nicht  in  k  auf- 
gehen, weil  sonst  p  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  m  und  k 
wäre;  nun  ist  N(p)  eine  Potenz  von  j),  und  da  N(m)  das  Product 
aller  Factoren  N(p),  also  ein  Product  von  lauter  solchen,  in  k  nicht 
aufgehenden  rationalen  Primzahlen  p  ist,  so  ist  JY(m)  relative  Prim- 
zahl zu  fc,  was  zu  beweisen  war.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

9.  Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  und  k  eine  beliebige  von  Null 
verschiedene  ganze  rationale  Zahl,  so  kann  man  aus  a  eine  Zahl  p 
so  auswählen,  dass  (a,  0f*)  relative  Primzahl  zu  k  wird. 

Denn  a  kann  (zufolge  6.)  durch  Multiplication  mit  einem  Fac- 
tor m,  welcher  relatives  Primideal  zu  k  ist,  in  ein  Hauptideal 
am  =  Oft  verwandelt  werden,  und  dann  ist  (a,  Oft)  =  N(m)  rela- 
tive Primzahl  zu  &,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  verlassen  nun  diese  Anwendungen  und  wenden  uns  noch 
zu  dem  Beweise  des  folgenden  Satzes,  welcher  dem  verallge- 
meinerten Fermat'schen Satze  (§.  19)  der  rationalen  Zahlentheorie 
entspricht: 

10.  Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  und  q  relative  Primzahl  zu  a, 
so  ist 

Qx}>(a)  =  i  (mod.  a); 

und  wenn  p  ein  Primideal  ist,  so  genügt  jede  Zahl  cd  der  Con- 

gruenz 

G,#(*>)  =  (o  (mod.  p). 

Setzt  man  der  Kürze  halber  #(a)  =  s,  so  giebt  es  genau 
s  Zahlen  Qi,  q2  .  .  .  Q»,  welche  incongruent  nach  a  und  zugleich 
relative  Primzahlen  zu  a  sind.  Ist  nun  q  ebenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  a,  so  gilt  dasselbe  von  den  $  Producten  qq^  qq9  .  .  .  qq„ 
welche  ausserdem  wieder  incongruent  nach  o  sind  (wie  aus  §.  171, 
5.  oder  auch  daraus  folgt,  dass  eine  Zahl  q'  existirt,  die  der  Con- 
gruenz  qq'=1  (mod.  o)  genügt) ;  mithin  werden  durch  diese  s  Pro- 
ducte  dieselben  s  Zahlclassen  repräsentirt,  wie  durch  die  Zahlen  qv 
q2  .  .  .  qs.    Man  kann  daher 

QQi  =  q[,    qq2  =  q'9.  >.  qq8  =  q's  (mod.  a) 
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setzen,  wo  die  Zahlen  q[,  q'9  .  . .  q'8  abgesehen  von  der  Ordnung 
vollständig  mit  den  Zahlen  qx,  p,  .  . .  p,  übereinstimmen;  bezeich- 
net man  nun  ihrProduct  mit  0,  so  erhält  man  durch  Multiplication 
dieCongruenz  öq*  =  6  (moi  q),  und  da  6  ebenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  a  ist,  so  folgt  hieraus  die  erste  der  beiden  zu  beweisenden 
Gongruenzen.  Bedenkt  man  ferner,  dass  #(p)  =  N(p)  —  1  ist,  so 
ergiebt  sich  leicht  die  Allgemeingültigkeit  der  zweiten  Congruonz. 
An  diesen  Fundamentalsatz  knüpft  sich  eine  fast  unerschöpf- 
liche Reihe  von  Untersuchungen;  denn  er  bildet  nicht  bloss  die 
Grundlage  für  eine  Theorie  der  Potenzreste  in  unserem  Gebiete  o, 
sondern  er  steht  auch  im  innigsten  Zusammenhange  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  höheren  Congruenzen,  welchö  ihrerseits 
wieder  wesentliche  Hülfsmittel  zur  Bestimmung  der  in  o  auftreten- 
den Primideale  liefert*).  Da  wir  des  Raumes  wegen  hierauf  nicht 
weiter  eingehen  können,  so  empfehlen  wir  dem  Leser,  wenigstens 
die  in  den  §§.  26  bis  31  enthaltenen  Sätze  der  rationalen  Zahlen- 
theorie auf  unser  Gebiet  zu  übertragen,  was  keine  Schwierigkeit 
hat  und  für  eine  spätere  Anwendung  von  Nutzen  ist. 

§.175. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  Ideal  a  durch  Multiplication 
mit  einem  geeigneten  Ideal  m  in  ein  Hauptideal  a  m  verwandelt 
werden  kann  (§.173,  5.);  man  braucht  offenbar  nur  eine  beliebige, 
aber  von  Null  verschiedene  Zahl  (i  aus  a  auszuwählen,  so  ist  oft 
=  am,  und  m  ist  ein  Ideal  von  der  angegebenen  Art.  Wir  wollen 
nun  zwei  Ideale  a,  a'  äquivalent  nennen,  wenn  beide  durch  Multi- 
plication mit  einem  und  demselben  Factor  m  in  Hauptidoale 
am  =  Oft,  a'm  =  op'  verwandelt  werden  können.  Dann  ist 
ap'  =  a'ft>  und  umgekehrt,  wenn  zwei  von  Null  verschiedene 
Zahlen  1/,  17'  existiren,  welche  der  Bedingung  arj'  =  a'ij 
genügen,  so  sind  die  Ideale  a,  a'  gewiss  äquivalent;  denn 
wenn  m  ein  beliebiger  Factor  ist,  welcher  a  in  ein  Hauptideal 
am  =  Of*  verwandelt,  so  folgt  ofii/'  =  ^'am  =  ija'm;  mit- 
hin ist  ft  17'  theilbar  durch  17,  und  wenn  man  fti/'  =  ft'ij  setzt,  so 
folgt  Oft' 17  =  ^a'm,  also  oft'  =  a'm,  was  zu  beweisen  war.    Zu- 


*)  Man  vergleiche  z.  B.  des  Herausgebers  Abhandlang :  Ueber  den  Zu» 
sammenhang  zwischen  der  Theorie  der  Ideale  und  der  Theorie  der  höheren 
Congruenzen.  1878.    (Abh.  d.  Ges.  cL  Wissensch.  zu  Göttingen,  Bd.  28.) 
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gleich  ergiebt  sich  hieraus,  dass  jeder  Factor  m,  welcher  das  eine 
von  zwei  äquivalenten  Idealen  a,  a'  in  ein  Hauptideal  verwandelt, 
Gleiches  auch  für  das  andere  Ideal  leistet,  und  dass  folglich  je 
zwei  Ideale  a',  a",  die  mit  einem  dritten  Ideal  a  äquivalent  sind, 
stets  auch  mit  einander  äquivalent  sein  müssen.  Auf  diesem 
Satze  beruht  die  Möglichkeit,  alle  Ideale  in  Idealclassen  einzu- 
teilen; ist  a  ein  bestimmtes  Ideal,  so  hat  der  Inbegriffe  aller 
mit  q  äquivalenten  Ideale  a,  a',  a"  .  .  .  die  Eigenschaft,  dass  je 
zwei  darin  enthaltene  Ideale  a',  a"  einander  äquivalent  sind,  und 
wenn  a'  irgend  ein  in  A  enthaltenes  Ideal  ist,  so  ist  A  zugleich 
der  Inbegriff  aller  mit  a'  äquivalenten  Ideale.  Ein  solches  System  A 
von  Idealen  nennen  wir  eine  Idealclasse  oder  auch  kürzer  eine 
Classe,  da  eine  Verwechselung  mit  Zahlelassen  hier  nicht  zu 
befürchten  ist;  jede  Classe  A  ist  durch  ein  beliebiges  in  ihr 
enthaltenes  Ideal  o  vollständig  bestimmt,  und  letzteres  kann  daher 
immer  als  Repräsentant  der  ganzen  Classe  A  angesehen  werden. 

Die  durch  das  Ideal  o  repräsentirte  Classe  wollen  wir  mit 
0  bezeichnen  und  die  Hauptclasse  nennen,  weil  sie  aus  allen 
Hauptidealen  und  nur  aus  diesen  Idealen  besteht  In  der  That, 
wenn  a  mit  o  äquivalent  ist,  so  giebt  es  zwei  Zahlen  17,  17',  welche 
der  Bedingung  arj  =  orj'  genügen;  hieraus  folgt,  dass  17'  durch  17 
theilbar,  also  17'  =  ^17,  folglich  01/  =  0f**7,  mithin  a  =  Oft  ein 
Hauptideal  ist;  und  umgekehrt,  wenn  a  =  Oft  ist,  so  wird  die 
Bedingung  ar\  =  017'  z.  B.  durch  die  beiden  Zahlen  17  =  1, 
rj'  =  [i  befriedigt,  und  folglich  ist  a  äquivalent  mit  0. 

Sind  a,  a'  äquivalent,  so  gilt  dasselbe  von  ab,  a'b,  weil  aus 
a^/  =  a'i?  auch  (ab)  17'  =  (a'b)  17  folgt;  sind  ausserdem  b,  b' 
äquivalent,  so  folgt  aus  demselben  Satze,  dass  a'b,  a'b',  also  auch 
ab,  a'b'  äquivalent  sind.  Durchläuft  daher  a  alle  Ideale  der 
Classe  -4,  und  ebenso  b  alle  Ideale  der  Classe  5,  so  gehören  alle 
Producte  ab  einer  und  derselben  Classe  K  an,  die  aber  noch 
unendlich  viele  andere  Ideale  enthalten  kann;  diese  Classe  K 
wollen  wir  mit  A  B  bezeichnen,  und  sie  soll  das  Product  aus  A,  B 
oder  die  aus  A  und  B  zusammengesetzte  Classe  heissen.  Offenbar 
ist  A  B  =  B  A,  wo  das  Gleichheitszeichen  die  Identität  der  beiden 
Classen  bedeutet,  und  aus  (a  b)  c  =  a  (b  c)  folgt  für  drei  beliebige 
Gassen  der  Satz  (A  B)  C  =  A  (B  C).  Man  kann  daher  dieselben 
Schlüsse  anwenden,  wie  bei  der  Multiplication  von  Zahlen  oder 
Idealen,  und  beweisen,  dass  bei  der  Zusammensetzung  von  beliebig 
elen    Classen   Ax,  A2  .  .  .  Am  die  Anordnung    der   successiven 
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Multiplicationen,  durch  welche  jedesmal  zwei  Classen  zu  ihrem 
Producte  vereinigt  werden,  keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat 
hat,  welches  kurz  durch  AXA2  .  .  .  Am  bezeichnet  werden  kann 
(vergl.  §.  2).  Sind  die  Ideale  a^  a2  .  .  .  am  Repräsentanten  der 
Classen  Ax,  A2  .  .  .  Am,  so  ist  das  Ideal  aia2  .  .  .  aw  ein  Reprä- 
sentant des  Producte's  Ax  A2  .  .  .  Am.  Sind  alle  m  Factoren  =  A, 
so  heisst  ihr  Product  die  w*6  Potenz  von  A  und  wird  mit  Am  be- 
zeichnet; ausserdem  setzen  wir  A1  =  A  und  A°  =  0.  Von 
besonderer  Wichtigkeit  sind  die  beiden  folgenden  Fälle. 

Aus  o  a  =  q  folgt  der  für  jede  Classe  A  gültige  Satz  OA  =  A. 

Da  ferner  jedes  Ideal  a  durch  Multiplication  mit  einem 
Ideal  m  in  ein  Hauptideal  am  verwandelt  werden  kann,  so  giebt 
es  für  jede  Classe  A  eine  zugehörige  Classe  Jf,  welche  der  Be- 
dingung A M  =  0  genügt,  und  zwar  nur  eine  einzige;  denn  wenn 
die  Classe  M '  ebenfalls  die  Bedingung  A  M '  =  0  erfüllt,  so  folgt 

W  =  OM'  =  (AM)M'  =  (AM')M=  OM=M. 

Diese  Classe  M  heisst  die  entgegengesetzte  oder  die  inverse  Classe 
von  Ay  und  sie  soll  durch  A—1  bezeichnet  werden;  offenbar  ist 
umgekehrt  A  die  inverse  Classe  von  A-1.  Definirt  man  ferner 
A~m  als  die  inverse  Classe  von  J.m,  so  gelten  für  beliebige  ganze 
rationale  Exponenten  r,s  die  Sätze 

ArA'  =  Ar+;    (Ar)'  =  Ar°,    (AB)r  =  ArBr. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  aus  AB  =  AG  durch  Multiplica- 
tion mit  A"x  stets  B  =  C  folgt. 

Um  nun  tiefer  in  die  Natur  der  Idealclassen  einzudringen, 
wählen  wir  eine  beliebige,  aus  n  ganzen  Zahlen  c^,  co2  .  .  .  cow 
bestehende  Basis  des  Körpers  ii;  dann  wird  jede  Zahl 

welche  ganze  Coordinaten  hu  h2  .  .  .  hn  hat,  ebenfalls  eine  ganze 
Zahl  des  Körpers.  Legt  man  den  Coordinaten  alle  ganzen  Werthe 
bei,  welche,  absolut  genommen,  einen  bestimmten  positiven  Werth  Je 
nicht  überschreiten,  so  werden  offenbar  die  absoluten  Werthe  der 
entsprechenden  Zahlen  co,  wenn  sie  reell  sind,  oder  ihre  analyti- 
schen Moduln,  wenn  sie  imaginär  sind,  sämmtlich  <S  rh  sein,  wo  r 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  oder  der  Moduln  von  &u  o2 . . .  con 
bedeutet  und  folglich  eine  von  h  gänzlich  unabhängige  Constante 
ist.  Da  ferner  die  Norm  jV(cj)  ein  Product  aus  n  conjugirten 
Zahlen  ro  von  der  obigen  Form  ist,  so  wird  gleichzeitig 
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+#(©)<;  skn, 

wo  s  ebenfalls  eine  lediglich  von  der  Basis  abhängige  Constante 
bedeutet.    Hierauf  beruht  der  folgende  Fundamentalsatz: 

In  jeder  Idedlclasse  M  giebt  es  mindestens  ein  Ideal  m,  dessen 
Norm  die  Constante  s  nicht  überschreitet,  und  folglich  ist  die  Anzahl 
der  Idealclassen  endlich. 

Beweis.  Man  nehme  nach  Belieben  ein  Ideal  a  der  inversen 
Classe  üf_1,  und  wähle  für  k  diejenige  positive  ganze  rationale 
Zahl,  welche  durch  die  Bedingungen 

Ä"  ^  N(a)  <  (k  +  1)* 

bestimmt  ist;  legt  man  nun  jeder  der  n  Coordinaten  hu  h^  .  . .  h% 
die  sämmtlichen  (k  +  1)  Werthe  0,  1,  2  ...  k  bei,  so  entstehen 
lauter  verschiedene  Zahlen  ro,  und  da  ihre  Anzahl  =  (Je  +  l)n5 
also  >  N(a)  ist,  so  giebt  es  unter  diesen  Zahlen  a>  nothwendig 
zwei  von  einander  verschiedene 

ß  =  b1co1-\ 1-  bn  a>n,    y  =  c1m1-\ -f-  cn  a>n, 

welche  einander  naoh  a  congruent  sind;  mithin  wird  ihre  Differenz 

a  =  ß  —  y  =  (ftx  — cOoiH \-(bn  —  c»)©» 

eine  von  Null  verschiedene,  durch  a  theilbare  Zahl  sein.  Da  nun 
die  Coordinaten  b,  c  der  Zahlen  0,  y  in  der  Reihe  0,  1,  2  ...  ifc 
enthalten  sind,  so  überschreiten  die  Coordinaten  (6  —  c)  der  Zahl  a, 
absolut  genommen,  den  Werth  k  nicht,  und  folglich  ist 

±N(a)<:sk». 

Nun  ist  aber  a  theilbar  durch  a,  also  oa  =  am,  wo  m  ein  Ideal 
der  Classe  M  bedeutet,  und  folglich 

±N(a)  =  N(a)N(m)  ^  sJfc*; 

da  ferner  kn  ^  N(a),  so  folgt  N(m)  ^  s,  wie  behauptet  war. 
Bedenkt  man  aber,  dass  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ganzen 
rationalen  Zahlen  giebt,  die  den  Werth  s  nicht  überschreiten,  und 
dass  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Idealen  m  existirt,  welche 
gleiche  Norm  haben  (§.  169,  7.),  so  ergiebt  sich,  dass  die  Anzahl 
der  Ideale  m,  welche  der  Bedingung  N(m)  ^  s  genügen,  und 
folglich  auch  die  Anzahl  der  Idealclassen  M  eine  endliche  ist,  was 
zu  beweisen  war. 

Es  leuchtet  nun  unmittelbar  ein,  dass  Alles,  was  wir  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  über  die  Zusammensetzung  der 
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ursprünglichen  Classen  erster  Art  gesagt  haben  (§.  149),  sich  Wort 
für  Wort  auf  unsere  Idealclassen  übertragen  lässt.  Wir  heben 
hier  aber  nur  den  einen  Satz  hervor,  dass,  wenn  h  die  Ansaht 
aller  Classen  bedeutet,  jede  Idealclasse  A  der  Bedingung 

Ah  =  0 

genügt.     Ist  daher  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  ist  ah  immer  ein 

Hauptideal;  setzt  man  nun 

ah  =  oft 
und 

«o*  =  f>     «o  =  V^, 

so  ist  a0  eine  ganze  algebraische  Zahl  (§.  160,  2.);  gehört  dieselbe 
dem  Körper  ß,  also  auch  dem  Gebiete  o  an,  so  ist  a  offenbar  ein 
Hauptideal,  nämlich  =  o«o,  und  es  wird  folglich,  wenn  a  kein 
Hauptideal  ist,  die  Zahl  a0  dem  Körper  Sl  gewiss  nicht  angehören. 
Nichtsdestoweniger  findet  auch  im  letzteren  Falle  zwischen  dem 
Ideal  a  und  der  Zahl  a0  der  Zusammenhang  statt,  dass  a  der  In- 
begriff aller  derjenigen  in  o  enthaltenen  Zahlen  ist,  welche  durch 
ccQ  theilbar  sind  (§.  161).  Denn  wenn  a  in  a  enthalten,  also  ah 
durch  a\  mithin  auch  durch  f*  theilbar  ist,  so  ist  a  auch  theilbar 
durch  \fti  =  aQ  (nach  §.  160,  2.);  und  umgekehrt,  ist  a  eine  in  o 
enthaltene  und  durch  cc0  theilbare  Zahl,  so  ist  ah  theilbar  durch 
a*  =  ^,  also  auch  durch  aÄ,  woraus  (nach  §.  173)  leicht  folgt, 
dass  a  auch  durch  a  theilbar  ist.  Nennt  man  daher  eine  solche 
Zahl  a0  eine  ideale  Zahl  des  Körpers  Sl  im  Gegensatze  zu  den 
in  &  enthaltenen  wirklichen  Zahlen,  so  kann  jedes  Ideal  a  als  der 
Inbegriff  aller  in  o  enthaltenen,  durch  eine  wirkliche  oder  ideale 
Zahl  «o  theilbaren  Zahlen  angesehen  werden.  Hieran  knüpfen 
wir  den  Beweis  des  folgenden,  schon  früher  (§.  161)  angekündigten 
Satzes : 

Zwei  beliebige  ganze  algebraische  Zahlen  a,  ß  besitzen  immer 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler  d,  welcher  in  der  Form  a  £  +  ß  r\ 
darstellbar  ist,  wo.  |,  r\  ebenfalls  ganze  algebraische  Zahlen  bedeuten. 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  dass  beide  Zahlen  a,  ß  von  Null 
verschieden  sind,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  der  Satz  evident 
ist.  Es  giebt  nun  immer  einen  endlichen  Körper  Ä,  welcher  beide 
Zahlen  a,  ß  enthält*),  und  es  sei  o  wieder  das  System  aller  ganzen 


*)  Man  kann  z.  B.  die  rationalen  Zahlen  a,  b  so  wählen,  dass,  wenn 
0  =  aa-j-bß  gesetzt  wird,   beide   Zahlen   a,  ß  in   dem  aus  der  Zahl  $ 
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Zahlen  dieses  Körpers,  ferner  h  die  Anzahl  der  Idealclassen.  Ist  b 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Hauptideale 

oa  =  ab,    o /S  =  bb, 

so  sind  a,  6  relative  Primideale,  und  dasselbe  gilt  folglich  von 
ihren  Potenzen  aÄ,  b\    Setzt  man  nun 

bÄ  =  oy, 

wo  y  in  o  enthalten,  so  wird,  weil  ah  und  ßh  durch  bÄ  theilbar 

sind, 

ah  =  (iy,    ßh  =  vy,    of*  =  a*,    ov  =  b*, 

wo  {*,  v  ebenfalls  in  o  enthalten  und  zwar  relative  Primzahlen  sind 
(§.  174,  2.);  es  giebt  daher  in  o  zwei  Zahlen  f*',  v\  welche  der 
Bedingung  ft/t'-f  vv'  =  1,  also  auch  der  Bedingung 

ah(i'-\-ßhv'  =  y 

genügen.  Man  führe  jetzt  die  dem  Ideal  b  entsprechende  ganze 
algebraische  Zahl  8  ein,  so  ist 

8  =  tyy,    y  =  ö\ 

und  d  ist  nach  dem  obigen  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der 
beiden  gegebenen  Zahlen  a,  ß,  weil  dieselben  durch  b  theilbar 
sind;  mithin  ist  ää-1  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der 
Potenzen  a*—1,  ß*""1,  und  man  kann  folglich 

setzen,  wo  £,  r\  ganze  algebraische  Zahlen  sind,  die  offenbar  der 
Bedingung 

*S  +  ßn  =  d 

genügen,  was  zu  beweisen  war. 

Diese  Zahl  ä,  aber  auch  jede  mit  ihr  associirte  Zahl,  verdient 
den  Namen  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  von  a,  0,  weil 
jeder  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden  Zahlen  in  d  auf- 
gehen mus8.  Da  ferner  jedes  Ideal  b  als  grösster  gemeinschaft- 
licher Theiler  von  zwei  Hauptidealen  oa,  oß  darstellbar  ist 
(§.  174,  7.),  so  kann  unter  einer  idealen  Zahl  des  Körpers  Q  auch 
jede  Zahl  d  verstanden  werden,  welche  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  zwei  mrMichen^  d.  h.  in  o  enthaltenen  Zahlen 
a,  ß  ist. 


entspringenden  endlichen  Körper  Ä   enthalten  sind   (vergl.   den  Schluss 
a  §.  162). 
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Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  noch  einmal  zu  der 
Eintheilung  aller  Ideale  in  Classen  zurück;  es  giebt  nämlich  einen 
Fall,  für  welchen  es  zweckmässig  sein  kann,  an  Stelle  der  oben 
beschriebenen  Eintheilung  eine  andere  zu  setzen,  die  noch  etwas 
tiefer  eingreift.  Zwei  Hauptideale  o  p,  o  v  sind  offenbar  stets  und 
nur  dann  identisch,  wenn  die  beiden  Zahlen  p,  v  associirt,  d.  h. 
wenn  v  =  ep  ist,  wo  e  eine  Einheit  bedeutet.  Ist  die  Norm  von  (i 
positiv,  so  ist  sie  zugleich  die  Norm  des  Hauptideals  oft.  Es  kann 
aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Normen  aller  mit  einer 
bestimmten  Zahl  (i  associirten  Zahlen  ep  negativ  sind;  dies  wird 
immer  und  nur  dann  geschehen,  wenn  es  in  dem  Körper  iß  Zahlen 
von  negativer  Norm,  unter  diesen  aber  keine  Einheit  giebt*).  In 
diesem  Falle  ist  es  für  manche  Untersuchungen  zweckmässig,  zwei 
Ideale  a,  a'  nur  dann  äquivalent  zu  nennen,  wenn  es  zwei  Zahlen 
%  ri'  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der  Bedingung  et  17'  =  a' r\ 
genügen,  und  hierdurch  verdoppelt  sich  offenbar  die  Anzahl  der 
Idealclassen;  die  Hauptclasse  0  besteht  nur  noch  aus  denjenigen 
Hauptidealen  o/t,  welche  den  Zahlen  f*  von  positiver  Norm  ent- 
sprechen, während  die  übrigen  Hauptideale  eine  besondere,  sich 
selbst  entgegengesetzte  Classe  bilden.  Die  allgemeinen  Sätze 
über  die  Zusammensetzung  der  Classen  werden  aber  hierdurch 
nicht  geändert.  Man  kann  auch  leicht  beweisen,  dass  jedes  Ideal  a 
in  ein  Ideal  der  jetzigen  Hauptclasse  0  verwandelt  werden  kann 
durch  Multiplication  mit  einem  Factor  m,  welcher  relatives  Prim- 
ideal  zu  einem  beliebig  gegebenen  Ideal*  6  ist;  denn  hat  man 
(nach  §.  174,  6.)  aus  et  eine  Zahl  p  so  ausgewählt,  dass  a  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  ab  und  op  ist,  so  hat  jede 
Zahl,  welche  =  p  (mod.  ab)  ist,  dieselbe  Eigenschaft,  und  es 
braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  es  unter  diesen  Zahlen 
auch  solche  von  positiver  Norm  giebt;  bezeichnet  man  aber  mit  * 
eine  willkürliche  ganze  rationale  Zahl,  so  ist  (nach  §.  164,  (11)). 

N((l  -f  z)  =  zn  +  £i  #n_1  +  •  •  •  +  £tn 

wo  6l9  £2  .  .  .  £n  rational  und  von  z  unabhängig  sind,  und  folglich 
wird  die  Zahl  fi  -\-  z  die  gewünschte  Eigenschaft  erhalten,  wenn 


*)  Der  Grad  n  eines  solchen  Körpers  Sl  muss,  wie  leicht  zu  sehen, 
eine  gerade  Zahl,  und  unter  den  mit  Sl  conjugirten  Körpern  müssen  auch 
solche  sein,  welche  aus  lauter  reellen  Zahlen  bestehen.  Ein  solcher  Körper 
ist  z.  B.  der  quadratische  Körper,  dessen  Grundzahl  =  -|-  12,  während  der 
von  der  Grundzahl  -\-  8  diese  Eigenschaft  nicht  besitzt 
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man  der  Zahl  *  einen  hinreichend  grossen  positiven,  durch  ab 
theilbaren  Werth  beilegt;  aus  o(p  +  z)  =  am  ergiebt  sich  dann 
der  verlangte  Factor  m.  Den  hiermit  in  erweitertem  Umfange 
bewiesenen  Satz  kann  man  offenbar  auch  so  aussprechen: 

In  jeder  Idealclasse  M  giebt  es  Ideale  m,  die  mit  einem  beliebig 
gegebenen  Ideale  "keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  ausser  o  haben. 


} 


§.  176. 

Die  Theorie  der  Ideale  eines  Körpers  Sl  hängt  unmittelbar 
zusammen  mit  der  Theorie  der  zerlegbaren  Formen,  welche  dem- 
selben Körper  entsprechen*);  wir  beschränken  uns  hier  darauf, 
diesen  Zusammenhang  in  seinen  Grundzügen  anzudeuten. 

Es  sei  X  eine  ganze  homogene  Function  nton  Grades  von  n 
unabhängigen  Variabelen  xx,  xü  . .  .  #»,  und  wir  wollön  annehmen, 
dieselbe  sei  eine  zerlegbare  Form,  d.  h.  sie  lasse  sich  als  Product 
von  n  linearen  Functionen  ux,  u2  .  .  .  un  darstellen.  Alsdann  ver- 
stehen wir  unter   der  Discriminante  der  Form  X  das  Quadrat 

der  Functional- Determinante,  welche  aus  den  in  den  Factoren  u 
auftretenden  constanten  Coefficienten  gebildet  ist**).  Nun  sind 
zwar,  wenn 

X  =  UxU3  . .  .  un  (2) 

eine  solche  gegebene  zerlegbare  Form  ist,  die  Functionen  «^t^  ...  un 
nur  bis  auf  constante  Factoren  bestimmt,  und  man  könnte  sie, 
ohne  X  zu  ändern,  durch  cxUi,  c^u^  . .  .  cnun  ersetzen,  wo 
Ci,  c2  . .  .  cn  beliebige  Constanten  bedeuten,  die  nur  der  Bedingung 
genügen  müssen,  dass  ihr  Product  =  1  ist;  hieraus  ergiebt  sich 
aber,  dass  A(^)  von  der  Wahl  dieser  Constanten  unabhängig, 


*)  Solche  Formen  sind  zuerst  von  Lagrange  betrachtet  in  der  Ab- 
handlung: Sur  la  Solution  des  problemes  indüermines  du  second  degre. 
§.  VI.  Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin.  T.  XXIII,  1769.  (OEuvres  de  L.  T.  H, 
1868,  p.  375.)  —  Additions  aux  Clemens  d'Algebre  par  L.  Etiler.    §.  IX. 

**)  Hermite:  Su/r  la  theorie  des  formes  quadratiques  (Crelle's  Journal, 
Bd.  47,  S.  331).  —  Die  Discriminante  der  binären  quadratischen  Form 
a  x2  -}-  b  x  y  +  c  y2  ist  =  b2  —  4  a  c. 
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also  durch  die  Form  X  allein*  vollständig  bestimmt  ist    Dasselbe 
folgt  auch  aus  dem  Satze 

a^Trv»    Y    3t1rv~    Y  Stl/x»    Y 

(3) 


~  ~-  8^8^  8a*8#,         dxndxn~K     ~J    ^v~" 

welcher  aus 

8*logX_ 

dxrdx8 

8logU!  Slogwi      81ogt*2  Slogtia                8 log un  8 log un 
dxr       dx9     '      dxr       dx9     '           '      dxr        dx, 

hervorgeht  *nd  leicht  in  verschiedene  andere  Formen,  z.  B. 

v        8X               8X 
8  a?!                dxn 

• 

8  X       8»  X               82  X 
dxi     8  #i  8  Xi          d  Xi'd  xn 

=  (— 1)»  X»-1  A  (X) 

8X        82X               82X 

dxn    dxndxi         dxndxn 

(4) 


umgewandelt  werden  kann.  Besitzt  X  lauter  ganze  rationale 
Coefficienten,  so  wollen  wir  deren  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  t  auch  den  Theiler  der  Form  X  nennen  (vergl.  §.  61);  da 
sich  nun  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  dass  der  Theiler  eines 
Productes  aus  beliebigen  Formen  mit  ganzen  rationalen  Coefficien- 
ten gleich  dem  Producte  aus  den  Theilern  der  einzelnen  Formen 
ist*),  so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dass  A(X)  eine 
ganze  rationale,  durch  P  theilbare  Zahl  ist.  Wir  bemerken  ferner, 
dass  A(aX)  =  a2A(X)  ist,  wenn  a  irgend  einen  constanten 
Factor  bedeutet 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  die  Betrachtung  derjenigen 
zerlegbaren  Formen  X,  welche  den  Idealen  des  Körpers  iß  ent- 
sprechen und  auf  die  folgende  Weise  entstehen.  Zunächst  wählen 
wir  eine  bestimmte  Basis  o11  gj3  .  .  .  on  für  das  aus  allen  ganzen 
Zahlen  co  des  Körpers  bestehende  Ideal 

o  =  [<»!,  g>3  .  .  .  an]  '  .  (5) 

und  setzen  die  Grundzahl  A(&)  des  Körpers,  d.  h.  die  Discrimi- 
nante 


*)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  42. 

Dirichlet,  Zahlentheorie,  35 
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A  (©!,  cj2  .  .  •  On)  =  T>.  (6) 

Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  ist  N(a),  also  auch  jedes  Product 
a>N(a)  theilbar  durch  a  (nach  §.  169,  1.);  es  wird  daher  auch  jede 
Basiszahl  (or  des  Moduls  o  durch  Multiplication  mit  N(a)  in  eine 
Zahl  des  durch  o  theilbaren  Moduls  o  verwandelt,  woraus  (nach 
§.  165,  (9))  folgt,  dass  jedes  Ideal 

a  =  [au  «2  .  .  .  ccn]  (7) 

gesetzt  werden  kann,  also  ein  endlicher  Modul  ist,  dessen  Basis 
aus  n  von  einander  unabhängigen  Zahlen  ax,  «j,  .  .  .  an  besteht. 
Da  dieselben  ganze  Zahlen  sind,  so  gelten  n  Gleichungen  von  der 
Form  *) 

ar=2ar,,ra„  (8) 

wo  die  Coordinaten  ar%8  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  zwar 
wollen  wir  die  Basiszahlen  stets,  wie  wir  ein-  für  allemal  bemerken, 
so  wählen,  dass  die  aus  diesen  Coordinaten  gebildete  Determinante 
einen  positiven  Werth  erhält,  dass  also 

1  ±  «1,1  «2,2  •  •  •  <*>n,n  =  N(d)  (9) 

wird  (nach  §.  165,  (22)).  Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt 
ferner  (nach  §.  164,  (7)),  dass  die  von  der  Wahl  der  Basis  unab- 
hängige Discriminante 

A  («x,  a2  •  •  .  ««)  =  D  N(ay  (10) 

ist. 

Wir  fuhren  jetzt  ein  System  von  n  unabhängigen  Variabelen 

%i,  x2  .  .  .  xn  und  die  homogene  lineare  Function 

a  =  2#*«*  (11) 

ein;  dann  kann  man,  weil  jedes  Product  ar  g>8  in  dem  Ideal  a  ent- 
halten ist, 

acjr  =  5>r,*a*  —  2av,*a*,,'GV  (12) 

setzen,  wo  die  w3  Grössen  xr,8  homogene  lineare  Functionen  der 
Veränderlichen  xx ,  x2  .  .  .  xn  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten 
bedeuten;  setzt  man  daher  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante 


*)  Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit  *,  *',  *"  .  .  .  ausschliesslich 
Summationsbuchstaben ,  welche  die  n  Werthe  1,  2  ...  n  durchlaufen 
sollen,  und  ein  einfaches  Summenzeichen  2  bezieht  sich  stets  auf  alle 
solche,  hinter  demselben  auftretende  *,  #',  *"  .  .  .,  während  r,  s  .  .  .  con- 
stante  Indices  bedeuten. 
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2+^1,1^2,2   •  •  •  %n,n  =   X,  (13) 

so  ist  X  eine  ganze  homogene  Function  der  n  Variabelen  x„  deren 
Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  wir  wollen  sagen, 
diese  Form  X  entspreche  der  Basis  au  o^  .  .  .  an  des  Ideals  ct.  So 
oft  nun  die  Variabelen  x^  rationale  Werthe  erhalten,  wird  a  eine 
Zahl  des  Körpers  Ä,  und  aus  (12)  folgt  (nach  §.  164,  (10)),  dass 
die  Norm  von  a  durch  Multiplication  der  beiden  aus  den  Grössen 
#Mr  und  aM>  gebildeten  Determinanten  (9)  und  (13)  entsteht, 
dass  also 

N(a)  =  N(a)  X  (14) 

ist;  da  nun  diese  Norm  das  Product  der  n  mit  a  conjugirten 
Zahlen,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  Variabelen  #, 
sind,  und  da  zufolge  (10)  die  Discriminante  dieses  Productes 
=  DN(a)2  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  X  ebenfalls  eine  zerlegbare 
Form,  und  dass  ihre  Discriminante 

A(X)  =  D  (15) 

ist. 

Legt  man  den  Variabelen  xk  ganze  rationale  Werthe  bei,  so 
wird  a  theilbar  durch  et,  und  umgekehrt  wird  jede  Zahl  des 
Ideals  a  durch  ein  und  nur  ein  solches  System  von  Werthen  #, 
erzeugt;  dann  ist 

oa  =  am,    N(a)  =  N(a)X=±N(a)N(m), 
mithin 

X  =  +  N(m)  =  ±  (a,  o  a).  (16) 

Ist  nun  Je  eine  beliebig  gegebene  ganze  rationale,  von  Null  ver- 
schiedene Zahl,  so  kann  man  (nach  §.  174,  9.)  die  Zahl  a  aus  dem 
Ideal  a  so  auswählen,  dass  (a,oa),  also  auch  der  zugehörige  Werth 
der  Form  X  relative  Primzahl  zu  Je  wird,  woraus  unmittelbar  folgt, 
dass  X  eine  ursprüngliche,  d.  h.  eine  solche  Form  ist,  deren 
Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Verfährt  man  bei  der  Eintheilung  der  Ideale  in  Classen  so, 
wie  es  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Paragraphen  beschrieben 
ist  —  und  dies  soll  im  Folgenden  immer  geschehen  — ,  so  wird, 
wenn  a  der  Classe  A  angehört,  und  m  jedes  beliebige  Ideal  der 
inversen  Classe  A—1  bedeutet,  immer  eine  Zahl  a  von  positiver 
Norm  existiren,  welche  der  Bedingung  oa  =  am  genügt,  und 
gleichzeitig  wird  X  ==  +  JV(m);  mithin  können  durch  die  FormX 
die  Normen  aller  in  der  Classe  A—1  enthaltenen  Ideale  m  dar 
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gestellt  werden  (vergl.  §.  60).  Umgekehrt  leuchtet  ein ,  dass  jeder 
durch  die  Form  X  darstellbare  positive  Werth,  welcher  ganzen 
rationalen  Werthen  der  Variabelen  x^  entspricht,  die  Norm  eines 
solchen  Ideals  m  ist. 

Wählt  man  für  dasselbe  Ideal  q  ein  beliebiges  anderes  System 
von  Basiszahlen  &,  fi2  .  .  .  /3„,  die  aber  ebenfalls  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
positiv  ist,  so  ist 

ßr  =  ICr^a^      2  ±Ci,iC2,2  .  .  .  C„,n  =  +  1  (17) 

und  die  der  Basis  ax,  o^  .  .  .  «n  entsprechende  Form  X  geht  durch 
die  Substitution 

Xr=l  Ctir  Vi,  (18) 

deren  Coefficienten  c^^i  ganze  rationale  Zahlen  sind,  in  eine 
äquivalente  Form  Y  über,  welche  der  neuen  Basis  entspricht  und 
eine  ganze  homogene  Function  der  neuen  Variabelen  y$  ist  Um- 
gekehrt, wenn  Y  mit  X  äquivalent  ist,  d.  h.  wenn  X  durch  eine 
Substitution  von  der  Form  (18)  mit  ganzen  rationalen  Coefficien- 
ten c,jff,  deren  Determinante  =  +  1  ist,  in  Y  übergeht,  so  giebt 
es  offenbar  eine  Basis  des  Ideals  a,  welcher  diese  Form  Y  ent- 
spricht. Allen  Basen  desselben  Ideals  a  entspricht  daher  eine 
bestimmte  Formenclasse ,  d.  h.  ein  System  von  Formen  X,  Y . . . 
der  Art,  dass  je  zwei  von  ihnen  einander  äquivalent  sind,  und  wir 
wollen  sagen,  dass  diese  Formenclasse  dem  Ideale  a  entspricht. 
Ist  ferner  n  ein  beliebiges  mit  a  äquivalentes  Ideal,  so  giebt  es 
zwei  Zahlen  ^,  t]'  von  positiver  Norm,  welche  der  Bedingung 
at}'  =±=  ni?  genügen;  setzt  man  nun  i?'«,,  =  i\v„  so  bilden  die 
n  Zahlen  v$  offenbar  eine  Basis  des  Ideals  n,  und  aus  (12)  geht 
durch  Multiplication  mit  r/  und  Division  mit  rj  hervor,  dass  die 
Form  X  auch  dem  Ideal  n,  mithin  die  Formenclasse  auch  allen 
Idealen  der  Classe  A  entspricht.  Jeder  Idealclasse  entspricht 
daher  eine  bestimmte  Formenclasse.  Die  schwierigere  Frage  aber, 
ob  mehreren  verschiedenen  Idealclassen  eine  und  dieselbe  Formen- 
classe entsprechen  kann,  müssen  wir  der  Kürze  halber  hier  un- 
erörtert  lassen.  Dasselbe  gilt  von  der  Aufgabe,  alle  Transforma- 
tionen der  Form  X  in  sich  selbst  zu  finden,  und  wir  beschränken 
uns  auf  die  einleuchtende  Bemerkung,  dass  durch  jede  Einheit  s, 
deren  Norm  positiv,  also  =+1  ist,  eine  solche  Transformation 
erzeugt  wird,  weil  die  n  Zahlen  ea,,  ebenfalls  eine  Basis  des 
Ideals  a  bilden  (vergl.  §§.  62,  83  —  85). 
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Die  CompositioH  der  Formen  X  entspricht  der  Multiplication 
der  Ideale.    Es  seien  zwei  beliebige  Ideale 

a  =  [«i,  «,  .  .  .  «,],    b  =  [ßu  0,  . . .  ßn]  (19) 

mit  bestimmten  Basen  «,.  ßt  gegeben,  so  kann  man  ihr  Product 

ab  =  c  =  [ft,ft  ...)>.]  (20) 

setzen;  aus  dem  Begriffe  der  Multiplication  der  Ideale  (§.  170) 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  ab  ein  endlicher  Modul  ist,  welcher 
die  w2  Producte  atß§f  zu  Basiszahlen  hat;  zwischen  diesen  und  den 
n  Basiszahlen  yh  desselben  Moduls  müssen  daher  (zufolge  §.  165, 
(14) — (16))  Relationen  von  der  Form 

arß9  =  Ipt'Y.,    Yr  =  Vq'r '''«.  A'  (21) 

Statt  finden,  wo  die  Coefficienten  p,  q  ganze  rationale  Zahlen  sind; 
die  8ämmtlichen  Determinanten  P,  welche  sich  aus  je  n  der  n* 
Zeilen 

X',    K' •  •  .  K'in    Pi'  (22) 

bilden  lassen,  sind  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler.  Man 
führe  jetzt  drei  Systeme  von  je  n  Variabelen  x„  y„  *k  ein  und 
setze 

«  =  2>,a„   ß  =  2y>ß„   y  =  2**r*,  (23) 

so  wird 

N(a)  =  N(a)X,    N(ß)  =  N(b)Y,    N(y)  =  N(c)Z,       (24) 

wo  X,  F,  Z  die  den  obigen  Basen  der  Ideale  a,  b,  c  entsprechen- 
den Formen  bedeuten.  Macht  man  nun  die  Variabelen  *,  durch 
die  bilineare  Substitution 

*r  =  Z2>'r'''^y,,  (25) 

zu  Functionen  der  Variabelen  xt,  y„  so  wird 

y  =  aß,    also  N(y)  =  N(u)N(ß),  (26) 

und  da  ausserdem  N(c)  =  N(a)  N(b)  ist,  so  folgt 

Z  =  X  F,  (27) 

d.  h.  die  Form  Z  geht  durch  die  Substitution  (25)  in  das  Product 
der  beiden  Formen  X,  Y  über,  und  wir  wollen  deshalb  sagen,  die 
Form  Z  sei  aus  den  beiden  Formen  X,  Y  zusammengesetzt. 

Diese  Formen  sind  durch   die  Substitution  (25)  vollständig 
bestimmt.    Aus  (26)  folgt  nämlich  zunächst 
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nun  lassen  sich  die  Zahlen  yM  weil  sie  in  c  und  also  auch  in  b 
enthalten  sind,  in  der  Form 

darstellen,  wo  die  Coefficienten  ct^t  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten, deren  Determinante 

1  ±  0i,i c2,2  .  •  •  *«,n  =  (&,  0  =  N(a) 
ist;  es  wird  mithin 

woraus 

also 

x  =  ^;  +  |£i^...|^l  (29) 

folgt     Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  natürlich  aus  den 
Gleichungen 

/»«r  =  s|f;n  (30) 

die  Form 

Unsere  obigen  Gleichungen  (12)  und  (13)  gehen  offenbar 
durch  die  specielle  Annahme  b  =  0  aus  den  allgemeinen  Glei- 
chungen (28)  und  (29)  hervor.  Die  in  den  letzteren  auftretenden 
n2  Grössen 

|ff  =  2j»f*.  (32) 

sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  #,  mit  ganzen 
rationalen  Coefficienten  p%%  und  zwar  sind 

jpii*.   *!••... rt"1'*,   PY  (33) 

die  in  einer  und  derselben  Zeile  enthaltenen  Coefficienten.    Es  ist 

nun  von  Wichtigkeit,  dass  umgekehrt  die  n  Variabelen  xk  sich 

fauf  unendlich  viele  Arten)  als  homogene  lineare  Functionen  der 

Grössen  (32)   mit  ganzen  rationalen   Coefficienten  darstellen 

>n,  oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die 
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sämmtlichen  Determinanten  JR,  welche  aus  je  n  von  den  w3  Zeilen 
(33)  gebildet  und  von  den  oben  mit  P  bezeichneten  Determinanten 
wohl  zu  unterscheiden  sind,  ebenfalls  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben.  Um  dies  Letztere  zu  beweisen,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  die  Determinanten  R  gewiss  nicht  alle  verschwin- 
den; denn  betrachtet  man  z.  B.  solche  n  Zeilen  (33),  in  welchen 
der  Index  s  ungeändert  bleibt,  so  ist,  wie  sich  durch  Vertauschung 
der  Horizontal-  und  Verticalreihen  unter  Berücksichtigung  von  (21) 
leicht  ergiebt,  die  entsprechende  Determinante 


Fi 

.  .  JJl 

= 

Fi     '  • 

•  Fn 

_  N(ß.) 

Fn      • 

'   •  Fn 

Fi 

•  Fn 

~  N(b)  ' 

also  von  Null  verschieden.  Bedeutet  nun  e  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  aller  Determinanten  JB,  so  folgt  aus  unserer 
allgemeinen  Untersuchung  über  die  Reduction  eines  endlichen 
Moduls  auf  eine  irreductibele  Basis  (§.  165,  (19),  (20)),  dass  sich 
zwei  Systeme  von  ganzen  rationalen  Zahlen  h £*  und  eri8  aufstellen 
lassen,  welche  den  Bedingungen 

PÜ*  =  lhk°eri„    2  +  01,1*2,2  •  •  •  *».»  =  e 
genügen  *).  Hierauf  definire  man  n  Zahlen  /*,  durch  die  Gleichungen 


*)  Man  braucht  offenbar  nur  n  beliebige,  aber  von  einander  unab- 
hängige Zahlen  «°  zu  wählen  und  den  Modul,  dessen  Basis  aus  den 
n2  Summen 

besteht,  auf  eine  irreductibele,  also  aus  n  Zahlen 
bestehende  Basis  zu  reduciren,  so  wird 

tn  *•      m      i  j 

und  hieraus  ergeben  sich  die  obigen  Beziehungen.  —  Versteht  man  aber 
unter  den  n  Zahlen  «J  die  zu  den  Zahlen  a&  complementären  Zahlen 
(§.  164  Anm.),  so  wird  e$  =  ß8  yJJ,,  wo  die  Zahlen  y\  wieder  comple- 
mentär  zu  den  Zahlen  y &  sind,  und  hierdurch  gewinnen  diese  Grössen 
eine  unmittelbare  Bedeutung  für  die  obige  Untersuchung;  in  der  all- 
gemeinen, hier  gänzlich  unterdrückten  Theorie  der  gebrochenen  Ideale, 
zu  welchen  auch  die  mit  a,  fr,  c  complementären  Ideale  a°,  b°,  c°  gehören, 
wird  nämlich  leicht  gezeigt,  dass  fr  c°  =  a°  ist,  woraus  offenbar  folgt,  dass 
die  Determinanten  B  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 


i 
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eur  =  ^e^p» 
aus  denen  durch  Umkehrung 

folgt,  wo  die  Coefficienten  e\hi  ganze  rationale  Zahlen  sind,  deren 
Determinante 

ist,  weil 

%e[tre§t9  =  e  oder  =  0 

ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  ungleich  sind.  Mit  Rücksicht 
auf  (21)  folgt  nun  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

mithin  ist  b(ir  theilbar  durch  et  =  eab,  also  /ir  theilbar  durch 
ea,  und  hieraus- folgt,  dass  alle  Coefficienten  e\^r  durch  e  theilbar 
sind,  mithin  e  =  1  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Derselbe  Satz  gilt  selbstverständlich  auch  für  die  Determi- 
nanten 5,  welche  aus  je  n  Zeilen  von  der  Form 

pfi1.  i»5,..-j»5"-1,   P'JT  (34) 

gebildet  sind;  also  lassen  sich  die  n  Variabelen  yt  auch  als  homo- 
gene lineare  Functionen  der  w2  Grössen 

|^7  =  2i»5'y.,  (35) 

und  zwar  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  darstellen. 

Ganz  ähnliche  Eigenschaften,  wie  die  linearen  Functionen 
(32)  und  (35),  besitzen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Determi- 
nanten (n—  l)ten  Grades,  di  h.  die  Coefficienten,  mit  welchen  sie 
in  den  Determinanten  (29)  und  (31)  behaftet  sind.  Zu  jedem 
beliebigen  Ideal  a  gehört,  weil  N(a)  durch  a  theilbar  ist,  ein 
adjungirtes  Ideal 

a'  =  [«I,  «a  .  .  .  <],  (36)- 

welches  durch  die  Bedingung 

oN(a)  =  aa' 
vollständig  bestimmt  ist;  offenbar  ist  . 

und  folglich  ist  aN(a)n-2  das  zu  a'  adjungirte  Ideal.    Ist  ferner  a 
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eine  beliebige  Zahl  des  Ideals  a,  und  setzt  man  wieder,  wie  in  (16), 
oa  =  am,  so  folgt,  wenn  man  mit  m'  das  zu  m  adjungirte  Ideal 
bezeichnet, 

o  N(a)  =  oN(a)$f(m)  =  üo'mw'  =  ao'm'; 

es  ergiebt  sich  daher  von  Neuem,  dass  N(a)  durch  a  theilbar  ist 
(§.  167,  (1)),  und  wenn  a'  die  zu  a  adjungirte,  durch  die  Gleichung 

N(a)  =  aa'  '  (37) 

definirte  Zahl  bedeutet,  so  folgt  oa'  =  a'm',  d.  h.  a'  ist  theilbar 
durch  a',  also  von  der  Form 

«'  =  2*;«;,  (38) 

wo  die  n  Coefficienten  x\  ganze  rationale  Zahlen  sind,  die  in 
bestimmter  Weise  von  den  ganzen  rationalen  Zahlen  #,  in  (11) 
oder  (23)  abhängen.  Setzt  man  nun  wieder  ab  =  c  und  behält 
alle  hierauf  bezüglichen,  im  Vorhergehenden  gebrauchten  Bezeich- 
nungen bei,  so  folgt 

a'c  =  bN(a)  =  N(a)[ßußi...ßny, 

man  kann  daher,  wenn  man  die  Grössen  x\  in  (38)  als  willkürliche 
Variabele  ansieht,  n  Gleichungen  von  der  Form 

*'Vr  =  N(*)Y.x'r%kß>  (39) 

aufstellen,  welche  den  Gleichungen  (28)  entsprechen ;  die  n3  Grössen 
x[  &f  sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  x\  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten,  und  umgekehrt  lassen  sich,  wie 
oben  gezeigt  ist,  die  Variabelen  x\  (auf  unendlich  viele  Arten)  als 
ebensolche  Functionen  von  den  Grössen  x\  lf  darstellen.  Multipli- 
cirt  man  aber  (39)  mit  a  unter  Berücksichtigung  von  (37)  und  (24), 
so  ergiebt  sich 

XjV  =  a2<,0n  (40) 

und  hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  (28)  hervor,  dass  xm8  der 
Coefficient  ist,  mit  welchem  das  Element  (32)  in  der  Determinante 
(29)  multiplicirt  wird.  Die  sämmtlichen  Grössen  x\  ^  und  folg- 
lich auch  die  Grössen  x\,  welche  letzteren  offenbar  von  der  Wahl 
der  Basis  des  Ideals  ar  abhängen,  sind  daher  ganze  homogene 
Functionen  (n — l)*611  Grades  von  den  Variabelen  x>  mit  ganzen 
rationalen  Coefficienten,  und  hiermit  ist  unsere  obige  Behauptung 
bewiesen.  — 
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Auf  diese  kurze  Darstellung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
der  Formen  X  müssen  wir  uns  hier  beschränken;  allein  wir 
dürfen  nicht  unterlassen  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
diese  Formen  X,  deren  Discriminante  =  D  ist,  nur  einen  unend- 
lich kleinen  Theil  aller  zerlegbaren  Formen  bilden,  welche  dem 
Körper  Sl  entsprechen ,  und  wir  wollen  hierüber  wenigstens  noch 
Folgendes  bemerken*).  Wählt  man  nach  Belieben  eine  aus  n 
ganzen  oder  gebrochenen  Zahlen  a,  bestehende  Basis  des  Kör- 
pers Ä,  .so  bilden  dieselben  zugleich  die  Basis  eines  endlichen 
Moduls  a,  welcher  als  solcher  auch  die  erste  Haupteigenschaft 
eines  Ideals  besitzt  (§.  168,  I.),  während  ihm  die  zweite  im  All- 
gemeinen fehlen  wird,  und  dieser  letztere  Umstand  veranlasst 
zunächst  die  Frage  nach  dem  Inbegriffe  n  aller  derjenigen  Zahlen  v, 
für  welche  der  Modul  av  durch  a  theilbar  wird.  Damit  v  eine 
solche  Zahl  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  jedes  der 
n  Producte  vau  va2  .  .  .  van  in  a  enthalten,  also  von  der  Form 
2  #*  «*  sei,  wo  die  Coefficienten  x^  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
und  hieraus  folgt  offenbar,  dass  v  jedenfalls  eine  ganze  Zahl  des 
Körpers  Sl  ist ;  da  ferner  einleuchtet,  dass  die  Zahlen  v  sich  durch 
Addition  und  Subtraction  reproduciren ,  so  ist  das  fragliche 
System  n  ein  durch  o  theilbarer  Modul.  Ist  aber  ra  eine  beliebige 
Zahl  in  o,  so  sind  die  n  Producte  oaj,  ö^  ,  ..  o«„  gewiss  in  & 
enthalten  und  folglich  von  der  Form  2#,an  wo  die  Coefficienten 
#i  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahlen  sind;  man  kann  daher 
eine  von  Null  verschiedene  rationale  Zahl  m  so  wählen,  dass  jedes 
der  Producte  mz&  eine  ganze  Zahl,  mithin  mco  eine  Zahl  des 
Moduls  n  wird.    Hieraus  folgt  (nach  §.  165,  (9)),  dass 

n  =  Oi,  v2  . .  .  vn],    vr  =  2&r,,<»* 
gesetzt  werden  kann,  wo  die  Coordinaten  kr%8  ganze  Zahlen  sind,  und 

(o,  n)  =  2  +  *i,ila,a  •  •  •  *»,n 

von  Null  verschieden  ist.  Aus  der  Definition  von  n  ergiebt  sich 
ferner  unmittelbar,  dass  die  Zahlen  v  sich  auch  durch  Multiplica- 
tion  reproduciren,  und  dass  die  Zahl  1  in  n  enthalten  ist;  mithin 
ist  n  eine  Ordnung  (§.  172),  und  wir  wollen  dieselbe  die  Ordnung 
des  Moduls  et  nennen**).    Die  Ordnung  von  n  ist  offenbar  n  selbst 


*)  Vergl.  die  in  §.  172  citirte  Schrift  des  Herausgebers. 
**)  Ein  Ideal  ist  daher  zufolge  der  ursprünglichen  Definition  (§.  168) 
ein  durch  o  theilbarer  Modul,  dessen  Ordnung  =  o  ist. 
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Verfährt  man  nun  mit  dem  Modul  a  genau  ebenso,  wie  oben  in 
den  Gleichungen  (11)  bis  (15)  mit  dem  Ideal  a,  indem  man  nur 
an  Stelle  von  o  die  Ordnung  n  eintreten  lässt,  so  gelangt  man  zu 
einer  entsprechenden  zerlegbaren  Form  X,  deren  Discriminante 
=  D  (o,  n)3  ist 


§-  177. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  in  einem 
endlichen  Körper  &  enthaltenen  ganzen  Zahlen  ist  die  Frage  nach 
dem  Inbegriff  aller  unter  ihnen  befindlichen  Einheiten.  Im  Körper 
der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur  die  beiden  Einheiten  +  1 ,  und 
dasselbe  gilt  für  alle  quadratischen  Körper  von  negativer  Grund- 
zahl D,  mit  Ausnahme  der  beiden  Fälle  D  =  —  3  und  D  =  —  4, 
in  welchen  sechs,  resp.  vier  Einheiten  vorhanden  sind.  Bei  allen 
anderen  Körpern  ist  aber  die  Anzahl  der  Einheiten  stets  unend- 
lich gross,  und  es  ist  äusserst  schwierig  gewesen,  den  Zusammen- 
hang zwischen  allen  diesen  Einheiten  genau  zu  ergründen  und  in 
der  einfachsten  Form  darzustellen ;  für  den  Fall  der  quadratischen 
Körper  von  positiver  Grundzahl  D  fallt  diese  Frage  im  Wesent- 
lichen zusammen  mit  der  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung 
t2  —  Du2  =  4,  und  wir  haben  schon  früher  bemerkt,  dass  die 
Existenz  solcher  Lösungen  £,  w,  in  welchen  u  nicht  verschwindet, 
zuerst  von  Lagrange  bewiesen  ist.  Die  Principien,  welche  diesem 
Beweise  zu  Grunde  liegen,  sind  endlich  von  Dirichlet  zur  höchsten 
Allgemeinheit  erhoben,  und  ihm  gebührt  der  Ruhm,  zuerst  eine 
strenge  und  vollständige,  alle  endlichen  Körper  umfassende  Theorie 
der  Einheiten  aufgebaut  zu  haben  (vergl.  §§.  83,  141).  Wir  kleiden 
dieselbe  in  unsere  Ausdrucksweise  ein  und  heben  die  Haupt- 
momente im  Folgenden  so  kurz  wie  möglich  hervor. 

1.  Wir  bezeichnen,  wie  bisher,  mit  &  einen  Körper  nten  Gra- 
des und  mit 

0  =   [O?!,  032  .  .  .  ttn]  (1) 

den  Inbegriff  aller  in  &  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

»  =  h  cax  -f  h2  cj2  +  •  •  •  +  Ä»  CO»,  (2) 

wo  die  n  Coordinaten  h&  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Durch  die  n  Permutationen  des  Körpers,  die  wir  mit 
Pi,  P2  .  .  .  Pn  bezeichnen,  geht  eine  solche  Zahl  oj  in  die  n  conju- 
girten  Zahlen 
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cd1  =  hi  g>[  +  A2  fi>a  +  •  •  •  +  ^n  ß>» 


über,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  variabelen  Coordi- 
naten  hh  sind.  Die  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  die  n* 
Constanten  aff\  welche  durch  die  Wahl  der  Basis  von  o  ein-  für 
allemal  bestimmt  sind.  Wir  bilden  nun,  indem  wir  unter  M(z)  stets 
den  -  analytischen  Modul  (oder  absoluten  Betrag)  der  complexen 
Zahl  z  verstehen,  für  jede  Permutation  P,  die  entsprechende  Summe 

Jf  (»{•>)  +  U{pf)  +  -  •  •  +  M(a>M) 
und  bezeichnen  im  Folgenden  mit  c  die  grösste  von  diesen  n  Sum- 
men ;  dann  leuchtet  ein,  dass,  wenn  k  irgend  eine  positive  Grösse 
und  cö  eine  Zahl  ist,   deren  Coordinaten  absolut  genommen  den 
Werth  k  nicht  überschreiten,  immer 

M (»«)  <;  ck  (4) 

sein  wird. 

2.  Die  aus  den  n2  Coefficienten  co^  gebildete  Determinante 

2  +  »>J...»Jr)  =  VD  (5) 

ist  von  Null  verschieden  (§.  166),  und  folglich  lassen  sich  die 
n  Coordinaten  hh  durch  Umkehrung  der  Gleichungen  (3)  als  homo- 
gene lineare  Functionen  der  n  conjugirten  Zahlen  «(*)  darstellen; 
die  constanten  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  ebenfalls  durch 
die  Basis  von  o  vollständig  bestimmt*).  Hieraus  schliesst  man 
ebenso,  wie  vorher,  dass,  wenn  die  n  Moduln  Jf  (©<*>)  eine  gegebene 
Constante  nicht  überschreiten,  auch  die  absoluten  Werthe  der 
Coordinaten  A,  eine  entsprechende  Constante  nicht  überschreiten 
können;  da  aber  die  Coordinaten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so 
folgt  hieraus  offenbar  der  Satz: 

Es  giebt  in  o  immer  nwr  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  o 
{oder  auch  gar  keine)  von  der  Art,  dass  die  n  Moduln  J!f  (©<*))  eine 
vorgeschriebene  Constante  nicht  überschreiten. 

3.  Der  Körper  Sl  besteht  aus  allen  Zahlen  <p(8),  welche 
durch  eine  bestimmte  algebraische  Zahl  0  rational  darstellbar 
sind,  und  diese  letztere  ist  eine  Wurzel  einer  irreductibelen  Glei- 
chung wten  Grades 


*)  Dieselben  entsprechen  den  zu  den  n  Zahlen  Wj,  a>2  .  .  .  o>n  comple- 
mentären  Zahlen  (vergl.  §.  164,  Anmerkung). 
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f(6)  =  (0-0')  (0-0")  .  .  .  (ö  — «<•>)  =  0; 

den  Wurzeln  d<*>  dieser  Gleichung  entsprechen  die  n  Permutatio- 
nen P*  des  Körpers  &,  durch  welche  derselbe  in  die  n  conjugirten 
Körper  &<*>,  und  durch  welche  eine  beliebige  Zahl  o  =  <p(0)  in 
die  conjugirten  Zahlen  ©(»>  =  <p  (0W)  übergeht  (§§.  162,  163).  Ist 
nun  z.  B.  0'  reell,  so  nennen  wir  Px  eine  reelle  Permutation,  weil 
der  Körper  &'  aus  lauter  reellen  Zahlen  besteht;  zugleich  ist  g)' 
in  (3)  eine  reelle,  d.  h.  eine  mit  lauter  reellen  Coefficienten  cd' 
behaftete,  lineare  Function  der  Goordinaten  A,.  Ist  aber  0f  ima- 
ginär ==jp-fgi,  so  nennen  wir  Pj  eine  imaginäre  Permutation, 
weil  &'  ausser  reellen  auch  imaginäre  Zahlen  enthält ;  die  n  Con- 
stanten m'  können  nicht  alle  reell  sein,  und  es  wird  folglich  die 
lineare  Function  a>'  die  Form  w  +  i?t  annehmen,  wo  u,ti  reelle 
lineare  Functionen  der  Coordinaten  A,  bedeuten.  In  diesem  Falle 
giebt  es  bekanntlich*)  immer  eine  zweite  Permutation  P8,  durch 
welche  6  in  ö"  =  p  —  qi,  und  allgemein  cd  in  cd"  =  u  —  vi  über- 
geht; wir  wollen  im  Folgenden  zwei  solche  Permutationen  Pn  Pa 
(sowie  die  Körper  &',  &"  und  die  Functionen  a>',  a>")  immer  ein 
imaginäres  Paar,  und  u,  v  das  zu  demselben  gehörige  reelle  Func- 
tionen-Paar  nennen.  Bezeichnen  wir  die  Anzahl  dieser  Paare  mit 
(n  —  v),  so  ist  2(n  —  v)  die  Anzahl  der  imaginären,  und  (2v — n) 
diejenige  der  reellen  Permutationen,  und  v  ist  die  Gesammtanzahl 
aller  imaginären  Paare  und  aller  reellen  Permutationen.  Es  wird 
sich  bald  zeigen,  dass  diese  Zahl  v  yon  der  grössten  Bedeutung 
für  die  Theorie  der  Einheiten  ist;  sie  wird  offenbar  nur  dann  =  1, 
wenn  &  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  oder  ein  quadrati- 
scher. Körper  von  negativer  Grundzahl  ist;  da  aber  in  diesen 
Fällen,  wie  oben  bemerkt,  nur  zwei  (oder  vier  oder  sechs)  Ein- 
heiten existiren,  so  bieten  sie  kein  weiteres  Interesse  dar,  und  wir 
setzen  daher  im  Folgenden  voraus,  es  sei  v  ^  2. 

4.  Wir  vertheilen  nun  die  n  Permutationen  P,  nach  Belieben 
in  zwei  Classen,  doch  so,  dass  jede  dieser  Gassen  wenigstens  eine 
Permutation  enthält,  und  dass  je  zwei  Permutationen  eines  imagi- 
nären Paares  in  eine  und  dieselbe  Classe  fallen**);  dann   gilt, 


*)  Dies  beruht  darauf,  dass  die  Gleichung  i2  +  1  =  0  in  Bezug  auf 
jeden  reellen  Körper  irreductibel  ist. 

**)  Diese  Bedingungen    würden    nur    in   dem  ausgeschlossenen  Falle 
rsl  sich  nicht  vereinigen  lassen. 
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wenn  c  seine  frühere  Bedeutung  behält,  und  allgemein  mit  a  die 
zur  ersten,  mit  ß  die  zur  zweiten  Classe  gehörenden  Functionen  ©w 
bezeichnet  werden,  der  folgende  Satz : 

Ist  a  ein  beliebig  kleiner ,  b  ein  beliebig  grosser  positiver 
gegebener  Werth,  so  kann  man  in  o  eine  Zahl  cd  so  wählen,  dass 
alle  M  (a)  <  a,  alle  M(ß)  >  b  ausfallen,  und  dass  absolut 
N(&)  <  (3c)w  wird. 

Um  dies  zu  beweisen,  richten  wir  unsqr  Augenmerk  zunächst 
ausschliesslich  auf  die  Functionen  a  der  ersten  Classe,  deren  An- 
zahl wir  mit  r  bezeichnen  wollen;  indem  wir  jedes  unter  ihnen 
befindliche  imaginäre  Paar  durch  das  zugehörige  reelle  Paar  er- 
setzen, jede  reelle  Function  a  aber  unverändert  beibehalten, 
gelangen  wir  offenbar  zu  r  reellen  Functionen  w,  die  wir  in 
bestimmter  Ordnung  mit  tvi,  m?2  .  .  .  wr  bezeichnen  wollen.  Ist 
nun  k  eine  bestimmte  positive  ganze  rationale  Zahl,  und  legt  man 
auf  alle  mögliche  Arten  den  Coordinaten  h&  Werthe  aus  der 
Reihe  der  (k  +  1)  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  (k  —  1),  k  bei,  so  erhält  man 
(k  -f  l)n  verschiedene  Zahlen  oino,  für  welche  alle  M(a)  ^  ck 
ausfallen,  und  folglich  liegen  alle  zugehörigen  Werthe  der  r  Func- 
tionen w  zwischen  —  ck  und  +  c k.  Das  durch  diese  beiden 
Zahlen  +ck  begrenzte  reelle  Zahlgebiet  wollen  wir  auf  folgende 
Weise  in  kleinere  Intervalle  eintheilen.  Da  n  >  r  >  0,  und  k  >  0 
ist,  so  ergiebt  sich  leicht*),  dass  die  Differenz 


n  n 


(fc+l)r  —  kr  >  1 

ist,  und  dass  folglich  zwischen  Minuend  und  Subtrahend  mindestens 
eine  positive  ganze  rationale  Zahl  m  liegt,  welche  mithin  den  Be- 
dingungen 

(k  +  l)n  >  mr  >  kn  (6) 

genügt;  setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

,        2ck         2e 
d  = < 


iJT^    »-/  (7) 

so  zerfällt  das  Gebiet  aller  zwischen  den  Grenzen  +  ck  liegenden 
reellen  Werthe  durch  Einschaltung  der  (m  —  1)  Zahlen 


*)  Ist  die  Constante  8  >  1,  so  hat  die  Function  (p(x)  =  (x  -\- 1)*  —  x*  —  1, 
Welche  für  x  =  0  verschwindet,  eine  Derivirte  <p'  (x)}  die  für  x  ^  0  stets 
positiv  ist,  und  folglich  ist  tp(x)  >  0  für  x  >  0. 
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—  ck  +  d,    —  ck  +  2d...    — cfc  +  (m  —  \)d 

in  m  Intervalle  von  gleicher  Breite  d,  wobei  man  diese  (m  —  1) 
Zahlen  selbst  nach  Belieben  dem  einen  oder  anderen  der  beiden 
benachbarten  Intervalle  zurechnen  kann.  Schreiben  wir  ferner 
einem  reellen  Werthe  w  die  bestimmte  Intervalhahl  s  zu,  wenn  w 
dem  von  den  beiden  Zahlen  —  c  k  -f-  (s  —  1)  d  und  —  c  k  -f  s  d  be- 
grenzten Intervalle  angehört,  so  besitzen  die  zu  einer  bestimmten 
Zahl  (o  gehörenden  r  Werthe  W\ ,  w2  .  .  .  wr  ihre  entsprechenden 
Intervallzahlen  Sj,  s2  .  .  .  sr»  und  wir  dürfen  dies  kurz  so  aus- 
drücken, dass  der  Zahl  &  diese  bestimmte  Folge  sx,  s2  .  .  •  sr  ent- 
spricht Da  jede  Intervallzahl  s  eine  der  m  Zahlen  1,  2  ...  m  ist, 
so  ist  die  Anzahl  aller  überhaupt  denkbaren  verschiedenen  Folgen* 
=  mr,  und  da  dieselbe  zufolge  (6)  kleiner  ist  als  die  Anzahl 
(k  -\-  l)w  aller  von  einander  verschiedenen  Zahlen  a>,  welche  auf 
die  oben  angegebene  Weise  gebildet  werden  können,  so  muss  es 
unter  den  letzteren  mindestens  zwei  verschiedene  A,  p  geben, 
denen  eine  und  dieselbe  Folge  von  Intervallzahlen  s1?  s2  .  .  .  sr 
entspricht;  es  werden  daher,  wenn  man  die  Werthe  der  Func- 
tionen Wi,  Wt  .  .  .  wr,  je  nachdem  sie  der  Zahl  X  oder  der  Zahl  p 
entsprechen,  mit  px,  p2  •  •  •  Pr  oder  mit  gx,  q2  .  .  .  qr  bezeichnet, 
die  absoluten  Werthe  der  DüFerenzen 

sämmtlich  ^  d  sein,  weil  jedesmal  der  Minuend  und  Subtrahend 
in  dasselbe  Intervall  fallen.  Nachdem  dieses  wichtigste  Resultat 
gewonnen  ist,  betrachten  wir  die  aus  den  beiden  ungleichen 
Zahlen  A,  p  gebildete  Differenz 

welche  ebenfalls  dem  Gebiete  o  angehört,  aber  von  Null  verschie- 
den ist.  Da  die  Coordinaten  von  k  und  p  der  Zahlenreihe 
0,  1,  2  ...  (k —  1),  k  angehören,  so  sind  die  Coordinaten  der  Zahl 
co  absolut  <;  &,  und  folglich  erfüllen  die  n  conjugirten  Zahlen  »w 
jedenfalls  die  Bedingungen  (4);  da  ferner  die  r  Grössen  w  homo- 
gene lineare  Functionen  von  den  Coordinaten  der  Zahl  co  sind, 
und  diese  letzteren  durch  Subtraction  aus  den  Coordinaten  von  X 
und  p  entstehen,  so  leuchtet  ein,  dass  die  der  Zahl  co  entsprechen- 
den Werthe  dieser  Functionen  die  folgenden 

mithin  absolut  <S  d  sind.  Hieraus  folgt  für  die  zugehörigen  Werft 
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der  in  die  erste  Classe  aufgenommenen,  mit  o  conjugirten  Zahlen  a, 
welche  entweder  mit  den  Grössen  w  übereinstimmen  oder  von  der 
Form  Wi  -f-  iw2  sind,  dass  M{ot)  <j  d  V2,  also  zufolge  (7)  auch 

Sc 


M(a)< 


2-t  (8) 

r 


ist.  Bedeutet  nun  A  das  Product  dieser  r  Zahlen  a,  und  B  das 
Product  der  übrigen  (n  —  r)  mit  cö  conjugirten  Zahlen  0,  so  ist 
N(a)  =  AB  =  ±  M{A)M{B)\  es  folgt  aber  aus  (8),  dass 
M(A)  <  (3  c)r  kr~n,  und  ebenso  aus  (4),  dass  M(B)  ^g  cn~r  k»-r 
ist;  mithin  ergiebt  sich,  dass  absolut 

JV(cö)  <  (3  c)»  (9) 

ist.  Da  ferner  N{g>)  eine  von  Null  verschiedene  ganze  rationale 
Zahl  ist,  so  wird  M(A)M(B)  ^  1,  also  M{B)  >  (3c)-'jfc»-'; 
greift  man  nun  aus  der  zweiten  Classe  eine  beliebige  Zahl  ß 
heraus  und  setzt  B  =  ßB',  so  ist  M (Bf)  <I  (cifc)w-r""1,  und 
üf  (B)  =  M(ß)  M(B%  mithin 

M(ß)>  (3  c)1— *.  (10) 

Offenbar  kann'  nun,  wie  klein  auch  a,  und  wie  gross  auch  b 
gegeben  sein  mag,  die  Zahl  h  zufolge  (8)  und  (10)  stets  so  gross 
gewählt  werden,  dass  alle  M(a)  <  a,  alle  M(ß)  >  b  ausfallen, 
während  zufolge  (9)  immer  N(g>)  absolut  <  (3c)n  wird;  was  zu 
beweisen  war. 

5.  Aus  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich,  indem 
man  dieselbe  Eintheilung  der  Permutationen  P,  in  zwei  Classen 
beibehält,  dass  man  eine  nie  abreissende  Kette  von  auf  einander 
folgenden,  von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahlen 

o  =  fli,  V2,  Vi  •  •  •  Vsi  Vs+i  •  •  •  (11) 

bilden  kann,  deren  Normen  absolut  <(3c)n  sind,  und  welche 
ausserdem  noch  die  zweite  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn  mit  a8 
der  kleinste,  mit  b8  der  grösste  der  n  Moduln 

M(n%  M{n':) . . .  *(,«)  (12) 

bezeichnet  wird,  die  Moduln 

M(r}',+1),  m(V:+1)  . . .  jffoft.) 

stets  <  a8  oder  >  b8  ausfallen,  je  nachdem  dieselben  der  ersten 
oder  der  zweiten  Classe  angehören.    Da  hieraus  aÄ  +  1  <  aB  und 
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6,+i  >  ba  folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  einer  so  gebildeten 
Kette  (11)  die  einem  beliebigen  Gliede  17,  entsprechenden  Mo- 
duln (12),  je  nachdem  sie  der  ersten  oder  zweiten  Classe  angehören, 
kleiner  resp.  grösser  sind  als  alle  Moduln,  die  den  sämmtlichen 
vorhergehenden  Gliedern  i}i,  ifr  •  •  •  Q*-i  entsprechen.  Da  nun 
die  Normen  aller  dieser  Zahlen  ganze  rationale  Zahlen  und  absolut 
kleiner  als  die  endliche  Constante  (3c)n  sind,  so  muss  es  unter 
ihnen  unendlich  viele  geben,  welche  eine  und  dieselbe,  von  Null 
verschiedene  Norm  m  haben,  und  da  die  Anzahl  der  nach  m  in- 
congruenten  Zahlen  endlich,  nämlich  =  (+m)"  ist,  so  muss  es 
unter  diesen  Zahlen  der  Kette,  deren  Norm  =  m  ist,  auch  unend- 
lich viele  geben,  welche  einander  congruent  nach  m  sind.  Wählen 
wir  nach  Belieben  zwei  solche  Zahlen  A,  j*  aus,  von  denen  X  den 
früheren,  (i  den  späteren  Platz  in  der  Kette  einnehmen  möge,  so 
ist  A  =  ft  (mod.  m),  und  da  m  =  N(fi)  durch  ft  theilbar  ist 
(§.  167,  (1)),  so  ist  auch  l  durch  p  theilbar;  setzt  man  daher 
l  =  ftf,  so  ist  s  eine  ganze  Zahl,  und  da  N(X)  =  JV(ft)-  eine  von 
Null  verschiedene  Zahlm  ist,  so  folgt  N(e)  =  1,  d.  h.  s  ist  eine  Ein- 
heit; da  ferner  A<*>  =  pM  £(*),  also  auch  M (A<*>)  =  M (f*(*>)  M («<*>) 
ist,  und  die  Grössen  M(fi^),  je  nachdem  sie  der  ersten  oder 
zweiten  Classe  angehören,  kleiner  resp.  grösser  als  die  Grössen  M (A<'>) 
sind,  so  ist  entsprechend  M(s^)  >  1  oder  <  1.  Versteht  man 
unter  einer  Einheit  im  Folgenden  stets  eine  Zahl  in  0,  deren  Norm 
=  -f  1 ,  nicht  =  —  1  ist,  so  haben  wir  daher  folgendes  Resultat 
gewonnen: 

Es  giebt  eine  Einheit  von  der  Art,  dass  die  Moduln  der  mit 
ihr  conjugirten  Zahlen  in  der  ersten  Classe  >  1,  in  der  zweiten 
<  1  sind. 

6.  Von  jetzt  ab  wollen  wir,  wenn  unter  den  Permutationen  P& 
imaginäre  Paare  vorhanden  sind,  von  jedem  solchen  Paar  nur  die 
eine  beibehalten,  die  andere  gänzlich  fallen  lassen.  Es  bleiben 
dann  v  Permutationen 

-^1»  -^2  •  •  •  -*Vi  (l*v 

denen  die  mit  o  conjugirten  Zahlen 

ra',  ra"  .  .  .  ©("> 

entsprechen.  Wir  wollen  ferner,  wenn  e  eine  Einheit  ist,  mit  dem 
Zeichen  lx  (s)  den  reellen  Bestandtheil  des  natürlichen  Logarithmen 
von  b'  oder  das  Doppelte  desselben  bezeichnen,  je  nachdem  Px 
reell  oder  imaginär  ist,   und  eine  ähnliche  Bedeutung  soll  den 
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Zeichen  Z2(f)  .  .  .  ly(e)  in  Bezug  auf  P2  .  .  .  Pv  beigelegt  werden. 
Nennt  man  diese  v  reellen  Grössen  der  Kürze  halber  die  conjugir- 
ten  Logarithmen  der  Einheit  e,  so  kann  der  zuletzt  bewiesene  Satz 
offenbar  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden : 

Vertheilt  man  die  v  Permutationen  (13)  nach  Belieben  in  zwei 
Classen,  doch  so,  dass  jede  von  ihnen  mindestens  eine  Permutation 
enthält,  so  giebt  es  immer  eine  Einheit,  deren  Logarithmen  positiv 
oder  negativ  sind,  je  nachdem  dieselben  zu  Permutationen  der 
ersten  oder  zweiten  Classe  gehören. 

Da  die  Norm  einer  Einheit  s,  also  das  Product  aller  n  mit  s 
conjugirten  Zahlen  =  1  ist,  so  folgt  aus  der  Definition  der  Loga- 
rithmen von  £,  dass  ihre  Summe 

t(«)  +  ^(«)  +  -  ..+Z„(a)  =  0  (14) 

ist,  und  hieraus  ergiebt  sich ,  dass  die  aus  den  Logarithmen  von  v 
beliebigen  Einheiten  *i,  es  .  .  .  e„  gebildete  Determinante 

2  +  \  (*l)  h  (h)  •  •  •  ly(£ y)  =  0 

ist;  lässt  man  aber  einen  dieser  Logarithmen,  z.  B.  den  letzten 
ly(e),  welcher  der  Permutation  Pv  entspricht,  stets  weg,  und  setzt 
zur  Abkürzung  die  Determinante 

9 

2  +  \(^l)\{^)  •  •  •  J„-l(£y-l)  =  L(su  s2  .  .  .  £y-l),         (15) 

so  gilt  folgender  Satz : 

Es  giebt  ein  System  S  von  (v  —  1)  unabhängigen,  d.  h.  solchen 
Einheiten  sl9  «2  •  •  •  tv—i,für  welche  die  Determinante  L  (su  s2 . . .  «y_i) 
positiv  ausfällt 

Da  nämlich  v  2>  2  ist,  so  folgt  aus  dem  obigen  Satze,  wenn 
man  Px  in  die  erste,  alle  anderen  Permutationen  aber  in  die  zweite 
Classe  aufnimmt,  die  Existenz  einer  Einheit  sXi  für  welche  ?i(ei) 
positiv  ausfällt,  womit  der  Fall  v  =  2  erledigt  ist.  Wenn  aber 
v  >  2,  und  m  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  die  <  v,  aber 
>  1  ist,  so  wollen  wir  annehmen,  man  habe  schon  (m  —  1)  Ein- 
heiten «!,  a2  .  .  .  Sm-x  gefunden,  für  welche  die  Determinante 

2  +  li  fo)  l2  (£2)  .  .  .  Zw_!  (Sw_,) 

einen  positiven  Werth  Dm  hat,  und  wir  wollen  mit  Hülfe  desselben 
Satzes  die  Existenz  einer  Einheit  sm  beweisen,  für  welche  auch 
die  Determinante 

2  i.ll(£l)h(h)  •  •  •  ?m-l(«m-l)!m(«») 
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positiv  ausfällt.  In  der  That,  ordnet  man  die  letztere  nach  den 
Logarithmen  der  neuen  Einheit  em,  so  nimmt  sie  die  Form  eines 
Aggregates 

A  *1  Om)  +  A  h  («»)  H •  4"  -Dm-1  Jm-1  (*m)  +  Dm  Im  (*m) 

an,  wo  Dm  zufolge  der  Annahme  positiv  ist,  während  die  übrigen, 
aus  den  Logarithmen  von  ex,  s2  .  .  .  £TO-i  gebildeten  Determinan- 
ten Du  Z>2  .  .  .  -Dm-i  positiv,  negativ  oder  auch  =  0  sein  können. 
Bildet  man  nun  wieder  zwei  Gassen,  und  nimmt  von  den  m  Per- 
mutationen P^  P2  *  .  .  Pm  alle  diejenigen  in  die  erste  Classe  auf, 
denen  positive  Werthe  Du  D2  .  .  .  Dm  entsprechen,  also  jedenfalls 
die  Permutation  Pm,  während  die  übrigen  und  die  Permutationen 
P«+i  .  .  .  P,,,  also  jedenfalls  Pv,  in  die  zweite  Classe  fallen,  so 
existirt  zufolge  des  obigen  Satzes  eine  Einheit  sm,  deren  Loga- 
rithmen positiv  oder  negativ  ausfallen,  je  nachdem  sie  der  ersten 
oder  zweiten  Classe  entsprechen;  mithin  enthält  das  obige  Aggre- 
gat mindestens  ein  positives  Glied  Dmlm(sm),  und  die  übrigen 
Glieder  sind  nicht  negativ,  so  dass  das  Aggregat  selbst  einen 
positiven  Werth  erhält,  was  zu  zeigen  war.  Auf  diese  Weise  kann 
man  offenbar  von  m  =  2  bis  m  =  v  —  1  fortschliessen ,  und  so 
erhält  man  zuletzt  das  in  dem  Satze  ausgesprochene  Resultat. 

7.  Wir  bilden  nun  aus  einem  solchen  System  S  von  (v  —  1) 
unabhängigen  Einheiten  sx,  s2  .  .  .  e^— u  indem  wir  die  Exponen- 
ten mu  m2  .  .  .  fny-i  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  von  —  oo  bis 
+  oo  durchlaufen  lassen,  eine  Gruppe  (S)  von  unendlich  vielen 
Einheiten 

welche  sich  durch  Multiplication  und  Division  reproduciren*),  und 
nennen  das  System  S  eine  Basis  der  Gruppe  (S);  dass  wirklich  je 
zwei  verschiedenen  Systemen  von  Exponenten  mu  m?  . .  .  my-i 
auch  zwei  verschiedene  Einheiten  ö  entsprechen,  wird  sich  aus 
dem  Folgenden  beiläufig  ergeben. 

Es  fragt  sich  nun  hauptsächlich,  ob  ausser  diesen  Einheiten  6 
noch  andere  existiren.  Ist  e  eine  beliebige  Einheit,  so  giebt  es, 
weil  die  Determinante  (15)  von  Null  verschieden  ist,  stets  ein  und 


*)  Die  nachstellenden  Untersuchungen  bieten  eine  vollständige  und 
auf  leicht  ersichtlichen  Gründen  beruhende  Analogie  mit  der  Theorie  der 
endlichen  Moduln  dar  (§.  165). 

36* 
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nur  ein  System  reeller  Werthe  d,  e2  .  .  .  c„— 1,  welche  den  v  Glei- 
chungen 

ei  h  (£i)  +  e2  lx  (s2)  H h  e„_!  ?!  (f„-l)  =  *i  (*) 

«i  *2  (*i)  +  «2  ^2  (*a)  H +  tr-i  h  (*y-i)  =  h  (*)         (17) 

eih(si)  +  ezlp(s2)  +  >  -  .+e„_i ?„(«„_!)  =  Zy(«) 

genügen,  deren  letzte  vermöge  (14)  eine  Folge  der  übrigen  ist. 
Diese  Werthe  e^  e2  .  .  .  ep-i  nennen  wir  kurz  die  Exponenten  der 
Einheit  s  in  Bezug  auf  die  Basis  S\  aus  der  obigen  Definition  der 
Grössen  li(e),  \(e)  •  .  .  folgt  offenbar,  dass  die  Exponenten  eines 
Productes  von  zwei  oder  mehreren  Einheiten  durch  Addition  der 
entsprechenden  Exponenten  der  Factoren  entstehen,  und  dass  die 
Exponenten  der  in  (16)  dargestellten  Einheit  6  aus  der  Gruppe  (S) 
die  ganzen  rationalen  Zahlen  m^  m2  .  .  .  Wy_i  sind.  Sind  die 
Exponenten  einer  Einheit  s  sämmtlich  <  1  und  nicht  negativ,  so 
soll  e  eine  in  Bezug  auf  S  reducirte  Einheit  heissen,  und  die 
Grundlage  für  alles  Folgende  besteht  in  dem  Satze,  dass  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher  reducirten  Einheiten  giebt  (zu  denen 
offenbar  die  Zahl  1  und  jede  andere  in  o  enthaltene  Einheitswurzel 
y/\  gehört).  Die  Wahrheit  desselben  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man 
in  Gedanken  die  (v —  1)  Grössen  eu  e% . . .  ev—\  in  (17)  alle  reellen 
Werthe  zwischen  0  und  1  durchlaufen  lässt,  wobei  offenbar  die 
linearen  Ausdrücke  linker  Hand  absolut  kleiner  als  eine  (konstante 
bleiben,  welche  durch  die  Coefficienten,  also  durch  die  Basis  S 
gegeben  ist;  dasselbe  gilt  daher  von  den  Logarithmen  einer  redu- 
cirten Einheit  s,  und  folglich  sind  auch  die  Moduln  aller  mit« 
conjugirten  Zahlen  kleiner  als  eine  durch  S  gegebene  Constante, 
woraus  (mit  Rücksicht  auf  den  obigen  Satz  2.)  die  Richtigkeit 
unserer  Behauptung  unmittelbar  folgt.  Hieran  schliessen  sich  die 
folgenden  Sätze: 

Jede  beliebige  Einheit  s  lässt  sich  stets  und  nur  auf  eine 
einzige  Art  als  ein  Produd  g  6  aus  einer  reducirten  Einheit  g  und 
einer  Einheit  ö  aus  der  Gruppe  (S)  darstellen. 

Denn  wenn  e  =  ga,  also  so'1  =  g  eine  reducirte  Einheit 
werden  soll,  so  muss  man,  wenn  die  Exponenten  ex,  e2  .  .  .  ev-\ 
der  Einheit  s  gegeben  sind,  die  Exponenten  f%,  m2  .  . .  mv— x  der 
in  der  Gruppe  (S)  enthaltenen  Einheit  6  als  ganze  rationale 
Zahlen  so  wählen,  dass  die  Exponenten  von  p,  d.  h.  die  Differenzen 
Ci  — mu  e2  —  niy  .  .  .  ey—x  —  mv—x  sämmtlich  <  1  und  nicht  nega- 
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tiv  werden,  was  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich 
ist;  mithin  ist  6  und  folglich  auch  q  durch  e  vollständig  bestimmt 

Ist  r  die  Anzahl  aller  von  einander  verschiedenen,  in  Bezug 
auf  S  reducirten  Einheiten  q,  und  s  irgend  eine  Einheit,  so  ist  er 
eine  in  der  Gruppe  (S)  enthaltene  Einheit 

Denn  wenn  qu  q2  .  .  .  gr  die  r  reducirten  Einheiten  q  sind, 
so  kann  man 

*  Ql   =  Vi  <*H       £  Q*  =  Vi  <*2  •  •  •  *  Qr  =  Vr  <*r 

setzen,  wo  6X,  62  •  •  •  <*r  der  Gruppe  (S)  angehören,  während 
Vit  V*  •  •  •  Vr  reducirte  Einheiten  sind;  wäre  nun  z.  B.  %  =  ifc, 
so  wäre  auch  gx  62  =  g2  <*!,  woraus  aber  nach  dem  vorhergehenden 
Satze  px  =  q2  folgen  würde,  was  nicht  der  Fall  ist;  mithin  sind 
die  r  reducirten  Einheiten  r\  sämmtlich  von  einander  verschieden, 
und  sie  fallen  daher  in  ihrer  Gesammtheit,  wenn  auch  in  anderer 
Ordnung,  mit  den  r  Einheiten  q  zusammen;  multiplicirt  man  nun 
die  vorstehenden  r  Gleichungen,  und  dividirt  man  durch  das 
Product  der  reducirten  Einheiten  q  oder  r\,  so  ergiebt  sich 
sr  =  6X62  .  .  .  ör,  und  folglich  ist  er  in  (S)  enthalten,  was  zu 
beweisen  war. 

8,  Die  Exponenten  von  er  sind  daher  immer  ganze  rationale 
Zahlen  mx,  m2  .  .  .  fny—u  und  folglich  sind  die  Exponenten 
ei,  e2  .  .  .  ev— i  einer  jeden  Einheit  e  stets  rationale  Zahlen  mit 
dem  gemeinschaftlichen  Nenner  r.  Sind  nun  d\,  d2  .  .  .  ffv_i  be- 
liebige Einheiten,  und  bezeichnet  man  mit  wh,s,  m2%8  .  .  .  m„_i,* 
die  ganzen  rationalen  Exponenten  von  ffj,  so  ist 

rli(S8)  =  w^xOOH +  wK«i,ll1(«|f-1) 

rl2(d8)  =  mh8l2(s1)-\ \-my^1%8l2(6y^1) 


und  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Determinante 

2  +  w*i,ifw2,2  •  .  •  mv_i,r_i  =  m 
setzt,  so  folgt  hieraus 

L(öx,  d2  .  .  .  5„_i)  =       _-1i(61,  fi2  .  .  .  £y_ i). 

Da  nun  iw  eine  0an#e  rationale  Zahl  und  zwar  immer  positiv  ist, 
wenn  du  d2  .  .  .  #„_ x  ebenfalls  ein  System  von  unabhängigen 
Einheiten  bilden,  so  ergiebt  sich  die  wichtige  Folgerung,  dass 
es  unter  allen  Systemen  von  (v  —  1)  unabhängigen  Einheiten 
dl9  tf3  .  .  .  d„_i  ein  solches  geben  muss,  für  welches  die  ent- 
sprechende Determinante  L(du  d2  .  .  .  8y—i)  einen  Minimalwerth 
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besitzt.    Ein  solches  System  von  (v — 1)  unabhängigen  Einheiten 
soll  ein  Fundamentalsystem  heissen. 

Wir  wollen  annehmen,  das  obige*System  S  der  (v  —  1)  unab- 
hängigen Einheiten  su  s2  .  .  .  £y_i  sei  selbst  ein  solches  Funda- 
mentalsystem, es  sei  also  L(eu  s2  .  .  .  ey— i)  der  eben  erwähnte 
Minimalwerth,  so  besitzt  S  die  wichtige  (und,  wie  man  hinzufugen 
könnte,  auch  charakteristische)  Eigenschaft,  dass  die  Exponenten 
eu  e2  .  .  .  ey^i  einer  jeden  in  Bezug  auf  S  reducirten  Einheit  s 
sämmtlich  =  0  sind;  wäre  nämlich  z.  B.  ex  von  Null  verschieden, 
also  positiv  und  <  1,  so  würde  man,  indem  man  ex  durch  e  er- 
setzte, ein  System  von  (v  —  1)  Einheiten  s,  s2  .  .  .  sy-i  erhalten, 
für  welches  die  Determinante 

Jj  ^6,  S%  •   .   •  Sy — \J  ^^  ß\  Jj  ( 6j,  S2  •  •  •   £y— 1/? 

also  kleiner  als  der  Minimalwerth  und  doch  positiv  wäre,  was 
unmöglich  ist.  Bedenkt  man  jetzt,  dass  die  Exponenten  eines 
Productes  zweier  Einheiten  durch  Addition  der  entsprechenden 
Exponenten  der  beiden  Factoren  entstehen,  so  folgt  hieraus,  dass 
jedes  Product  aus  zwei  reducirten  Einheiten  wieder  eine  reducirte 
Einheit  ist,  weil  ihre  Exponenten  sämmtlich  verschwinden.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  r  wieder  die  Anzahl  aller  verschiedenen, 
in  Bezug  auf  S  reducirten  Einheiten,  und  mit  g  irgend  eine  der- 
selben, so  ist  gr  eine  reducirte  Einheit;  sie  ist  aber  (zufolge  7.) 
auch  in  der  Gruppe  (S)  enthalten,  also  von  der  Form  (16),  und 
hieraus  folgt,  dass  diese  reducirte  Einheit 

Qr  =  1  (18) 

ist,  weil  ihre  Exponenten  m^  w^  .  .  .  my—i  sämmtlich  verschwin- 
den; da  umgekehrt,  wie  schon  oben  bemerkt,  jede  iji  o  enthaltene 
Einheitswurzel  yf\  immer  eine  reducirte  Einheit  ist,  weil  ihre  Loga- 
rithmen und  Exponenten  sämmtlich  verschwinden,  so  fallen  die 
r  reducirten  Einheiten  g  mit  allen  in  o  enthaltenen  Einheitswurzeln 
zusammen.  Da  endlich  schon  (in  7.)  gezeigt  ist,  dass  jede  Ein- 
heit s  von  der  Form  gö  ist,  wo  g  eine  reducirte,  und  6  eine  Einheit 
aus  der  Gruppe  (S)  bedeutet,  so  haben  wir  hiermit  den  folgenden 
grossen  Satz  von  Dirichlet*)  bewiesen: 


*)  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  März  1846.  —  Man  wird 
sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  derselbe  Satz  auch  dann  gilt,  wenn  o 
nicht  das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers,  sondern  eine  beliebige 
Ordnung  (§.  172)  bedeutet  (vergl.  die  zweite  Auflage  dieses  Werkes,  §.  166). 
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Bezeichnet  v  die  Gesamintanzahl  der  mit  Sl  conjugirten  reellen 
Körper,  sowie  der  Paare  von  imaginären  Körpern,  so  giebt  es  in  o 
immer  (v  —  1)  Fundamentaleinheiten  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass,  wenn  man  dieselben  beliebig  oft  in  einander  multiplicirt  und 
dividirt  und  dem  so  gebildeten  allgemeinen  Product  die  sämmtlichen 
in  o  enihaltenen  Einheitswurzeln  q,  deren  Anzahl  r  stets  endlich 
ist,  einzeln  als  Factor  zugesellt,  alle  Einheiten  in  o  und  zwar  jede 
nur  einmal  dargestellt  werden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  allen  Systemen  S  von  (v — 1)  Funda- 
mentaleinheiten £l9  £s  .  .  .  e„_i  nicht  bloss  derselbe  (positive)  Mini- 
malwerth  L(su  s2  .  .  .  Sy-i),  sondern  auch  dieselbe  Anzahl  r  der 
reducirten  Einheiten  entspricht;  bei  den  meisten  Untersuchungen 
tritt  der  aus  beiden  gebildete  Quotient 

L(eu   62    .    .   .    £y-l)  _    -ß  .jgv 

auf*),  und  diese  Grösse  besitzt  für  den  Körper  Sl  eine  Bedeutung 
von  ähnlicher  Wichtigkeit  wie  seine  Grundzahl  D  ==  d  (&). 
Durch  Betrachtungen,  welche  den  in  der  Theorie  der  Moduln 
angewendeten  durchaus  analog  sind  (§.  165,  (9)),  kann  man  leicht 
beweisen,  dass  dieser  Quotient  auch  denselben  Werth  E  besitzt, 
wenn  ex,  e2  •  •  •  *j/-i  irgend  ein  System  S  von  unabhängigen  Ein- 
heiten bilden,  und  r  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheiten  bedeutet;  doch  können  wir  hierauf,  wie  auf  viele  andere 
die  Theorie  der  Einheiten  betreffende  Fragen  nicht  mehr  eingehen. 


J.  178. 

Der  eben  bewiesene  Satz  bildet  neben  der  Theorie  der  Ideale 
die  wichtigste  Grundlage  für  das  tiefere  Studium  der  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Ä,  und  er  ist  unentbehrlich  für  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Ideeddassen  nach  Dirichlet'schen 
Principien.  Die  vollständige  und  allgemeine  Lösung  dieser  grossen 
Aufgabe,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Classenanzahl  der 
quadratischen  Formen  nur  den  einfachsten  Fall  bildet,  scheint 
nach  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  noch  in  weiter  Ferne 
zu  liegen,  allein  mit  Hülfe  des  genannten  Satzes  gelingt  es  doch 


*)  Im  Falle  v  =  1  giebt  es  nur  reducirte  Einheiten,   und  der  Zähler 
des  Quotienten  ist  =  1  zu  setzen. 
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wenigstens,  einen  wesentlichen  Theil  derselben  zu  erledigen  und 
die  Classenanzahl  als  Grenzwerth  einer  unendlichen  Reihe  darzu- 
stellen. Da  die  entsprechenden  Sätze  über  die  quadratischen 
Formen  (§§.  95,  96,  98)  hierdurch  abermals  in  ein  helleres  Licht 
gesetzt  werden,  so  wollen  wir  diese  Untersuchung  im  Folgenden 
ausführen;  hierbei  kommt  es  hauptsächlich  darauf  an,  den  nach- 
stehenden Satz  zu  beweisen. 

Ist  m  ein  gegebenes  Ideal,  und  bezeichnet  man,  wenn  t  ein 
beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  zugehörige  Anzahl  aller 
derjenigen  verschiedenen,  durch  m  (heilbaren  Hauptideale ,  deren 
Normen  nicht  grosser  als  t  sind,  so  wird  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  t 

wo  g  einen  von  m  unabhängigen,  positiven  Werth  bedeutet. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  wir  hier  (wie  am  Schlüsse 
des  §.  175)  ein  Ideal  a  nur  dann  ein  Hauptideal  nennen,  wenn  es 
eine  Zahl  a  von  positiver  Norm  giebt,  welche  zugleich  der  Bedin- 
gung o«  =  a  genügt.  Lassen  wir  daher  a  alle  ganzen  Zahlen 
von  positiver  Norm  durchlaufen,  so  werden  gewiss  alle  Hauptideale 
a  =  o«  erzeugt  werden;  ist  ferner  a0  eine  bestimmte  solche  Zahl, 
durch  welche  das  Hauptideal  a  erzeugt  wird,  und  durchläuft  s  alle 
Einheiten,  deren  Norm  (wie  in  §.  177)  =  +  1  ist,  so  werden  alle 
assocnrten  Zahlen  a  =  e  a0  und  nur  diese  dasselbe  Ideal  et  erzeugen. 
Abgesehen  von  dem  Falle  eines  imaginären  quadratischen  Körpers 
wird  daher  durch  die  Zahlen  a  jedes  Hauptideal  unendlich  oft 
erzeugt,  und  es  kommt  darauf  an,  a  solchen  Bedingungen  zu 
unterwerfen,  dass  jedes  Ideal  ooe  nur  einmal  oder  wenigstens  nicht 
unendlich  oft  auftritt;  dies  erreicht  man,  indem  man  den  analyti- 
schen Moduln  der  mit  a  conjugirten  Zahlen  «',  a" .  .  .  «(*)  oder 
deren  Logarithmen  gewisse  Beschränkungen  auferlegt.  Wir  be- 
halten (wie  in  §.  177,  6.)  von  je  zwei  Permutationen,  durch  welche 
Sl  in  ein  Paar  imaginärer  Körper  übergeht,  nur  die  eine  bei,  so 
dass  nur  v  Permutationen  Py,  P2  .  .  .  P„  und  nur  v  conjugirte 
Zahlen  «',«"...«(")  übrig  bleiben,  welche  beziehungsweise  des 
Körpern  Sl1,  Q"  .  .  .  ß(")  angehören;  wir  bezeichnen  mit  lx{a)  den 
einfach  oder  doppelt  genommenen  reellen  Bestandtheil  der  Grösse 

log«'_Ilogtf(«),  (2) 

je  nachdem  Px  reell  oder  imaginär  ist,  und  legen  den  Symbolen 
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l2(a%  J3(a)  .  .  .  ly(cc)  die  analoge  Bedeutung  bei  in  Bezug  auf 
P2,  P3  .  .  .  Py.  Offenbar  harmonirt  diese  Bezeichnung  vollständig 
mit  derjenigen,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  Einheiten 
eingeführt  haben,  und  es  leuchtet  ein,  dass  auch  jetzt  allgemein 

h(*)  +  h(*)  +  :-  +  h(«)  =  0  (3) 

ist;  da  ferner  (aß)'  =  a'ß'  und  N(aß)  =  N(cc)N(ß)  ist,  so  er- 
giebt  sich  ^  (a  ß)  =  \  (a)  -f-  lx  (/}),  und  dasselbe  gilt  für  die  übrigen 
v  —  1  Symbole.  Wir  wählen  nun  nach  Belieben  ein  System  S 
von  (v  —  1)  Fundamentaleinheiten*)  eu  e2  •  •  •  *i/-i  und  setzen  die 
demselben  entsprechende  Determinante 

L(eu  s2  .  .  .  €„_,)  =  rE,  (4) 

wo  r  wieder  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  S  reducirten  Einheiten 
bedeutet  (§.  177,  (15)  und  (19));  da  diese  Determinante  von  Null 
verschieden  ist,  so  giebt  es  für  jede  gegebene  Zahl  a  immer  (v—  1) 
vollständig  bestimmte  zugehörige  reelle  Werthe  ex  (a),  e2  (a)  .  .  . 
e ,/_!(«),  die  den  v  Gleichungen 

ei(«)?i(«i)H +  <v-i(«)Zi(«y-i)  =  *i(«) 


(5) 


el(a)ly(B1)'] +ey-1(cc)li,(ep-1)  =  lv(cc) 

genügen,  deren  letzte  vermöge  (3)  eine  Folge  der  übrigen  ist. 
Wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  für  Einheiten  gethan  haben, 
so  nennen  wir  auch  jetzt  diese  (v —  1)  reellen  Werthe  die  Expo- 
nenten**)  der  Zahl  cc  (in  Bezug  auf  S),  und  aus  der  oben  erwähn- 
ten Eigenschaft  der  Symbole  lx  (a),  l2  («)...  ergiebt  sich  offenbar, 
dass  die  Exponenten  eines  Productes  a  ß  durch  Addition  der  ent- 
sprechenden Exponenten  der  Factoren  a,  ß  entstehen.  Nennen 
wir  ferner  eine  Zahl  a  wieder  eine  reducirte  Zahl  (in  Bezug  auf  S), 
wenn  ihre  Exponenten  den  Bedingungen 

0  ^  eY(a)  <  1,    0  <J  e2(a)  <  1  .  .  .  Q  ^  e„_i(«)  <  1      (6) 


*)  Alles  Folgende  bleibt  ebenso  gültig,  wenn  unter  S  ein  beliebiges 
System  von  (v  —  1)  unabhängigen  Einheiten  verstanden  wird,  und  hieraus 
ergiebt  sich  beiläufig  auch  ein  Beweis  des  am  Schlüsse  des  §.  177  erwähn- 
ten Satzes,  dass  für  alle  solche  Systeme  S  der  Quotient  L(6V  e2  •  •  •  sv— i):r 
einen  und  denselben  Werth  E  hat. 

**)  Auf  dieselbe  Weise  könnten  die  Exponenten  einer  jeden  (von  Null 
verschiedenen)  Zahl  des  Körpers  erklärt  werden. 
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genügen,  so  folgt  hieraus  (wie  in  §.  177,  7.),  dass  in  dem  Complex 
aller  Zahlen  von  der  Form  o  0,  wo  o  eine  feste  Zahl,  ö  aber  jede 
beliebige  Einheit  aus  der  Gruppe  (S)  bedeutet,  sich  immer  eine 
und  nur  eine  einzige  reducirte  Zahl  befindet.  Bezeichnet  man 
nun  mit  qu  q2  •  •  •  Qr  die  reducirten  Einheiten,  so  besteht  der 
Inbegriff  aller  Einheiten  s  aus  den  r  Complexen  QxG,  q2ö  . . .  Qrfy 
und  folglich  besteht  der  Inbegriff  aller  Zahlen  a  =  «a0,  welche 
ein  und  dasselbe  Hauptideal  oa  =  oa0  erzeugen,  aus  den  r  Com- 
plexen a0  Qi  <*,  «o  Qv  <*  •  •  •  ao  Qr  <*;  mithin  ist  r  die  genaue  Anzahl 
aller  verschiedenen  reducirten  Zahlen,  die  sich  unter  diesen  Zahlen 
«  befinden.  Lässt  man  daher  a  alle  reducirten  ganzen  Zahlen  von 
positiver  Norm  durchlaufen,  so  tritt  jedes  Hauptideal  oa  genau 
rmal  auf. 

Damit  ein  Hauptideal  o  a  durch  das  gegebene  Ideal  m  theil- 
bar  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Zahl  «  durch  m 
theilbar,  d.  h.  in  tn  enthalten  sei;  lässt  man  daher  a  alle  in  m 
enthaltenen  reducirten  Zahlen  von  positiver  Norm  durchlaufen,  so 
wird  jedes  durch  tn  theilbare  Hauptideal  genau  rmal  erzeugt. 
Bezeichnet  man  nun  mit  T  die  Anzahl  aller  verschiedenen  durch  m 
theilbaren  Hauptideale,  deren  Normen  nicht  grösser  als  t  sind, 
und  bedenkt  man,  dass  N(a)  zugleich  die  Norm  des  durch  die 
Zahl  a  erzeugten  Hauptideals  oa  ist,  so  folgt  hieraus  offenbar, 
dass  die  Anzahl  aller  derjenigen  in  tn  enthaltenen  Zahlen  a,  welche 

der  Bedingung 

0  <  N(a)  ^t  (7) 

und  zugleich  den  Bedingungen  (6)  genügen,  =  r  T  ist  Um  end- 
lich die  Bedingung  auszudrücken,  dass  a  in  tn  enthalten  ist, 
wählen  wir  nach  Belieben  n  solche  Zahlen  ^  (i2  .  .  .  f*n?  welche 
eine  Basis  des  Ideals  m  bilden,  so  dass 

nt  =  |>i,  fi2  .  .  .  [in]  (8) 

ist  (§.  176,  (7));  die  Theilbarkeit  von  a  durch  m  besteht  dann  in 
der  Existenz  eines  Systems  von  n  ganzen  rationalen  Zahlen 
ßx,  a2  .  .  .  an<>  welche  der  Bedingung 

«  =  «i  Pi  +  <h  P*  •) hant*>n  (9) 

genügen. 

Nachdem  die  ursprüngliche  Definition  des  Zusammenhangs 
zwischen  der  Anzahl  T  und  der  Grösse  t  im  Vorstehenden  so  um- 
geformt ist,  dass  r  T  die  genaue  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen  a 
angiebt,  welche  den  Bedingungen  (6),  (7),  (9)  genügen,  gelingt  es 
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zu  beweisen,  dass  der  Quotient  T :  t  mit  unendlich  wachsendem  t 
sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähert,  der  zunächst  in  Gestalt 
eines  n  fachen  bestimmten  Integrals  gewonnen  wird.  Zu  diesem 
Zweck  fuhren  wir  ein  System  x  von  n  stetigen  reellen  unabhängigen 
Veränderlichen  xx,  x?  .  .  .  xn  ein,  bilden  daraus  mit  Hülfe  der 
obigen  Basis  des  Ideals  m  das  System  £  der  folgenden,  den  n  Per- 
mutationen des  Körpers  Ä  entsprechenden  homogenen  linearen 
Functionen 

£'  =  «if«J  +  *2  P*  H +  Xn  l*'n 

r = zltf+x%ri+. •  .+*■*:  (io) 


und  setzen  deren  Product 

nach  einem  früheren  Satze  (§.  176,  (10))  ist 

A  (fh,  f*2  •  •  •  Pn)  =  Z>  JV(m)*, 
wo  D  wieder  die  Grundzahl  A  (&)  bedeutet,  und  folglich  ist 

2  +  ritf  ...f*?}  =  #(m)VA  (12) 

Aus  den  Functionen  £',  £"  .  .  .  £<*>  und  t*  bilden  wir  ferner 
Functionen  yu  yü  .  .  .  yv  und  gu  *2  .  .  .  *„_i  genau  nach  derselben 
Regel,  nach  welcher  oben  aus  den  Werthen  a\  a"  .  .  .  «w  die 
Grössen  \  (a),  Z3  («)  . . .  \y  («)  und  ex  (a),  ^  («)  . . .  e„_i  («)  gebildet 
sind;  wir  verstehen  daher  z.  B.  unter  yx  den  einfach  oder  doppelt 
genommenen  reellen  BestandtheU  der  Grösse 

log*'— jj  log«  (13) 

je  nachdem  der  Körper  Sl'  reell  oder  imaginär  ist;  dann  ist 

Sh+JfoH +  y^  =  o,  (U) 

und  die  Grössen  eu  #2  .  .  .  zv-x  genügen  den  Gleichungen 

#i  \  (h)  H 1-  *V-i  ^i  (£v-i)  =  Vi 

(Iß) 

Offenbar  entspricht  jedem  System  x  von  reellen  Werthen  xu  x% 
.  .  .  #n,  für  welche  u  nicht  verschwindet,  ein  vollständig  bestimmtes 
System  endlicher  reeller  Werthe  zu  z2  .  .  .  *„_i. 
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Nach  diesen  Definitionen  beschränken  wir  die  Variabilität  der 
reellen  Grössen  #l9  #s  .  .  .  #*,  indem  wir  dieselben  den  Bedin- 
gungen 

0  <  u  ^  1  (16) 

und 

0  <;  0i  <  1,  0  ^  *2  <  1  .  .  .  0  <;  *„_!  <  1  (17) 

unterwerfen,  und  bezeichnen  mit  G  den  Inbegriff  aller  Systeme  z, 
welche  diesen  Bedingungen  (16)  und  (17)  genügen.  Betrachten 
wir  nun  einen  bestimmten  positiven  Werth  t  und  setzen  wir  den 
ebenfalls  positiven  Werth 

■£-».  (.8) 

so  gewinnt  die  oben  definirte,  zu  t  gehörige  Anzahl  T  oder  rT  die 
folgende  Bedeutung  für  unser  Gebiet  G.  Ist  a  eine  bestimmte 
der  rT  Zahlen,  welche  den  Bedingungen  (6),  (7),  (9)  genügen,  so 
bilden  <Jie  aus  den  in  (9)  auftretenden  ganzen  rationalen  Zahlen 
Oi,  g&2  .  .  .  o»  durch  Multiplication  mit  d  entstehenden  Grössen 

Xi  =  dau  x2  =  Ä03  .  .  .  xn  =  dan  (19) 

ein  dem  Gebiet  G  angehörendes  System  x\  und  umgekehrt,  wenn 
ein  dem  Gebiet  G  angehörendes  System  x  aus  n  Zahlen  von  der 
Form  (19)  besteht,  woö1,a2...an  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten, so  genügt  die  aus  den  letzteren  nach  (9)  gebildete  Zahl  a 
auch  den  Bedingungen  (6)  und  (7).  Beides  ergiebt  sich  unmittel- 
bar daraus,  dass  die  Gleichungen  (19)  auch  die  folgenden  nach 
sich  ziehen: 

{'  =  da',  g"  =  da"  .  .  .  {<•>  =  daM 

V 

es  wird  daher  auch  z.  B. 


also 
und 


1  1 

log £'  —  —  log u  =  log a'  —  -  log  JV(a), 


Vi  =  h («),  V*  =  Z2(«)  •  •  •  üv  =  h(<*) 

Z\  =  ti  («),  z*  =  e2  (a)  .  .  .  *„-i  =  e„-i  (a); 

mithin  gehen  die  Bedingungen  (16)  und  (7),  und  ebenso  die  Be- 
dingungen (17)  und  (6)  in  einander  über.  Bedenkt  man  ferner 
noch,  dass  je  zwei  verschiedenen  Systemen  x  von  der  Form  (19) 
auch  zwei  verschiedene  Zahlen  a  entsprechen,  was  auch  umgekehrt 
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gilt,  so  kann  man  das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  dabin 
aussprechen,  dass  rT  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen, 
dem  Gebiete  G  angehörenden  Systeme  x  ist,  für  welche  die 
Quotienten 

X\      X2  X  n 

*'  d        ö 

sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Um  nun  hieraus  den 
gesuchten  Grenzwerth  abzuleiten,  berufen  wir  uns  auf  das  folgende 
allgemeine  Princip  *),  welches  seinen  unmittelbaren  Grund  in  dem 
Begriff  eines  vielfachen  bestimmten  Integrals  findet  und  deshalb 
keines  besonderen  Beweises  bedarf: 

Besitzt  das  über  ein  bestimmtes  reelles  Gebiet  G  ausgedehnte, 
aus  lauter  positiven  Elementen  gebildete  n  fache  integral 

J  =  Jdxu  dx2  .  .  .  dxn  (20) 

einen  endlichen  Werth,  und  bezeichnet  man,  wenn  d  eine  beliebig 
kleine  positive  Grösse  ist,  mit  T'  die  zugehörige  Anzahl  aller  der- 
jenigen verschiedenen,  dem  Gebiet  G  angehörenden  Werthsysteme 
xu  x2  .  . .  xn,  welche  aus  ganzen  rationalen  Vielfachen  der  Grösse 
ü  bestehen,  so  wird  für  unendlich  kleine  Werthe  von  ä 

lim  (T  ö«)  =  J.  (21) 

In  unserem  Falle  wird  das  Gebiet  G  durch  die  Bedingungen 
(16)  und  (17)  begrenzt,  aus  welchen  unter  Berücksichtigung  von 
(11),  (13),  (15)  leicht  folgt,  dass  innerhalb  G  die  Moduln  der 
n  Grössen  £',  |"  .  .  .  gw  unterhalb  einer  endlichen,  lediglich  von 
dem  benutzten  Fundamentalsystem  8  abhängigen  Grösse  bleiben; 
mit  Rücksicht  auf  (10)  ergiebt  sich  hieraus  weiter,  dass  innerhalb 
G  auch  die  absoluten  Werthe  der  reellen  Variabelen  x^  x2  .  .  .  xn 
eine  endliche,  von  S  und  der  Basis  des  Ideals  m  abhängige  Con- 
stante  nicht  überschreiten  können,  und  folglich  hat  das  über  G 
ausgedehnte  Integral  J  ebenfalls  einen  endlichen  Werth.  Da  ferner 
nach  dem  Obigen  die  in  dem  vorstehenden  Satze  mit  T1  bezeich- 
nete Anzahl  in  unserem  Falle  =  rT,  und  8  zufolge  (18)  für  un- 
endlich grosse  Werthe  von  t  unendlich  klein  wird,  so  geht  die 
Gleichung  (21)  in 


*)  Für  den  Fall  n  =  2  fallt  dasselbe  mit  dem  in  §.  120  besprochenen 
geometrischen  Satze  zusammen. 
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Um  2  =  -  (22) 

über,  und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  J zu 
ermitteln.  Zu  diesem  Zweck  führen  wir  in  dem  Integrale  an 
Stelle  von  xu  x2  .  .  .  xn  ein  neues  System  von  n  unabhängigen 
reellen  Variabelen  ein,  und  zwar  wählen  wir  für  dieselben  die 
schon  oben  definirten  v  Grössen  u,  *u  z2  .  .  .  zv-x  und  ausserdem 
noch  (w  —  v)  Grössen  qp„  +  1,qpl,+2-»-9P»n  welche  als  Functionen 
von  #!,  x2  .  .  .  xn  dadurch  vollständig  bestimmt  sind,  dass  sie, 
mit  i  multiplicirt,  die  imaginären  Theile  der  Logarithmen  von 
|(,,),  |("+1)  .  .  .  |(n)  bilden  und  zugleich  den  Bedingungen 

0  ^  9V  +  1  <  2  TT,  0  <£  <py  +  2  <  2ä  .  .  .  0  <><pn<2it     (23) 

genügen.  Zu  jedem  Systeme  x  des  Gebietes  G  gehört  offenbar 
ein  einziges,  den  Bedingungen  (16),  (17),  (23)  genügendes  System 
der  neuen  Variabelen.  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  durch  ein 
solches  Werthsystem  w,  *i,  z2  .  .  .  *„_i,  gv+i  •  •  •  9>n  die  unter 
den  w  Grössen  £',  £"  .  .  .  |<n)  befindlichen  imaginären  Paare  in 
der  Form  a  +  b  i  mit  reellen  Werthen  a,  6  vollständig  bestimmt 
sind,  während  für  die  übrigen,  reellen  Grössen  nur  die  absoluten 
Werthe  gegeben  werden;  es  können  daher  die  Vorzeichen  dieser 
(2v  —  n)  reellen  Grössen  noch  beliebig,  doch  mit  der  aus  (16) 
fliessenden  Beschränkung  gewählt  werden,  dass  u  und  folglich 
auch  das  Product  dieser  (2v  —  n)  Grössen  positiv  ausfallt.  Be- 
deutet x  die  Anzahl  der  verschiedenen,  dieser  Forderung  genügen- 
den Bestimmungsarten,  so  leuchtet  ein,  dass  im  Allgemeinen 

x  =  2>"-»-11  (24) 

im  Falle  n  =  2  v  aber,  wo  alle  mit  &  conjugirten  Körper  imagi- 
när sind, 

x  =  1  (25) 

ist.  Da  ferner  jedem  so  erhaltenen  System  £',  £"  .  .  .  £(")  offenbar 
ein  einziges  dem  Gebiete  O  angehörendes  System  x  entspricht,  so 
ist  x  zugleich  die  Anzahl  aller  solcher  Systeme  #,  welche  einem 
gegebenen  System  der  neuen  Variabelen  entsprechen. 

Um  nun  die  Transformation  des  Integrals  auszuführen,  müssen 
wir  bekanntlich  den  absoluten  Werth  der  mit 

v»  yX\ ,  X2  *  »  •  X  y )         Xy^-i»»»X  n) 
d(u,  Zx  .  .  .  £,,_!,  «Pv  +  l  •  •  •  <Pn) 
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zu  bezeichnenden  Functional-  Determinante  der  alten  Variabelen 
in  Bezug  auf  die  neuen  bestimmen,  was  wir  nach  bekannten 
Sätzen  in  der  Weise  ausfuhren,  dass  wir  bei  dem  Uebergange  von 
jenen  zu  diesen  noch  andere  Systeme  von  Variabelen,  und  zwar 
zunächst  das  der  n  Grössen  £',  |"  .  .  .  |(n)  einschalten;  hierfür 
ergiebt  sich  aus  (10)  mit  Rücksicht  auf  (12)  die  Determinante 

q(#i,  Xj  .  .  .  xn)    1  fOß^ 

d(|',  !"...£ w)—  N(m)VD'  {    ' 

Wir  bezeichnen  ferner  mit  rx  den  Modul  von  |'  oder  dessen 
Quadrat,  je  nachdem  Pt  reell  oder  imaginär  ist;  im  ersten  Falle 
ist  {'  =  +  ri,  also  dl-'  =  +  dri\  im  zweiten  Falle  erhält  man, 
wenn  Py+i  mit  Px  ein  imaginäres  Paar  bildet, 


»I' 


dr1~2Vr1  '        8n      ~~2Vri 


S^v  +  i  89V+1 

mithin  ist  die  Determinante 

haben  daher  ra,  r8  .  .  .  r„  dieselbe  Bedeutung  für  g",  £'"  . .  .  £(">, 
wie  ri  für  £',  so  ergiebt  sich 

d(ri...r„,     <p„+i  .  .  .  <pn)       ""  '  v    ' 

und  zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  positive  Grösse 

u  =  rxr^  .  .  .  r„  (28) 

ist.    Zufolge  der  Definition  (13)  ist  nun 

yx  —  logn  — Cxlogw, 
wo 

cx  =  —  oder  =  — 
n  n 

zu  setzen  ist,  je  nachdem  Px  reell  oder  imaginär  ist;  legt  man 

daher  den  Buchstaben  c2,  cz  .  .  .  c„  die  entsprechende  Bedeutung 

für  P2,  P$  .  .  .  Pv  bei,  so  ist 

*!  +  *«  +  ••  •  +  *,  =  !,  (29) 
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und  aus  den  Gleichungen 

lOg^     =    MOgW+yi     .    .    .    lOgfV    =    Cy\OgU  +  tfy, 

» 
deren  letzte  zufolge  (14)  durch 

log*v  =  c„logw  —  yx  —  y, yv-i 

zu  ersetzen  ist,  ergiebt  sich  die  Determinante 


rf(logr1,logr2...logr„) 
</(logu,       yx...yv-x) 


C\      ,       1, 

0.  .  .,       0 
1  .  ..,       0 

Cy       ,         1, 

0  .  .  .,       1 

—  1 .. .,  — 1 

=(-1) 


V— 1 


wie  man  leicht  aus  (29)  erkennt,  wenn  man  zu  der  letzten  Zeile 
alle  vorhergehenden  addirt;  dasselbe  Resultat  kann  zufolge  (28) 
auch  in  der  Form 


d(ri,r,  ..  .r„    ) 


=  (-1) 


v-\ 


(30) 


d{u,yx  .  .  .  y„_;,) 

dargestellt  werden.     Da  endlich  zufolge  (15)  und  (4)  die  Deter- 
minante 

ä{yi,  y2 . . .  yy-i)_  rjg 

d(#i,  02  .  .  •  #,,__ i) 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  Zusammensetzung  der  Gleichungen  (26), 
(27),  (30),  (31)  die  gesuchte  Determinante 

Cv  \X\ ,    Xq    •    •    •    X y 


(31) 


X, 


-hi  -  .  .  Sn)  _  [    in~prE 


(32) 

d(u  ,  #i  .  . .  zv-i>  <Pv  +  i  .  .  .  <pn)       —  JV"(m)VD  v 

Bezeichnet  man  mit  (D)  den  absoluten  Werth  der  Grundzahl 
D  =  (—  l)n-,,(2)),  und  nimmt  V(Z))  positiv^  so  ist  die  Constante 

der  absolute  Werth  der  vorstehenden  Determinante;  da  ferner, 
wie  oben  besprochen,  jedem  Werthsystem  der  neuen  Variabelen 
k  Systeme  x  der  alten  Variabelen  entsprechen,  so  ist  das  in  (20) 
definirte  Integral 

xrE         C 

N(m)V(D)J  dud*1  '  *  '  d*"-id(Py+i  •  •  •  9g>m 


J  = 
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wo  die  n  fache  Integration  über  alle  den  Bedingungen  (16),  (17), 
(23)  genügenden  Werthsysteme  der  neuen  Variabelen  auszudehnen 
ist,  woraus  offenbar  • 

_  7trE(2it)«->> 
J-    N(m)V(D)  [öö) 

folgt.  Setzt  man  daher  die  von  dem  Ideal  m  gänzlich  unabhängige 
Constante 

V(D)       _  *'  (34) 

so  geht  unser  obiges  Resultat  (22)  in  die  Gleichung  (1)  über,  womit 
unser  Satz  bewiesen  ist.  — 

Mit  Hülfe  dieses  Fundamentes  lassen  sich  die  nachfolgenden 
Sätze  ohne  jede  Schwierigkeit  ableiteil;  wir  machen  vorher  aber 
nochmals  darauf  aufmerksam,  dass  wir  im  Vorhergehenden  nur 
diejenigen  Hauptideale  betrachtet  haben,  welche  durch  Zahlen 
von  positiver  Norm  erzeugt  werden;  wir  verstehen  demgemäss 
unter  der  Hauptclasse  den  Inbegriff  aller  dieser  .Hauptideale  und 
fassen  überhaupt  den  Begriff  der  ldealclasse  in  demselben  Sinne, 
wie  am  Schluss  des  §.  175.    Dann  gilt  folgender  Satz: 

Ist  A  irgend  eine  ldealclasse,  und  bezeichnet  man,  wenn  t  ein 
beliebiger  positiver  Werih  ist,  mit  T  die  Anzahl  aller  derjenigen 
in  A  enthaltenen  Ideale,  deren  Normen  nicht  grösser  als  t  sind,  so 
wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  t 

T 

lim  -  =  g.  (35) 

Um  dies  zu  beweisen,  wählen  wir  aus  der  inversen  Classe 
A-1  nach  Belieben  ein  bestimmtes  Ideal  m  und  setzen  tf  =  t  N(m)\ 
ist  nun  a  ein  beliebiges  Ideal  in  A,  so  ist  a  m  ein  durch  m  theil- 
bares  Hauptideal,  und  umgekehrt  ist  jedes  solche  Hauptideal  von 
der  Form  am,  wo  a  der  Classe  A  angehört;  da  ferner  je  zwei 
verschiedenen  Idealen  a  auch  zwei  verschiedene  Ideale  am  ent- 
sprechen und  umgekehrt,  so  folgt  aus  JV(am)  =  N(a)  N(m),  dass 
T  zugleich  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen,  durch  m 
theilbaren  Hauptideale  am  ist,  deren  Normen  nicht  grösser  als  V 
sind;  wächst  nun  t,  und  folglich  auch  V  über  alle  Grenzen,  so 
wird  zufolge  (1) 

Hm  =  — — — 

*'       JV(tn)'    ' 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  37 


578  Supplement  XL 
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woraus  sich  der  zu  beweisende  Satz  vermöge  der  Bedeutung  von  t ' 
unmittelbar  ergiebt. 

Da  der  Werth  g  von  der  Classe  A  gänzlich  unabhängig  ist, 
und  da  jedes  Ideal  einer  und  nur  einer  Classe  angehört,  so  folgt 
hieraus  ohne  Weiteres  der  nachstehende  Satz : 

Bedeutet  h  die  Anzahl  edler  Idealclassen,  und  bezeichnet  man, 
wenn  t  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  Anzahl  aller 
derjenigen  verschiedenen  Ideale,  deren  Normen  nicht  grösser  als  t 
sind,  so  wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  t 

lim  ^  =  gh.  (36) 

Verbindet  man  hiermit  das  allgemeine,  in  §.  118  aufgestellte 
Princip,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Bedeutet  s  eine  Variabele,  und  setzt  man  die  über  alle  Ideale  a 
ausgedehnte  unendliche  Reihe 

so  convergirt  dieselbe  für  alle  Werthe  s  >  1,  und  für  unendlich 
kleine  Werthe  von  (s  —  1)  wird 

lim(s  —  \)ü(s)  =  gh.  (38) 

Hiermit  ist ,  wenn  nach  (34)  der  Werth  von  g  aus  D  und  E 
schon  gefunden  ist,  die  Classenanzahl  h  als  Grenzwerth  einer 
unendlichen  Reihe  dargestellt.  Gelingt  es,  denselben  Grenzwerth 
noch  auf  eine  andere  Weise,  nämlich  unmittelbar  aus  der  Be- 
schaffenheit der  im  Körper  &  auftretenden  Ideale  a  zu  bestimmen, 
so  ist  damit  auch  die  Classenanzahl  h  gefunden;  dies  ist  aber  bis 
jetzt  nur  in  sehr  wenigen  Fällen  geglückt,  von  denen  wir  einige 
in  den  folgenden  Paragraphen  betrachten  wollen,  und  vermuthlich 
befinden  wir  uns  noch  sehr  weit  von  einer  allgemeinen  Lösung 
dieses  grossen  Problems.  Hier  wollen  wir  nur  noch  die  folgenden 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Aus  den  Gesetzen,  nach  welchen  alle  Ideale  a  aus  den  sämmt- 
lichen  Primidealen  p  durch  Multiplication  gebildet  werden  (§.  173), 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  die  Identität 

29>(«)  =  n]rr^-),  (39) 

wenn  die  Function  <p  die  Eigenschaft 

<p(ah)  =  (p(a)<p(b)  (40) 
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besitzt,  und  wenn  ausserdem  die  Summe  Unker  Hand  einen  von 
der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth 
besitzt;  der  Beweis  für  diese  Identität  zwischen  der  Summe  und 
dem  unendlichen  Producte  stimmt  vollständig  mit  demjenigen 
überein,  welchen  wir  früher  (§.  132)  für  den  speciellen  Fall  n  =  1 
gegeben  haben,  und  kann  deshalb  hier  unterdrückt  werden.  Für 
unsere,  in  (37)  definirte  Function  Ä(s)  ergiebt  sich  hieraus  die 
folgende  zweite  Darstellung 

Ä(8)  =  H 1-j-i  (41) 

bedeuten  nun,  wennp  eine  beliebige  positive  Primzahl  im  Körper 
der  rationalen  Zahlen  ist,  px,  fa  .  .  .  pe  die  von  einander  verschie- 
denen, in  p  aufgehenden  Primideale,  und  wi,  n%  .  .  .  ne  deren  Grade 
(§.  171,  10.),  so  nimmt  diese  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an 

wo  das  Product  über  alle  Primzahlen  p  zu  erstrecken  ist.  Be- 
zeichnet man  ferner,  wenn  m  eine  beliebige  positive  ganze  rationale 
Zahl  ist,  mit  F(m)  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen 
Ideale,  deren  Norm  =  m  ist,  so  ist  offenbar 

*(.)  =  2^\  (43) 

und  man  erkennt  leicht,  dass  für  je  zwei  relative  Primzahlen 
m\  m"  stets 

F(7n'm")  =  F(m')  F(m")  (44) 

ist,  während  die  unendliche  Reihe 

F(p)     F(p*)     F(p*) 
p8  p*a         p- 

mit  dem  allgemeinen  Factor  des  Productes  (42)  übereinstimmt. 
Ausserdem  geht  aus  (36)  hervor,  dass  für  unendlich  grosse  Werthe 
von  m 


Ü 


i+^+f^+±^i+---  m 


lim  *-WT*-w-r-"T*i"y         ft 

m  *  v    J 


F(l)  +  F(2)  +  -  -  -  +  F(m)  =  ah 

ist. 

Aus  jeder  Function  F(m)  kann  man,  wie  aus  §.  138  leicht 
hervorgeht,    immer  eine   und  nur  eine  Function  f(m)  ableiten, 

37* 
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welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  über  alle  Divisoren  m1 
einer  beliebigen  Zahl  m  ausgedehnte  Summe 

2/(m')  =  *•(•»)  (47) 

wird.    In  unserem  Falle,  wo  F(m)  nur  positive  Werthe  hat  oder 
verschwindet,  geht  hiermit  die  Darstellung  (43)  in 

v  '       *  m8  m°  x    J 

über*),  und  da  (nach  §.  117)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  (s  —  1) 

Um  2  t=±  =  1 
ist,  so  wird  zufolge  (38) 

gh  =  \imliM;  (49) 

convergirt  die  nach  wachsenden  m  geordnete  Reihe  rechter  Hand 
auch  noch  für  s  =  1,  was  (nach  §.  101)  z.  B.  stets  dann  eintritt, 
wenn  die  Summe 

/(l)  +/(2)  +  •  •  •  +/(m)  (50) 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb  einer  endlichen  Con- 
stanten bleibt,  so  folgt  aus  dem  Schlusssatze  des  §.  143,.  dass 

Ä  =  2/M  (51) 

*  m  v    J 

ist;  unter  der  speciellen  Voraussetzung  (50)  lässt  sich  dasselbe 
Resultat  nach  dem  ersten  Satze  des  §.  143  auch  unmittelbar  aus 
(46)  und  (47)  ohne  Einführung  der  Variabelen  s  ableiten.  Wir 
bemerken  beiläufig  noch,  dass  die  in  (44)  angegebene  Eigenschaft 
der  Function  F(m)  immer  auch  auf  die  Function  f(m)  übergeht 
(und  umgekehrt). 

Tiefere  Untersuchungen,  zu  denen  z.  B.  die  über  die  Ge- 
schlechter der  quadratischen  Formen  (Supplement  IV)  und  die 
über  die  Vertheilung  der  Primideale  auf  die  verschiedenen  Ideal- 
classen  gehören**),  knüpfen  sich  an  die  Betrachtung  allgemeinerer 
Reihen  und  Producte,  welche  aus  (39)  hervorgehen,  wenn  man 


*)  Vergl.  G.  Cantor:  Zur  Theorie  der  zahlentheoretischen  Functionen 
(Nachr.  v.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Göttingen  vom  7.  Febr.  1880). 

**)  Vergl.    die    schon    in    §.  137    citirte    Abhandlung    von    Dirichlet 
(Crelle's  Journal,  Bd.  21,  8.  98). 
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setzt,  wo  die  Function  %  (a)  ausser  der  Eigenschaft  (40)  noch  die 
andere  besitzt,  für  alle  derselben  Classe  A  angehörenden  Ideale  a 
denselben  Werth  anzunehmen,  welcher  mithin  zweckmässig  durch 
%(A)  bezeichnet  wird  und  offenbar  immer  eine  Äte  Wurzel  der 
Einheit  ist.  Solche  Functionen  ^,  die  man  im  erweiterten  Sinn 
Charaktere  nennen  kann,  existiren  immer,  und  zwar  geht  aus  den 
am  Schlüsse  des  §.  149  erwähnten  Sätzen  leicht  hervor,  dass  die 
Classenanzahl  h  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Charak- 
tere Xu  %2  -  •  •  %h  ist,  und  dass  jede  Classe  A  durch  die  ihr  ent- 
sprechenden h  Werthe  %i(A),  %2(A)  .  .  .  %k(ä)  vollständig  charak- 
terisirt,  d.  h.  von  allen  anderen  Classen  unterschieden  wird.  Setzt 
man  noch  die  über  alle  Ideale  a  der  Classe  A  ausgedehnte  Summe 

und  bezeichnet  mit  Au  A2  .  .  >  Ah  alle  verschiedenen  Classen,  so 
nimmt  für  den  Charakter  %  die  Gleichung  (39)  die  Form 

X(A1)A1(s)  +  ---  +  X(Ah)Ah(s)  =  fl  l 


\  —  8 


l-x(p)N(p) 

an;  auf  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  dieser 
h  Ausdrücke  und  deren  Logarithmen  ergeben,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 


§.  179. 

Um  den  Nutzen  und  die  Bedeutung  unserer  bisherigen  Unter- 
suchungen erkennen  zu  lassen,  deren  Resultate  nur  die  ersten 
Elemente  einer  allgemeinen  Zahlentheorie  bilden,  wollen  wir  die- 
selben auf  zwei  bestimmte  Beispiele  anwenden,  die  zugleich  in 
unmittelbarem  Zusammenhange  mit  dem  Hauptgegenstande  dieses 
Werkes  stehen.  Als  erstes  Beispiel  wählen  wir  den  classischen 
Fall  der  Kreistheilung,  an  welchem  Kummer  zuerst  seine  Schöpfung 
der  idealen  Zahlen  mit  dem  schönsten  Erfolge  durchgeführt  hat*). 


*)  Die  bezüglichen,  zuerst  in  Crelle's  Journal  (Bdde.  35,  40)  veröffent- 
lichten Untersuchungen  sind  zusammengestellt  in  der  Abhandlung:  Sur  la 
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Es  sei  m  eine  ungerade  Primzahl,  0  eine  primitive  Wurzel 

der  Gleicßung 

0*  =  1,  (1) 

und  n  der  Grad  des  Körpers  Ä,  der  aus  allen  durch  0  rational 

darstellbaren  Zahlen  besteht    Setzen  wir  (nach  §.  139)  v 

/(')  =  tEt  =  («-«)  («-ö«)  -.  •  («-ö"-1),  (2) 

wo  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist  /(0)  =  0,  und  da  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Gleichung  rational  sind,  so  ist  n  ^  m —  1.  Um  n 
genau  zu  bestimmen,  setzen  wir  t  =  1,  wodurch  wir 

m  =  (1  —  ö)  (1  —  Ö2)  .  .  .  (1  —  0*-1)  (3) 

erhalten;  da  0  eine  ganze  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  (m  —  1) 
Factor en  1  — 0r,  und  man  erkennt  leicht,  dass  dieselben  mit  ein- 
ander associirt  sind ;  denn  wählt  man  die  positive  ganze  Zahl  5  so, 
dass  rs  =  1  (mod.  w),  also  1—0=1  — 0ra  wird,  so  ist  gleich- 
zeitig 

J-=|I  =  1  +  0  +  02  +  .  .  .  +  0'-i 
und 

i^L  =  1  +  0-  +  02"  +  •  •  •  +  0(*-1)r , 

mithin  ist  jede  der  beiden  Zahlen  1—0  und  1  —  0r  durch  die 
andere  theilbar.    Setzt  man  daher 

1-0  =  **,  (4) 

so  geht  die  Gleichung  (3)  in 

m  =  «fi™-1  (5) 

über,  wo  e  eine  Einheit  bedeutet.  Da  alle  mit  &  conjugirten 
Körper  zufolge  (2)  imaginär,  und  folglich  alle  Normen  positiv  sind, 
so  folgt  hieraus 

mithin  ist  die  ganze  rationale  Zahl  N([i)  selbst  eine  Potenz  der 
Primzahl  m;  setzt  man  nun  N(p)  =  m%  so  folgt  n  =  a(m —  1), 


theorie  des  nonibres  complexes  composes  de  meines  de  Vunite  et  de  nombres 
entiers  (Liouville's  Journal,  Bd.  16. 1851),  und  eine  Ergänzung  derselben  findet 
sich  in  der  Abhandlung:  lieber  die  den  Gaussischen  Perioden  der  Kreis- 
theilung  entsprechenden  Congruenzwurzeln  (Borchardt's  Journal,  Bd.  53).  — 
Vergl.  Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Kreistheilung  (Vorl.  17,  18). 
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und  da,  wie  oben  bemerkt,  n  <^  m  —  1  ist,  so  ergiebt  sich  a  =  1, 

mithin 

n  =  m  —  1 ,    JT(f*)  =  im.  (6) 

Die  in  (2)  definirte  Function  f(t)  ist  daher  irredudibel*)^  und 
die  Zahlen  1,  0,  0*  .  .  .  0"»-*  bilden  eine  Basis  des  Körpers  Sl\  um 
ihre  Discriminante  zu  bestimmen,  multipliciren  wir  die  Gleichung 
(2)  mit  t  —  1,  differentiiren  nach  t  und  setzen  t  =  0,  wodurch  wir 

(ö—  l)f(0)  =  mOm-1 
erhalten;  da  ^(0—1)  =  im-,  und  0  zufolge  (1)  eine  Einheit  ist,  so 
ergiebt  sich 

N(f(0))  =  m— », 

und  hieraus  (nach  §.  164,  (8)) 

A  (1,  0,  0*  .  .  .  0m~2)  =  (—  1)  2    mm~2.  (7) 

Wir  bezeichnen  nun  wieder  mit  o  das  System  aller  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Sl  und  gehen  darauf  aus,  eine  Basis  von  o 
und  damit  zugleich  die  Grundzahl  D  des  Körpers  zu  finden.  Zu 
diesem  Zweck  bemerken  wir  zunächst,  dass  Ofi  ein  Primideal 
ersten  Grades  ist;  bedeutet  nämlich  a  irgend  ein  in  ft  aufgehendes 
Primideal,  so  ist  op  =  ab,  also  N(a)N(b)  =  N(n)  =  m\  da 
aber  m  eine  rationale  Primzahl,  und  N(a)  >  1  ist,  so  muss 
N(a)  =  im,  N(b)  =  1 ,  mithin  6  =  o,  und  a  =  Oft  sein,  wie  be- 
hauptet war.    Zufolge  (5)  ist  ferner 

ow  =  (o|t)m'1,  (8) 

und  hiermit  ist  die  Zerlegung  von  om  in  Primfactoren  gefunden. 
Ausserdem  leuchtet  (nach  §.  171,  10.)  ein,  dass  alle  durch  f*  theil- 
baren  rationalen  Zahlen  auch  durch  m  theilbar  sind.  Hieraus 
ergiebt  sich  das  wichtige  Resultat,  dass,  wenn  die  m  —  1  ganzen 
rationalen  Zahlen  a0,  ax,  a.2  .  .  .  aw_2  nicht  alle  durch  m  theilbar 
sind,  auch  die  Zahl 

a  =  aQ  +  a1^  +  «2ft2  +  •  •  •  +  am_2ftm~2 
nicht  durch  m  theilbar  sein  kann;   denn  wenn  a0,  %  .  .  .  ar  —  i 
durch  im  theilbar  sind,  während  ar  nicht  durch  im  und  folglich 
auch  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  ist  a  offenbar  durch  /*r,  aber 
nicht  durch  ftr  +  1,  also  auch  nicht  durch  m  theilbar. 

Setzt  man  den  Modul  [1,  ji,  p2  .  .  .  p™-2]  =  m,  so  kann  man 
diesen  Satz  auch  so  aussprechen,  dass  jede  durch  im  theilbare 
Zahl  a  des  Moduls  m  gewiss  von  der  Form  im  ß  ist,  wo  ß  ebenfalls 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  341. 
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dem  Modul  m  angehört.  Nun  geht  aus  (4)  unmittelbar  hervor, 
dass  die  Potenzen  1,  0,  03  .  .  .  0m—a  ebenfalls  eine  Basis  von  m 
bilden,  und  da  dieselbe  auch  irreductibel  ist,  so  folgt,  dass  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  #0i  #n  #2  •  •  •  xm— 2  sämmtlich  durch  m 
theilbar  sein  müssen,  wenn  c[ie  Zahl 

durch  m  theilbar  »ein  soll.  Ist  daher  a  eine  beliebige  ganze  Zahl 
des  Körpers  «ß,  und  bringt  man  dieselbe,  was  stets  möglich  ist, 
auf  die  Form 


07 


k  ~~fc' 


wo  fc,  Xqi  Xi  .  .  .  #m_2  ganze  rationale  Zahlen  o/me  gemeinschaft- 
lichen Theiler  bedeuten,  so  kann  k  niemals  durch  m  theilbar  sein. 
Andererseits  wissen  wir  (nach  §.  166,  (1)),  dass  k2  in  der  Discri- 
minante  (7)  aufgehen  muss  und  folglich  keinen  von  m  verschie- 
denen Primfactor  enthalten  kann.  Mithin  ist  k  =  +  1 ;  jede  ganze 
Zahl  co  ist  daher  in  m  enthalten ,  und  da  umgekehrt  m  nur  ganze 
Zahlen  enthält,  so  folgt 

0  =  [1,  0,  02  .  .  .  0m~*]  (9) 

und  . 


m 


-f 


D  =  A  (Ä)  =  (—  1)   2   mm~\  (10) 

Die  mit  0  conjugirten  Zahlen  sind  zufolge  (2)  die  m  —  1  Po- 
tenzen 0,.02  .  .  .  dm~\  d.  h.  alle  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung 
(1);  da  dieselben  ebenfalls  dem  Körper  Sl  angehören,  so  sind  alle 
mit  Sl  conjugirten  Körper  identisch  mit  «ß,  d.  h.  Si  ist  ein  Normal- 
körper (§.  163);  seine  Permutationen  lassen  sich  mit  einander 
zusammensetzen  und  bilden  daher  eine  Gruppe;  geht  ferner  0 
durch  die  Permutationen  2?,  S  resp.  in  0r,  0*  über,  so  geht  0 
sowohl  durch  JJS,  als  auch  durch  SR  in.0rÄ  über,  und  folglich 
ist  RS  =  SB;  Normalkörper,  deren  Permutationen  diese  Eigen- 
schaft besitzen,  werden  zweckmässig  AbeVsche  Körper  genannt*). 
Um  eine  für  das  Folgende  geeignete  Bezeichnung  dieser  Permuta- 
tionen zu  gewinnen,  wählen  wir  nach  Belieben  eine  bestimmte 
primitive  Wurzel  c  der  Primzahl  m  als  Basis  eines  Systems  von 


*)  Memoire  sur  une  classe  particuliere  d'equations  resolubles  cdgebrique- 
ment  (OEuvres  completes  de  Abel,  t.  1,  p.  114  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  4). 
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Indices  (§.  30);  ist  r  eine  durch  m  nicht  theilbare  ganze  rationale 
Zahl,  so  setzen  wir  der  Kürze  halber 

Ind.  r  =  r',    also  r  =  cr'(mod.  m)  (11) 

und  bezeichnen  mit  Prt  diejenige  Permutation,  durch  welche  0  in 
6r  übergeht;  hierbei  darf  der  Index  r',  den  wir  auch  den  Index 
dieser  Permutation  nennen,  durch  jede  beliebige  Zahl  ersetzt 
werden,  welche  =  r'  (mod.  m  —  1)  ist.  Gleichzeitig  soll  die  Zahl, 
in  welche  eine  beliebige  Zahl  a  des  Körpers  durch  Pri  übergeht, 
durch  cir/  bezeichnet  werden;  bedeutet  daher  q>(t)  irgend  eine 
ganze  Function  von  t  mit  rationalen  Coefiicienten,  so  ist  gleich- 
zeitig 

co  =  <p  (0)  und  ar,  =  <p  (0r);  (12) 

offenbar  ist  d0  =  co,  und  der  obige  Satz  RS  =  SR  wird  durch 
die  Gleichung 

(ori)8t  =  (G)8r)r'  =  G>(rs)'  =  COr/  +  s/  (13) 

ausgedrückt.    Setzen  wir  ferner 

w  =  m— l=2v,  (14) 

so  ist 

(—  1)'  =  v,    (—  r)'  =  r'  +  v  (mod.  2v),  (15) 

und  es  bilden  je  zwei  Permutationen  Prt  und  Pr'+io  durch  welche 
0  in  6r  und  0""^  übergeht,  ein  imaginäres  Paar  (§.  177,  3.). 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  aller  von  o  (*  verschiedenen 
Primideale  p  über  und  bemerken  zunächst,  dass  aus 

0r  =  d8  (mod.  p)  stets  r  =  s  (mod.  m),  (16) 

also  Br  =  08  folgt,  weil  sonst  die  Zahl  6r  —  68  =  0r(l  —  0*-r) 
associirt  mit  p  und  folglich  nicht  theilbar  durch  p  wäre ;  es  sind 
daher  die  m  Potenzen 

1,  0,  02,  03  .  .  .  6™-\ 
oder,  was  dasselbe  sagt,  die  Zahlen 

lj  00?  vi,  02  •  •  •  0m— 2 

sämmtlich  incongruent  nach  p.  Bezeichnen  wir  nun  mit  p  die 
durch  p  theilbare  positive  rationale  Primzahl  (§.  171,  10.),  so  ist  p 
verschieden  von  w&,  weil  m  nur  durch  das  einzige  Primideal  o  ft 
theilbar  ist;  es  sei  ferner/  der  Exponent,  zu  welchem  p  nach  dem 
Modul  m  gehört  (§.  28),  d.  h.  es  sei  /  die  kleinste  positive  Zahl, 
welche  der  Congruenz 

pf  =  1  (mod.  m),  (17) 
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also  auch  der  Congruenz 

fp1  =  0  (mod.2i/)  (18) 

genügt,  so  ist 

2t/  =  w  —  1  =  e/,  (19) 

und  e  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  pf  und  2v 
(§§.  29,  30). 

Sind  nun  a,  /J,  y  .  .  .  beliebige  ganze  Zahlen,  so  folgt  aus 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten  (§.  20),  dass 
immer 

(a  +  ß  +  y  +  •  •  -)p  =  aP  +  ßP  -f  y*  +  •  •  •  (mod.  p) 

ist;  bezeichnet  man  daher  mit  <p(t)  eine  beliebige  ganze  Function 
der  Variabelen  t  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  a  und  bedenkt, 
dass  nach  dem  Fermat'schen  Satze  (§.  19)  immer  aP  =  a  (mod.  p) 
ist,  so  erhält  man  den  für  jede  ganze  Zahl  a  gültigen  Satz 

<p  (a)P  =  <p  (ccp)  (mod.  p).  (20) 

Wenden  twir  denselben  auf  den  Fall  a  =  0  an,  so  ergiebt  sich  mit 
Rücksicht  auf  (9)  und  (12),  dass  für  jede  in  unserem  Gebiete  o 
enthaltene  Zahl  ©  die  Congruenz 

G>P  =  cop ,  (mod.  p)  (21) 

gilt,  aus  welcher  durch  fortgesetzte  Erhebung  zur  p^n  Potenz  nach 
(13)  die  allgemeinere  Congruenz 

G>pr  =  G)rpt  (mod.  p)  (22) 

folgt;  da  nun  fp1  zufolge  (18)  durch  2v  theilbar,  also  cj/pf  =  co 
ist,  so  erhält  man  das  Resultat 

G)Pf  =  co  (mod.  p).  (23) 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  op  entweder  ein  Prim- 
ideal oder  ein  Product  von  lauter  verschiedenen  Primidealen  ist; 
nehmen  wir  nämlich  im  Gegentheil  an,  es  sei  p  durch  das  Quadrat 
eines  Primideals  p  theilbar,  so  ist  op  =  p2q,  und  da  pq  ein  echter 
Theiler  von  op  ist,  so  giebt  es  eine  Zahl  co,  welche  durch  p  q,  aber 
nicht  durch  p  theilbar  ist;  dann  ist  co2  und  folglich  auch  &pf 
theilbar  durch  p2q«  =  j>q,  also  auch  durch p\  allein  dies  wider- 
spricht der  Congruenz  (23),  weil  co  nicht  durch  p  theilbar  ist. 
Unsere  Annahme  ist  daher  unzulässig. 

Da  ferner  p  in  p  aufgeht,  so  genügt  jede  ganze  Zahl  co  auch 
der  Congruenz 


Allgemeine  Zahlentheorie.  587 

a»*  =  o  (mod.  p), .  (24) 

d.  h.  die  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  to  dieser  Congruenz 
vom  Grade  pf  ist  =  (o,  p)  =  N  (p),  und  folglich  ist 

N(p)  ^  2>/,  (25) 

weil  in  Bezug  auf  ein  Primideal  eine  Congruenz  r*611  Grades  niemals 
mehr  als  r  incongruente  Wurzeln  haben  kann  {vergl.  §.  26  und 
den  Schluss  von  §.  174).  Nach  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satze  (§.  174,  10.)  ist  ferner 

0*0»  =  0  (mod.  p), 

woraus  wir  nach  (16)  folgern,  dass 

N(p)  =  1  (mod.  m)  (26) 

ist.  Nun  wissen  wir  (nach  §.  171,  10.),  dass  N(p)  eine  Potenz  von 
p  mit  positivem  Exponenten  ist,  und  da  unter  allen  solchen  Po- 
tenzen, welche  durch  m  dividirt  den  Rest  1  lassen,  pf  die  kleinste 
ist,  so  muss  N(p)  ^  pf  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (25)  folgt, 

dass 

N(p}  =  pf  (27) 

ist  Mithin  ist  der  Exponent  /,  zu  welchem  die  Primzahl  p  nach 
dem  Modul  m  gehört,  zugleich  der  Grad  eines  jeden  in  p  auf- 
gehenden Primideals  p\  da  ferner 

N(p)  =p»-i  =  p'f 
ist,  so  erhalten  wir  die  Zerlegung 

02>  =  J>l>lt>2  •  .-Pe-i,  (28) 

wo  J>i  Pu  Pi  •  •  •  P«-i  von  einander  verschiedene  Primideale  vom 
Grade  /  bedeuten  *). 


*)  Ist  m  eine  beliebige  Zahl,  so  hat  der  aus  einer  primitiven  Wurzel 
0  der  Gleichung  (1)  entspringende  Körper  Ä  den  Grad  q>(m)\  ist  p  eine 
Primzahl,  pl  die  höchste  in  m  =  p1  m*  aufgehende  Potenz  von  p,  und 
gehört  p  zum  Exponenten  /(mod.  m')f  so  ist  g>(m')  =  ef  (§.  28),  und 

■  op  =  (ptp2  .  .  .  pe)W\ 

wo  pv  p2  .  .  .  pe  von  einander  verschiedene  Primideale  vom  Grade  /  be- 
deuten ;  ist  ferner  p '  >  1,  so  ist 

o(l-0~')  =  pxp3  .  .  .  p€, 

Vergl.  Kummer:    Theorie  der  idealen  Primfactoren  der  complexen  Zahlen, 
welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  <*>n  =  1  gebildet  sind,  wenn  n  eine 


■ 
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Hiermit  ist  die  Natur  aller  in  unserem  Körper  Sl  auftretenden 
Primideale  erkannt,  und  dies  Resultat  reicht  aus  für  die  Bestim- 
mung der  Anzahl  der  Idealclassen;  bevor  wir  aber  zu  dieser 
Untersuchung  übergehen,  wollen  wir  noch  einige  Bemerkungen 
über  die  Zerlegung  (28)  hinzufügen,  um  wenigstens  an  dieser 
Stelle  einen  Einblick  in  die  Beziehungen  unserer  Theorie  zu  der- 
jenigen der  höheren  Congruenzen  zu  geben. 

Da/(ö)  =  0,  also  auch  =  0  (mod.  p)  ist,  so  giebt  es  ganze 
Functionen  von  £,  deren  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen,  aber 
nicht  alle  durch  p  theilbar  sind,  und  welche  f ür  t  =  6  durch  p 
theilbar  werden;  ist  F(t)  unter  diesen  Functionen  eine  solche, 
welche  den  niedrigsten  Grad  hat,  so  kann  ihr  höchster  Coefficient 
nicht  durch p  theilbar  sein,  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  der- 
selbe =  1  ist;  denn  wenn  dies  noch  nicht  der  Fall  ist,  so  kann 
man  die  Function  (nach  §.  22)  durch  Multiplication  mit  einer 
ganzen  rationalen  Zahl  in  eine  andere  verwandeln,  deren  höchster 
Coefficient  =  1  (mod.  p)  ist,  und  hierauf  durch  Weglassung  eines 
Vielfachen  von  p  die  gewünschte  Form  erhalten.  Ist  nun  o  =  q>  (0) 
eine  beliebige  Zahl  in  o,  und  <pi(t)  der  bei  der  Division  von  q>(t) 
durch  F(t)  auftretende  Rest,  so  folgt  aus 

F(6)  =  0  (mod.  p),  (29) 

dass 

©  =  9?!  (fl)  (mod.  p)  (30) 

ist;  da  ferner  zwei  solche  Zahlen  q>i(0)  zufolge  der  Definition  von 
F(t)  nur  dann  nach  p  congruent  sind,  wenn  die  rationalen  Coeffi- 
cienten der  einen  mit  den  entsprechenden  der  anderen  nach  p 
congruent  sind,  so  erhält  man  offenbar  für  p  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen  <jpt  (0),  wenn  man  jeden  Coefficienten 


zusammengesetzte  Zahl  ist  (Abh.  d.  Berliner  Ak.  1856).  —  Für  alle  in  einem 
solchen  Körper  Sl  als  Divisoren  enthaltenen  Körper,  zu  denen  auch  die 
quadratischen  Körper  gehören,  ist  das  Resultat  vom  Herausgeber  angegeben 
(Sur  la  theorie  des  nombres  entiers  algebriques,  §.  27,  und  Compte  rendu 
der  Pariser  Ak.  vom  24.  Mai  1880);  über  specielle  Fälle  solcher  Divisoren 
vergl.  Eisenstein:  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Formen  dritten 
Grades  mit  drei.  Variabein,  welche  der  Kreistheilung  ihre  Entstehung  ver- 
danken (Crelle's  Journ.  Bd.  28);  Fuchs:  lieber  die  aus  Einheitswurzeln 
gebildeten  complexen  Zahlen  von  periodischem  Verhalten,  insbesondere  die 
Bestimmung  der  Klassenanzahl  derselben  (Borchardt's  Journ.  Bd.  65); 
ir  Bachmann:  Die  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welche  atis  ztvei  Quadrat- 

wurzeln zusammengesetzt  sind  (Berlin  1867). 
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ein  vollständiges  Restsystem  nach  p  durchlaufen  lässt;  die  Anzahl 

(o,  p)  ist  daher  eine  Potenz  von  #,  deren  Exponent  gleich  der 

Anzahl  dieser  Coefficienten,  also  gleich  dem  Grade  der  Function 

F(t)  ist;  da  aber  (o,  p)  =  N(p)  =  pf  ist,  so  ergiebt  sich,  dass 

/  der  Grad  von  F(t)  ist*). 

Bildet  man  ebenso  für  die  übrigen  Primideale  pu  p2  .  .  .  t>e-i 

entsprechende  Functionen  Fx  (t),  F2  (t)  .  .  .  Fe  _  i  (t)  vom  Grade  /, 

so  dass  allgemein 

Fr(0)  =  0(mod.  pr)  (31) 

ist,  so  ist  zufolge  (28)  das  Product 

F(6)  Fx  (0)  .  .  .  #-i  (0)  =  0  (mod.  p).  (32) 

Da  alle  diese  Functionen  den  höchsten  Coefficienten  1  haben,  so 
ist  die  Differenz  • 

F(t)  F,  (<)...  Fe_,  (0  -/(<) 

eine  Function  <jp  (£),  deren  Grad  <[  m  —  2  ist,  und  da  q>  (0)  durch 
j)  theilbar  ist,  so  müssen  ihre  Coefficienten  zufolge  (9)  sämmtlich 
durch  p  theilbar  sein,  was  in  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen 
durch 

f(t)  =  F(t)  Fx  (0  .  .  .  Fe-i  (0  (mod.  p)      '  (33) 

ausgedrückt  wird**).  Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  die  ohnehin 
evidente  Congruenz 

f(t)  =  (t  —  l)"»-1  (mod.  m).  (34) 

Da  die  Congruenz  (20)  auch  für  jedes  in  der  Primzahl  p  auf- 
gehende Primideal  p  bestehen  bleibt,  so  ergiebt  sich  der  (für  alle 
Körper  gültige)  Satz,  dass,  wenn  a  eine  Wurzel  der  Congruenz 
<p(a)  =  0  (mod.  p)  ist,   auch  alle  Zahlen,  welche   aus  a  durch 


*)  Setzt  man  F  (6)  =  q,  so  ergiebt  sich  zugleich  aus  (30),    dass  die 
Zahlen 

p,  pO  .  .  .  p6f-\  q,  q0  .  .  .  Q6m-2-f 

eine  Basis  des  Ideals  p  bilden,  und  dass  letzteres  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  op  und  o  q  ist.  Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man 
auch  unmittelbar,  wenn  man  die  in  §.  165,  (9)  beschriebene  Methode  an- 
wendet, um  aus  der  Basis  (9)  von  o  eine  Basis  von  J)  abzuleiten. 

**)  Schönemann:  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  höheren 
Congruenzen,  deren  Modul  eine  reelle  Primzahl  ist,  §.  50.  (Crelle's  Journal 
Bd.  31.)  —  Gauss:  Disquisitiones  gener dies  de  congruentiis,  artt.  360 — 367 
(Werke,  Bd.  IL  1863).  —  Vergl.  eine  Bemerkung  des  Herausgebers  in 
Schlömilch's  Zeitschrift  [für  Math.  u.  Phys.,  Jahrg.  18,  1873.  Literatur- 
zeitung S.  22  bis  23. 
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wiederholte  Erhebung  zuip***  Potenz  entstehen,  Wurzeln  derselben 
Congruenz  sind ;  diese  Wurzeln  stimmen  (für  unseren  Körper)  zu- 
folge (21J  mit  den  Zahlen  apt,  a%pfy  a3pf  .  .  .  übereüu  Wenden, 
wir  dies  auf  die  Gongruenzen  (31)  an,  so  ergiebt  sich,  dass  die  / 
nach  pr  incongruenten  Zahlen 

0,  Opt-t  dipt . .  .  Ö(/— i)p', 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Zahlen  i 

öi  öe,  öje  •  •  •  ö(/—  i)e 

die  sämmtlichen  Wurzeln  a  der  Congruenz  Fr  (a)  =  0  (mod.  pr) 
bilden. 

Führen  wir  daher  die  sogenannten  /-gliedrigen  Perioden*) 
i?,  iji . . .  ije-i  und  e  entsprechende  Functiopen/(tf,  ijr)  ein,  indem  wir 

n  =  öo  +  0C  +  Ö2e  +  •  •  •  +  «(/-!).,  (35) 

also 

Vr  =  Vr  +  e  =  #r  +  ör +  e  +  ör  +  2e  +  #  *  "  +  ör  +  f/—  l)ei  (36) 

und 

/(«.  *)  =  (*-flr)  («-flr  +  f)  •  •  •  (t -flr +  (,-».) 

.        =tf—  Vrtf-1! ,  (37) 

also 

setzen,  so  gelten,  wie  man  leicht  erkennt  (§.  26),  die  in  Bezug  auf  t 
identischen  Congruenzen 

Fr(t)=f(t,riQ)(moA.pr).  (39) 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dem  obigen  Satze,  dass  jede  der  e  Func- 
tionen Fr  (t)  nach  dem  Modul  p  eine  Prirnfundion,  d.  h.  dass  sie 
keinem  Producte  von  Functionen  niedrigeren  Grades  congruent 
ist,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rational  sind. 

Um  endlich  noch  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den 
e  Primidealen  pr  zu  ergründen,  schalten  wir  folgende  allgemeine 
Bemerkungen  ein.  Ist  ß  ein  beliebiger  endlicher  Körper,  welcher 
durch  die  Permutation  P  in  &'  übergeht,  und  ist  a  ein  beliebiges 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  343,  348.  Daselbst  ist  gezeigt,  dass  alle  Coeffi- 
cienten der  Functionen  f(t,  17  r)  lineare  Functionen  der  Perioden  mit  ganzen 
rationalen  Coefficienten  sind.  Der  Inbegriff  aller  derjenigen  in  Sl  ent- 
haltenen Zahlen  a>,  welche  der  Bedingung  <oe  =  o>  genügen,  ist  ein  Körper 
eten  Grades;  diese  Zahlen  sind  identisch  mit  alleil  durch  tj  rational  dar- 
stellbaren Zahlen,  und  die  e  Perioden  bilden  eine  Basis  des  Systems  aller 
in  diesem  Körper  enthaltenen  ganzen  Zahlen. 
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Ideal  in  Ä,  so  geht  aus  den  Begriffen  des  Körpers  und  des  Ideals 
unmittelbar  hervor,  dass  das  System  a'  aller  Zahlen,  in  welche  die 
sämmtlichen  Zahlen  des  Ideals  a  durch  P  übergehen,  ein  Ideal  in 
&'  ist,  und  dass  a'  durch  die  inverse  Permutation  in  a  übergeht; 
zwei  solche  Ideale  a,  a'  nennen  wir  conjugirte  Ideale.  Dann  leuchtet 
ferner  ein,  dass  (ab)'  =  a'b'  ist,  dass  folglich  ein  Primideal  p  in 
ein  Prjmideal  p'  übergeht,  und  dass,  wenn  p  die  durch  p  theilbare 
rationale  Primzahl  bedeutet,  p  auch  durch  pf  theilbar  ist.   Wenden 
wir  dies  auf  unseren  Kreistheilungs-Körper  &  an,  der  durch  alle 
seine  Permutationen  P8  in  sich  selbst  übergeht,  so  folgt,  dass 
jedes  der  e  Primideale  pr  durch  eine  solche  Permutation  P8  immer 
wieder  in  eins  von  diesen  Idealen  übergehen  muss.    Nun  ergiebt 
sich  zunächst  aus  (21),  dass  jede  durch  pr  theilbare  Zahl  o  durch 
die  Permutation  Ppr  in  eine  ebenfalls  durch  pr  theilbare  Zahl  &pt 
übergeht;  mithin  geht  pr  durch  Ppi,  und  folglich  durch  jede  der 
f  Permutationen  P0,  Pe,  P*t  .  •  •  P(/-i)e  in  ein  Primideal  über, 
welches  durch  pr  theilbar,  also  auch  mit  pr  identisch  ist.    Um- 
gekehrt, wenn  pr  durch  die  Permutation  P8  in  sich  selbst  über- 
geht, so  muss,  weil  Fr(6)  durch  pr  theilbar  ist,  auch  Fr  (08)  =  0 
(mod.  pr)  sein;  da  aber  nach  dem  Obigen  die  Congruenz  Fr(a)  =  0 
(mod.  pr)  nur  die  Wurzeln  ö0,  öe  .  .  .  0(/_  d  «  hat,  so  muss  eine  von 
ihnen  mit  08  congruent,  also  zufolge  (16)  auch  mit  0,  identisch 
sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  oben  genannten  /  Permutationen 
die  einzigen  sind,  durch  welche  pr  in  sich  selbst  übergeht.   Sodann 
leuchtet  ein,  dass  pr  durch  je/  Permutationen  P8,P8  +  e...P8+ (/-d*, 
deren  Indices  nach  e  congruent  sind,  in  ein  und  dasselbe  Prim- 
ideal übergeht;  umgekehrt,  wenn  pr  durch  P8  und  Pu  in  dasselbe 
Primideal  übergeht,  so  geht  pr  durch  P8Pül  =  Pa-u  offenbar  in 
sich  selbst  über,  und  folglich  ist  u  =  s  (mod.  e).    Hieraus  folgt, 
dass  die  e  Ideale  p,  pi  .  .  .  pe-\  sämmtlich  mit  einander  conjugirt 
sind,  und  dass  jedes  von  ihnen  in  jedes  durch /  bestimmte  Per- 
mutationen übergeht;  durch  die  e  Permutationen  P0,  Px  .  .  .  Pe-i 
geht  jedes  dieser  Ideale  ih  e  verschiedene  Ideale  über,  und  wir 
werden  daher  am  zweckmässigsten  mit  pr  dasjenige  Ideal  bezeich- 
nen, in  welches  p  durch  Pr  übergeht;  demgemäss  ist  pr  +  e  =  pr 
zu  setzen,  und  da  pr  durch  P8in  pr  +  8  übergeht,  so  ergiebt  sich 
aus  (39)  die  allgemeinere  Congruenz 

Fr  (t)  =  f(t,  tj8)  (mod.  pr  + .).  (40) 

Setzt  man  daher 
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Fr(t)  =  t/-fi*tf-*  +  ..;  (41) 

wo  ifr  eine  rationale  Zahl  bedeutet,  so  folgt 

r\8  =  7i0r(mod.pr  +  8) 

oder,  indem  man  r  durch  r  —  s  ersetzt, 

Vs  =  t^8  (mod.  t>r).  (42) 

Dies  Resultat,  dass  die  Perioden  und  ebenso  alle  Zahlen  o,  die  der 
Bedingung  apf  =  o  genügen,  rationalen  Zahlen  congruent  sind  in 
Bezug  auf  jedes  J)r,  ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  aus  (21), 
wenn  man  wieder  den  Satz  zuzieht,  dass  in  Bezug  auf  ein  Prim- 
ideal eine  Congruenz  rten  Grades  nicht  mehr  als  r  incongruente 
Wurzeln  haben  kann.  Führt  man  nun  eine  Variabele  y  und  die 
ganze  Function 

# Ü0  =  Gf  —  ijo)  (3t  — Vi)-  ••  (y  —  Ve-i)  (43) 

ein,  deren  Coefficienten  sämmtlich  rational  sind*),  so  gilt  auch  die 
identische  Congruenz 

.    G(y)  =  (y-ri°)(y-ri»)...(y -ri«^)  (mod.  p%         (44) 

weil  sie  zufolge  (42)  für  jedes  in  p  aufgehende  Primideal  gilt,  und 
dies  ist  der  Satz,  auf  welchen  Kummer  seine  Theorie  gegründet  hat. 
Es  wird  gut  sein,  die  vorstehenden  Sätze  an  einem  bestimmten 
Zahlenbeispiele**)  zu  bestätigen;  wählen  wir  zu  diesem  Zweck 
m  =  13,  p  =  3,  so  ist/  =  3,  e  =  4.  Legen  wir  ferner  die  primi- 
tive Wurzel  c  =  2  zu  Grunde,  so  wird 

0O  =  0  ,     0x  =  02 ,     03  =  BS     03  =  08,     04   =  ÖS    05   =  06, 

06   =  012,        07  =  011,       08=09,        09=0>,        01O  =  fi10,       011  =  07, 

also 

17=0+03+09,       Vl  =02  +  06    +05, 
^=04  +  012  +  010,       ^3  =  08  +  011  +  07, 

und 


*)  Gauss:  D.  J..  art.  351. 

**)  Ein  überaus  reiches  Material  .  findet  man  in  dem  Werke  von 
Reuschle:  Tafeln  compleccer  Primzahlen,  welche  aus  Wurzeln  der  Einheit 
gebildet  sind.    1875. 
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Man  findet  ferner  leicht  die  Gleichungen  *) 

nn  =  fli  +  Sih 

VVr  =  V  +  Vi  +  %  =  —  1  —  V* 

nn*=  —  8 ij  —  2  i^  —  3  ??2 —  2 ij3  =  3  -f  rix  -f 1^3 

i?i?3  =  v  +  n%  +  n*  =  —  i  —  vi   t 

und  hieraus 

6(y)  =  y4  +  2/3  +  2y2-4y  +  3. 

Die  Wurzeln  der  Congruenz  6r  (y)  =  0  (mod.  3)  ergeben  sich  am 
kürzesten  durch  Versuche,  und  man  findet  auf  diese  Weise  in 
Uebereinstimmung  mit  (44)  die  identische  Congruenz 

G(y)  =  y(y-  1)  \y  +  1)«  (mod.  3). 

Da  eine  der  Wurzeln  =  0  (mod.  3)  ist,  so  dürfen  wir  das  in  3  auf- 
gehende Primideal  p  durch  die  Congruenz  r\  =  0  (mod.  p)  defi- 
niren**),  woraus  durch  Substitution  in  die  vorstehenden  Ausdrücke 
für  j?*,  171h,  T}r}2i  rj^  sich  j]x  =  — 1,  i?2  =— li  ?Js  =  1  (mod.  p) 
ergiebt;  da  nun  zufolge  (42)  die  Congruenzen  ij,  =  rf>_8  (mod.  p) 
gelten,  so  erhält  man  hieraus 

nl  =  o,   *;  =  i,  vi  =  - 1,  a!  ==  -  i  0">d.  3). 

Aus  .(40)  ergiebt  sich  ferner  Fr(t)  =  /(£,  ij-r)  (mod.  p);  hierin 
geht  die  rechte  Seite,  wenn  man  die  in  den  Coefficienten  auf- 
tretenden Perioden  durch  die  ihnen  nach  p  congruenten  rationalen 
Zahlen  ersetzt,  in  eine  Function  mit  rationalen  Coefficienten  über, 
und  diese  Function  muss  folglich  auch  nach  dem  Modul  3  mit 
Fr(t)  congruent  sein;  auf  diese  Weise  erhält  man 

*(0s5  ,._,_!,    Fl(,)s*_,._,_i 

F, (t)  =  «•  +  *"- 1,    Fz(t)  =  t*  +  P  +  t  —  1  l  * 

und  durch  wirkliche  Ausführung  der  Multiplication  bestätigt  sich 
die  Congruenz  (33).    Setzt  man  ferner 

Q  =  öi  —  0  - 1  =  F(0)  (mod.  3), 

so  ist  p  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  3  und  oq]  allein 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  345. 

**)  Ebenso  folgt  aus  der  Annahme  rj  =  1  (mod.  J>)  mit  Bestimmtheit 
i)i  =  0,  i?2  =  —  1,  %  ==  —  1  (mod.  p).  Dagegen  entsprechen  der  Annahme 
rj  =  —  1  (mod.  p)  zwei  verschiedene  Systeme,  wie  aus  i?2  %  =  —  1  —  fj  =  0 
(mod.  p)  hervorgeht;  entweder  ist  ijt  =  1,  rj2  =  0,  %  =  —  1,  oder  es  ist 
ifr  =  —  1,  y2  =  *>  %  =  °  (raod-  V). 

I)  i  r  i  c  h  1  o  t ,  Zahlentheorie.  3g 
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in  unserem  Falle  erkennt  man  leicht  (nach  §.  169,  5.),  dass  p  =  oij, 
also  auch  pr  =  o iyr  ist,  weil  t\  durch  p  theilbar,  und  ausserdem 
V  Vi  *?2  ^s  =  3,  mithin  N(ri)  =  33  =  N(p)  ist  Es  muss  folglich 
q  durch  r\  theilbar  sein;  in  der  That  findet  man 

e  =  i7  0'(0  +  i)(04  +  i), 

woraus  sich  sogar  ergiebt,  dass  zufällig  q  mit  r\  associirt,  also  auch 
o  q  =  p  ist  — 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  unserem  obigen,  in 
den  Gleichungen  (6),  (8),  (27),  (28)  enthaltenen  Hauptresultate 
zurück,  welches  ausreicht,  um  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Principien  einen  geschlossenen  Ausdruck  für 
die  Anzahl  h  der  Idealclassen  zu  gewinnen.  Diese  Untersuchung 
ist  ebenfalls  von  Kummer  zuerst  durchgeführt  *)5  und  sie  bietet  die 
überraschendsten  Beziehungen  zu  dem  Satze  über  die  arithmetische 
Progression  dar  (Supplement  VI).  Wir  setzen,  wie  im  vorigen 
Paragraphen, 

Ä(«)  =  Z  #(<!)-•  =  n(l  -  #00— )-*  (45) 

und  untersuchen  das  Verhalten  dieser  Function  für  unendlich 
kleine  positive  Werthe  der  Variabelen  s  —  1.  Da  fn,  nur  durch 
ein  einziges  Primideal  ersten  Grades,  und  jede  andere  Primzahl  j>, 
wenn  sie  zum  Exponenten  /  gehört,  durch  e  verschiedene  Prim- 
ideale vom  Grade /  theilbar  ist,  woe/=«i  —  1,  so  erhalten  wir 

ß(s)  =  (1  —  m— )— 11(1  —!>—/)-•, 

wo  das  Product  auf  alle  von  m  verschiedenen  Primzahlen  p  zu 
erstrecken  ist  Der  allgemeine  Factor  dieses  Productes  lässt  sich 
in  folgender  Weise  umformen.  Bezeichnet  man,  wenn  m  —  1  wieder 
=  2  v  gesetzt  wird,  mit  a  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

a*"  =  1,  (46) 

ferner  mit  y  eine  primitive  Wurzel  derselben  Gleichung,  so  ist 

a=l,    y,    y*...y2"— ; 

da  nun  der  Index  p'  mit  2  v  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 


*)  Dass  auch  DiricJüet  dieselbe  Aufgabe,  aber  in  anderer  Einkleidung 
gelöst  hat,  berichtet  Kummer  in  seiner  ausgezeichneten  Gedächtnissrede 
auf  Gustav  Peter  Lejewe-Dirichlet  (1860,  S.  21  bis  22)  mit  den  Worten: 
„Für  diejenigen  zerlegbaren  Formen  höherer  Grade,  deren  lineare  Faktoren 
keine  anderen  Irrationalitäten,  als  Einheitswurzeln  für  einen  Primzahl- 
Exponenten,  enthalten,  hat  Dtrichlet  während  seines  Aufenthalts  in  Italien 
die  Klassenanzahl  bestimmt,  aber  er  hat  von  dieser  Arbeit  leider  nichts 
veröffentlicht." 
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e  hat,  so  ist  y*'  eine  Wurzel  8  der  Gleichung  8f  =  1,  und  zwar 
eine  primitive;  mithin  tritt  jede  Wurzel  8  dieser  Gleichung  unter 
den  2  v  Zahlen 

aP'  =  1,     yP\     y*P'  .  .  .  y(ßy—Up' 

genau  e  mal  auf,  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 

(1  —p—f)e  =  n  (1  —  a*'p—) 

ist,  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  a  bezieht.  Man  erhält 
daher 

Sl(s)  =  (1  —  m-°)-1  Ff  (1  —  aP'p—)-*, 

und  dieses  Product,  in  welchem  a  und  p  alle  ihre  Werthe  durch- 
laufen müssen,  hat,  so  lange  s  >  1  ist,  einen  von  der  Anordnung 
der  Factoren  unabhängigen  Werth.  Bezeichnet  man  mit  L  (a)  das 
Product  aller  derjenigen  Factoren,  welche  allen  Werthen  von  p, 
aber  einem  bestimmten  Werthe  a  entsprechen,  so  ist  folglich 

a(8)  =  (1  -m-Ä)"xni(a),  (47) 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  a  bezieht,  und  hierin  ist  nach 
früheren  Sätzen  (§§.  132,  133) 

L(a)  =  11(1  —  aP'p-°)~l  =  2«1'*-' ,  (48) 

wo  e  alle  positiven  ganzen  rationalen  Zahlen  durchläuft,  die  nicht 
durch  m  theilbar  sind,  und  wo  81  wieder  den  Index  von  z  bedeutet. 
Wenn  nun  die  Variabele  s  abnehmend  sich  dem  Grenzwerthe 
1  nähert,  so  wächst  die  Function  L(l)  über  alle  Grenzen  und 
zwar  so,  dass 

lim  (8  —  l)(l-m-°)-1L(l)  =  1  (49) 

wird  (§.  117).  Ist  aber  a  verschieden  von  1,  also  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

a>y""1  =  l  -|-  a  +  a»  H +  a2"-1  =  0,  (50) 

a —  1 

so  nähert  sich,  wie  wir  früher  (§.  134)  gesehen  haben,  die  Function 
L(a)  einem  endlichen  Grenzwerth;  da  nämlich,  wenn  die  Glieder 
der  Reihe  (48)  nach  wachsenden  z  geordnet  werden,  die  Summe 
von  je  2v  auf  einander  folgenden  Coefficienten  «*'  zufolge  (50) 
verschwindet,  so  convergirt  (nach  §.  101)  diese  Reihe  für  alle 
positiven  Werthe  von  s,  und  sie  ist  zugleich  eine  stetige  Function 
von  s;  setzt  man  daher  bei  dieser  Anordnung  der  Glieder 

L»(cc)  =  2«"*-1,  (51) 

33* 
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so  ist  L°(a)  endlich  und  zugleich  der  Grenzwerth  von  L(a).  Bis 
zu  diesem  Puncte  war  es  leicht,  das  Verhalten  der  Reihen  L(a) 
an  der  Stelle  s  =  1  zu  ergründen;  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
über  die  arithmetische  Progression  musste  aber  ausserdem  gezeigt 
werden,  dass  der  Grenzwerth  L°  (a)  stets  von  Null  verschieden  ist, 
und  dies  verursachte  damals  erhebliche  Schwierigkeiten.  Es  ist 
daher  von  hohem  Interesse,  dass  dieselbe  Thatsache  jetzt  als  eine 
unmittelbare  Folge  unserer  Untersuchung  über  die  Anzahl  A  der 
Idealclassen  erscheint*).  In  der  That,  da  im  vorigen  Paragraphen 
allgemein  gezeigt  ist,  dass 

lim(s  —  l)Sl(s)  =  gh 

ist,  wo  g  einen  bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Werth  bedeutet, 
so  erhalten  wir  zufolge  (47)  und  (49)  für  unseren  Fall 

gjl  =  tlLo(*),  (52) 

und  da  h  immer  eine  positive  ganze  Zahl,  niemals  =  0  ist,  so 
kann  auch  keiner  der  endlichen  Factoren  L°  (a)  verschwinden,  was 
zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  auf  diesen  Zusammenhang  unserer  Untersuchung 
mit  dem  Beweise  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 
aufmerksam  gemacht  haben,  wollen  wir,  was  für  den  letzteren  kein 
weiteres  Interesse  darbot,  die  Werthe  L°  (a)  in  geschlossener  Form 
darstellen.  Setzt  man,  wenn  x  eine  Variabele  bedeutet,  zur  Ab- 
kürzung 

(«,«)  =  2«fy,  (53) 

wo  r  die  Werthe  1,  2,  3  ...  m—  1  durchlaufen  soll,  und  verfahrt 
man  wie  damals  (§.  134  oder  §.  103),  indem  man  in  (51)  die 
Grössen  #— *  durch  bestimmte  Integrale  ersetzt  und  die  mit  (50) 
übereinstimmende  Gleichung 

(«,  1)  =  0  (54) 

berücksichtigt,  so  erhält  man  zunächst 

i,(ft)=/i^4r^.  (55) 

w         J     1  — Xm     X  v      ' 

0 

Da  nun 

*♦»-!  =(s-l)II(*-fl.) 


*)  GeDau  dasselbe  gilt  auch,  # wenn  die  Differenz  m  der  arithmetischen 
Progression  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 
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ist,  wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2  v  durch- 
läuft ,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (54)  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche 

(<*,  x)      _       1  y  (g,  6s) 
x(l—xm)  m     x  —  tia' 

Hierin  lassen  sich  die  Zähler  sämmtlich  auf  (a,  0)  zurückführen; 
da  nämlich  0J  =  0Ä  +  r'  ist,  so  folgt 

(«,  0s)=l<*r'0s  +  r>i 

wo  r'  ein  beliebiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2v  zu  durch- 
laufen hat;  man  darf  daher  r'  durch  r'  —  s  ersetzen,  und  erhält 
so  die  in  der  Theorie  der  Kreistheilung  wohlbekannte  Relation 

(a,  d8)  =  a-flS«r'ör'  =  «-'(«,  0).  (56) 

Mithin  ist 


(<*,  g)      _       (g,  0)  y    « 


—  8 


#(1— #m)  m        #  — 0/ 

und  hierdurch  geht  die  Gleichung  (55)  in  die  folgende  über 


o 
es  ist  ferner 


/Ä=,°8(if£)=io8<i-<)--,>=i'>8'' 


o 

und  dieser  Logarithme  ist  (nach  §.  103,  S.  261)  dadurch  vollständig 
bestimmt,  dass  sein  imaginärer  Bestandteil  zwischen  den  Grenzen 

+  -o  ä  i  liegt.    Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

*(«)=  —  Sa-'logfit  +  y,  (57) 

wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2i>  durchläuft, 
so  erhalten  wir  das  Resultat 

£°(«)  =  ^  («.«)*(«>  (58) 

Um  nun,  wie  es  die  Gleichung  (52)  verlangt,  das  Product  der 
Grössen  L°(a)  für  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  zu  bilden, 
beginnen  wir  mit  dem  Factor  (a,  0)  und  benutzen  hierbei  den 
Hülfssatz 

(a,  0)  (a-\  0)  =  tna"  =  +w;  (59) 

derselbe  ergiebt  sich  leicht  aus  (56),  wenn  man  mit  08  multiplicirt, 
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s  ein  Restsystem  nach  dem  Modul  2v  durchlaufen  lässt  und  die 
Summe  bildet;  man  erhält  auf  diese  Weise  zunächst 

(«,  e)  (a-1,  ö)  =  2(«,  6s)e8  =  2«»0,+«0.  =  2«»(00«)„ 

wo  u  ebenfalls  ein  solches  Bestsystem  durchläuft;  je  nachdem  nun 
u  mit  v  congruent  ist  oder  nicht,  ist  0  0U  =  1  oder  conjugirt  mit  6, 
und  folglich  ist  die  nach  s  genommene  Summe  2  (0  0*)*  im  ersten 
Falle  =  2  v  =  m —  1,  in  allen  übrigen  Fällen  aber  =  2  0,  =— 1, 
woraus  mit  Rücksicht  auf  (50)  der  zu  beweisende  Satz  (59)  un- 
mittelbar folgt.    Für  a  =  —  1  ergiebt  sich 

(— l,ö)»  =  m(-l)*, 
also 

(- 1,  0)  =  2  (-  1)"0'  =  2  (■£)  6r  =  i"'  Vtn,  (60) 

und  hierin  ist  (nach  §.  115)  die  Quadratwurzel  positiv,  wenn,  was 
wir  von  jetzt  ab  festsetzen  wollen, 

271  i 

0  =  em  (61) 

genommen  wird.  Da  nun  die  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  aus 
der  Zahl  —  1  und  (y  —  1)  Paaren  von  der  Form  a,  «-1  bestehen, 
so  folgt  aus  (59)  und  (60)  bei  gehöriger  Beachtung  der  Factoren 
a,v  das  Resultat 

n  (*,  0)  =  i'm*-1  Vm.  (62) 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  näheren  Betrachtung  des  in  (58) 
ferner  auftretenden  Factors  ^(«)i  welcher  einen  wesentlich  ver- 
schiedenen Charakter  besitzt,  je  nachdem  ay  =  -f- 1  oder  =  —  1 
ist;  wir  behandeln  zuerst  den  Fall 

a"=  —  l.  (63) 

Ersetzt  man  in  (57)  den  Summations-Buchstaben  s  durch  s  —  v 
und  nimmt  das  Mittel  aus  dem  so  entstehenden  und  dem  ursprüng- 
lichen Ausdruck,  so  erhält  man 


z  Wa  +  v/ 


wo  zufolge  der  obigen  Bemerkung  die  Logarithmen  so  zu  nehmen 
sind,  dass  ihr  imaginärer  Theil  zwischen  den  Grenzen  +  ni  liegt; 
setzt  man  nun  wieder  s  =  r'  und  unterwirft  r  der  Bedingung 
0  <  r  <  m,  so  ist 
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mithin 


Pa  +  y 


Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

9>(«)  =  —  2  r  «-'',  (64) 

wo  r  die  Werthe  1,  2,  3  ...  (m  —  1)  zu  durchlaufen  hat,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  (50)  das  Resultat 

*(«)  =  -■£»(«).  (65) 

Offenbar  ist  <jp  (a)  eine  ganze  algebraische  Zahl ;  bezieht  man 
daher  das  Productzeichen  FT  auf  alle  Wurzeln  cc  der  Gleichung 
(63),  so  ist  Il'g>(a)  als  symmetrische  Function  dieser  Wurzeln*) 
eine  ganze  rationale  Zahl,  und  wir  wollen  zeigen,  dass  dieselbe 
positiv  und  ausserdem  durch  (2m)y~1  theilbar  ist.  Das  Erstere 
leuchtet  sofort  ein,  wenn  v  gerade  ist,  weil  in  diesem  Falle  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (63)  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form 
c$,  «-1  bestehen;  ist  ferner  v  ungerade,  also  m  =  3  (mod.  4),  so 
tritt  ausser  solchen  Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  a  =  —  JL  auf, 
also  auch  der  reelle  Factor 

9>(-l)=-2r(-l)-'=-2(^)r, 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  263) 
einen  positiven  Werth  hat.  Um  auch  die  zweite  Behauptung  zu 
erweisen,  bilden  wir  das  Product 

cqp(a)  ==  —  cc  2(cr)a-(cr>', 

wo  c  wieder  die  Basis  unseres  Index-Systems  bedeutet;  reducirt 

man  hierin  die  Producte  er  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste 

nach  m,  so  stimmen  dieselben  im  Complex  wieder  mit  den  Zahlen  r 

überein,  woraus  offenbar  folgt,  dass  (c  —  a)  <p  (a)  durch  m  theilbar, 

mithin 

n'(c  —  a)  .II>(«)  =  0  (mod.  mv) 


*)  Will  man  sich  hierauf  nicht  berufen,  so  leuchtet  doch  ein,  dass  das 
fragliche  Product  rational  ist,  weil  man  es  als  eine  Norm  oder  als  ein 
Product  mehrerer  Normen  in  denjenigen  Körpern  ansehen  kann ,  welche 
den  Wurzeln  der  Gleichung  (63)  entsprachen. 
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ist;  hierin  ist  der  erste  Factor 

fT(c  —  «)  =  C  +  1  =  0  (mod.  m)\ 

wählt  man  aber  die  Zahl  c  so,  dass  sie  eine  primitive  Wurzel  auch 

von  m2  wird  (§.  128),  so  ist  c2y  —  1  und  folglich  auch  cy  +  1  nicht 

durch  *n3  theilbar,  und  hieraus  folgt,  dass  fl '?>(«)  durch  m*-1 

theilbar  ist*).    Ganz  ähnlich  ergiebt  sich  die  Theilbarkeit  durch 

2"— *;  durchläuft  nämlich  u  diejenigen  v  Werthe  r,  deren  Indices 

u'  =  0,  —  1,  —  2  .  .  .  —  (v  —  1)  (mod.  2  v)  sind,  so  durchläuft  die 

Zahl  (m  —  u),  deren  Index  =  u'  -f  v  (mod.  2  v),die  übrigen  Werthe  r, 

und  man  erhält 

<p(a)  =-5;(2w-fW)a-tt'; 
da  aber 


1— a  1  — a' 

also 

9>(a)  =  T^ 22ua-*' 

'        1 — a 

ist,  so  folgt,  dass  (1  —  a)q>(a)  durch  2  theilbar  ist,  und  hieraus 
ergiebt  sich,  dass  YL'q>(a)  durch  2"-1  theilbar  ist,  weil  n'(l  —  «) 
==  1  ^  -}-  1  ==  2  ist.  Nachdem  hiermit  unsere  obigen  Behauptungen 
bewiesen  sind,  können  wir 

tl'<p(u)  =  (2rn)y-*a  (66) 

setzen,  wo  a  eine  positive  ganze  rationale  Zahl**)  bedeutet,  und 
hiermit  ergiebt  sich  zugleich 

n'*(.)  =  £ii5&-.  (67) 

Wir  haben  jetzt  den  Ausdruck  #  (a)  für  den  zweiten  Fall  zu 
untersuchen,  in  welchem  uv  =  +  1  oder  vielmehr 

^T"1  =  1  +«  +  «»  +  ...  +  a*-1  =  0  (68) 

ist.  Lässt  man  u  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  v 
durchlaufen,  so  bilden  diese  Zahlen  u  in  Verbindung  mit  den 
Zahlen  u  +  v  ein  vollständiges  System  von  incongruenten  Zahlen  s 


*)  Natürlich  ist  dies  Resultat  von  der  bei  dem  Beweise  gemachten 
specielien  Annahme  über  c  gänzlich  unabhängig. 

**)  Dieselbe  ist  von  Kummer  mit  P'(ro)  bezeichnet. 
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in  Bezug  auf  'den  Modul  2  v,  und  aus  der  Definition  (57)  folgt 
daher  in  unserem  Falle 

^(a)=  —  2a-Mlog0iMfiM  +  „),  (69) 

wo  die  imaginären  Theile  der  Logarithmen  wieder  zwischen  den 
Grenzen  +ici  liegen;  da  aber  die  Producte  /*M/*u  +  j/  positiv  sind, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  Logarithmen  reell  sind.  Bezieht  sich 
nun  das  Productzeichen  f]"  auf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  (68), 
so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  II" #(«)  positiv  ist;"  dies  leuchtet 
sofort  ein,  wenn  v  ungerade  ist,  weil  in  diesem  Falle  die  genannten 
Wurzeln  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form  ct9  a-1  bestehen; 
ist  ferner  v  gerade,  also  m  =  1  (mod.  4),  so  tritt  ausser  solchen 
Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  «=  —  1  auf,  also  auch  der  reelle 
Factor 

*(-l)=-2(-l)-log^f+F  =  -2(^)log(l-0-Oi 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  266) 
einen  positiven  Werth  hat 

Dieses  positive  Product  ü"  V>(«)  lässt  sich  nun  *n  Form  einer 
Determinante  darstellen,  deren  Elemente  die  Logarithmen  eines 
Systems  von  (v  —  1)  unabhängigen  Einheiten  sind  (§.  177,  6.). 
Um  diese  Umformung  auszuführen, ^ersetzen  wir  in  (69)  den  Sum- 
mationsbuchstaben  u  durch  u  +  1,  wodurch  sich 

a^(a)  ==—  2a-Mlog0iu  +  1/*tt  +  „+1) 
und  folglich 

(1  -«)*(«)=  1 «"« log  fei£i±ü±2) 
ergiebt.    Setzt  man  nun  nach  Belieben 

« =  j  •*- »  -  TW  •  c°> 

welcher  letztere  Werth  reell  ist,  so  ist  i\  eine  Einheit  in  ß,  weil 
fi  und  fr  assoeiirt  sind,  und  in  beiden  Fällen  ist 

„    „  ^u  +  i^u  +  y  +  i. 

^u^/u  +  y  —         ~     "  J 

f*t4f*U-|-*/ 

setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

lu  =  lu  +  v  =  \og(rjuriu  +  y),  (71) 

welcher  Logarithme  immer  reell  zu  nehmen  ist,  so  wird 


und 
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ZAtt  =  0,  (72) 

(1  —  «)*(«)  =  2«""u*«o 
wofür  man  zufolge  (68)  auch 

(1— «)*(«)  =  2«-«(l  +  Al<) 

schreiben  darf.  Multiplicirt  man  alle  hierin  enthaltenen  Glei- 
chungen mit  einander  und  mit  der  Gleichung  v  =  2(1-|-aw),  so 
erhält  man,  weil  Il"(l —  et)  =  v  ist,  das  Resultat 

t/'n"4>(«)=n2a—  (1  +  luh 

wo  rechts  das  Productzeichen  II  sich  auf  alle  Wurzeln  a  der  Glei- 
chung a"  =  1  bezieht;  nach  einem  sehr  bekannten  Satze*)  lässt 
sich  dies  Product  durch  eine  cyklische  Determinante  vten  Grades 
darstellen,  und  so  ergiebt  sich 

1  +  *i      ,     1  +  A3  .  .  .  1  -f  A0 


v»n"*(«)  =  (-i) 


(y-i)(y  — ») 
2 


1  -f-  Ay_ j,      1  -f  *o  •••!+■  ^v  — : 


die  Elemente  der  letzten  Verticalreihe  werden  zufolge  (72),  wenn 
man  die  vorhergehenden  Verticalreihen  zu  ihr  addirt,  alle  =  v 
und  können  durch  1  ersetzt  werden,  indem  man  den  Factor  v  ab- 
sondert; wenn  man  nun  diese  letzte  Verticalreihe  von  jeder  vor- 
hergehenden abzieht  und  hierauf  alle  Horizontalreihen  zu  der 
letzten  addirt,  so  tritt  abermals  der  Factor  v  auf,  und  man  erhält 


n>(a)  =  (-l)" 


(#'  —  !)(#'  — 2) 


k0 


,   •    Aj  •    .    .    A 


„  —  2 


*i 


'2 


•    •    •    A  jp  —  j 


r*  y  —  2,        "  V — 1    •    *    *    "V 4 


Nach  der  in  der  Theorie  der  Einheiten  (§.  177,  6.)  eingeführten 
Bezeichnungsweise  ist  nun,  wenn  b  eine  beliebige  Einheit  des  Kör- 
pers &  bedeutet, 

Zu  00  =  10gOtt£tt  +  „), 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (71) 


*)  Vergl.  Bcdtzer:  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  §.  11,  2. 
(vierte  Auflage,  1875). 
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folgt;  man  kann  daher  die  vorstehende  Determinante  in  die  Form 


^-2(^o)>        ^-2(^l)    •    •    •    ly-2(viv-2) 

setzen,  und  erhält  folglich 

n>(«)  =  (- 1)"    2"     Lin^ni  •  •  •  n*-*),        (73) 

worin  die  oben  angekündigte  Darstellung  besteht. 

Bezeichnet  man  nun  wieder  mit  8  ein  System  von  v  —  1 
Fundamentaleinheiten  5,  ef  .  .  .  a(y_"a>,  und  mit  6  die  in  der  ent- 
sprechenden Gruppe  (S)  enthaltenen  Einheiten,  so  lässt  sich  jede 
Einheit  iy0,  r\x  .  .  .  i^_2  in  die  Form  qö  setzen,  wo  q  eine  der 
r  reducirten  Einheiten  bedeutet  und  eine  Wurzel  der  Gleichung 
q*  =  1  ist;  man  kann  folglich  die  positive  Grösse 

(y-i)(y-2) 

(- 1)        a        L(nn  qi  .  .  .  ^-2)  =  6L(«,  «'  .  .  .  a("-2))     (74) 

setzen,  wo  6  eine  positive  ganze  rationale  Zahl*)  bedeutet 
(§.  177,  8.).  Unter  den  r  reducirten  Einheiten  q  befinden  sich 
jedenfalls  die  2  m  Einheiten 

±1,    +0,    +e*...±0w|-1, 

weil  ihre  in  Bezug  auf  8  genommenen  Exponenten  sämmtlich  ver- 
schwinden, und  da  ( —  0)r  =  1  sein  muss,  so  ist  r  jedenfalls  theil- 
bar  durch  2m.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  r  =  2m  ist,  dass 
also  ausser  den  genannten  keine  andere  Einheitswurzel  q  in  Sl 
existirt.  Dies  ist  eigentlich  eine  unmittelbare  Folge  der  allgemei- 
nen Gesetze,  welche  die  algebraische  Verwandtschaft  der  Körper 
beherrschen,  auf  die  wir  uns  hier  jedoch  nicht  berufen  wollen. 
Zu  demselben  Ziele  gelangt  man  leicht,  wenn  man  gemäss  (9)  die 
ganze  Zahl  q  =  F(ß)  setzt,  woraus  Q"1  =  F(6^1)  folgt,  und  die 


*)  Zur  Bestimmung  dieser  Zahl  nach  (74)  ist  die  Kenntniss  eines 
Fundamentalsystems  S  erforderlich,  welches  aber  bis  jetzt,  selbst  in  den 
einfachsten  Fällen,  nur  durch  äusserst  beschwerliche  Rechnungen  zu 
erlangen  ist. 
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Gleichung  T{H)F{H~X)  =  1  nach  Ausführung  der  Multiplication 
näher  untersucht.  Wir  ziehen  hier  aber  folgenden  Weg  vor,  bei 
welchem  wir  uns  auf  die  Theorie  der  Ideale  stützen.  Ist  p  irgend 
eine  in  r  aufgehende  Primzahl,  und  pq  die  höchste  Potenz  von  p, 
welche  in  r  aufgeht,  so  befinden  sich  unter  den  Wurzeln  q  der 
Gleichung  Qr  =  1  auch  die  primitiven  Wurzeln  q  der  Gleichung 
qP9  —  l ;  bezeichnet  man  eine  bestimmte  von  ihnen  mit  9,  so  sind 
alle  in  der  Form  q*  enthalten,  wo  s  alle  durch  p  nicht  theilbaren 
Zahlen  durchläuft,  die  nach  dem  Modul  pq  incongruent  sind,  und 
wenn  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist  (nach  §.  139) 

***  —  1 

Setzt  man  hierin  t  =  1,  so  ergiebt  sich,  wie  im  Anfange  dieses 
Paragraphen,  dass 

p  =  8(l  —  q)(p-»* 

ist,  wo  8  eine  Einheit  bedeutet;  ist  daher  p  ein  in  p  aufgehendes 
Primideal,  so  geht  p  auch  in  1  —  q  auf,  und  folglich  ist  p  durch 
p(p-i)Q  theilbar.  Wenn  nun  p  von  m  verschieden  ist,  so  ist  p,  wie 
wir  oben  gesehen  haben,  durch  kein  Quadrat  eines  Primideals 
theilbar,  und  folglich  muss  (j)  —  \)q  =  1,  also  p  =  2,  q  =  1 
sein;  mithin  ist  r  durch  keine  von  m  verschiedene  ungerade  Prim- 
zahl, und  auch  nicht  durch  4  theilbar;  und  ebenso  ergiebt  sich 
für  den  Fall  p  =  w,  dass  q  =  1  ist,  also  r  nicht  durch  m*  theilbar 
sein  kann,  weil  om  die  (m  —  l)te  Potenz  eines  Primideals  ist  Da 
nun  r,  wie  oben  bemerkt,  durch  2  m  theilbar  ist,  so  folgt  hieraus 

offenbar,  dass 

r  =  2  m  (75) 

ist,  wie  behauptet  .war.  Behält  daher  E  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen,  so  ist 

L(s,  s'  .  ...  £("-a>)  =  2mE,  (76) 

und  folglich*) 

H"^(a)  =  2mbE.  (77) 

Durch  Zusammensetzung  der  in  (58),  (62),  (67)  und  (77)  er- 
haltenen Resultate  ergiebt  sich  nun  leicht  der  Werth  des  auf  alle 
Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  ausgedehnten  Productes 


*)  Ueteiohnet  mau  mit  8t  das  System  der  (v  —  1)  unabhängigen  Ein- 
heiten ifo)  fix  .  .  .  i?y— »,  so  ist  2mb  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  ^  redu- 

«*ii»fAn    Kill  h  Alt  ATI. 


oirton  Einheiten. 
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und  hierdaich  nimmt  die  Gleichung  »3->  mit  Rttsrfcica;  *%£ .  U>» 
folgende  Form  an 


r2x*"Eab       i2  »>•£"■.§* 


2*  =  -- r^~ —  = 


T<. 


Li»' 

da  ferner  [nach  §.  175,  \&\)  und  i.25/j 

xVlx\*E  _  vlmVE  ^ 

9~      Li)>     —     Hi>i 

ist,  so  erhalten  wir  das  von  Kummer  gefundene  Kiulrcsuh&t 

wo  a,  b  positive  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  die  durvh  die 
Gleichungen  (66)  und  (74)  definirt  sind. 


§.  ISO. 

Als  zweites  und  letztes  Beispiel,  auf  welches  wir  unsere  all* 
gemeine  Idealtheorie  anwenden  wollen,  wählen  wir  das  der  ^wiufrti- 
tischen  Körper,  weil  dasselbe  mit  dem  Hauptgegensbvnde  dieses 
Werkes,  der  Theorie  der  binären  quadratischem  Formen,  im 
engsten  Zusammenhange  steht  Wir  haben  schon  früher  (^  HUtt 
die  Grundzahl  D  =  A  (&)  eines  solchen  Körpers  A  bestimmt  und 
gezeigt,  dass,  wenn 

0=D+2VI),    o  =  \h0\  (\) 

gesetzt  wird,  o  das  System  aller  in  &  enthaltenen  ganxon  Zahlen 
ist.  Um  nun  alle  Primideale  dieses  Körpors  zu  finden,  erinnern 
wir  wieder  daran,  dass  (nach  §.  171,  10.)  zu  jodom  solchen  Ideal  \\ 
eine  bestimmte,  durch  p  theilbare  positive  rationale  Primzahl  p 
gehört,  welche  von  allen  durch  p  theilbaron  positiven  rationalen 
Zahlen  die  kleinste  ist,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  dio  p  Zahlen 
0,  1,  2  .  .  .  (p —  1)  jedenfalls  incongruent  nach  p  sind;  da  ferner 
N(p)  ein  Divisor  von  p*  =  ^(iO»  ft^80  entweder  —  p  oder  ' —  p* 
ist,  so  ist  p  ein  Ideal  ersten  oder  zweitem  Grade«,  und  e«  leuchtet 
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ein  (zufolge  §.  173,  4.  und  7.),  dass  im  ersten  Falle  op  =  t>p\  also 
ein  Product  von  zwei  Primidealen  ersten  Grades,  im  zweiten  Falle 
aber  op  =  p  ein  Primideal  zweiten  Grades  ist,  also  p  auch  im 
Körper  £1  den  Charakter  einer  Primzahl  behält.  Wir  wollen  nun 
beweisen,  dass  der  erste  oder  zweite  Fall  eintritt,  je  nachdem  D 
quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  4  p  ist. 

In  der  That,  nehmen  wir  an,  es  finde  der  erste  Fall  op  =  pp1 
Statt,  so  bilden,  weil  (o,  p)  =  N(p)  =  p  ist,  die  Zahlen  0,  1,  2 
.  .  .  (p  —  1)  ein  vollständiges  Restsystem  nach  p,  und  folglich  giebt 
es  eine  rationale  Zahl  £,  welche  der  Bedingung 

t  =  0  (mod.  p)      '  (2) 

genügt;  setzt  man  daher^  indem  man  (wie  in  §.  166)  die  zu  einer 
Zahl  ca  conjugirte  Zahl  mit  cö'  bezeichnet, 

r2  —  D 

N{n)  =  7i7it  =  ,  (4) 

wo 

-      r  =  D  —  2t  (5) 

ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  so  ist  it  durch  p, 
mithin  (nach  §.  169,  5.)  N(it)  durch  N(p),  also  durch  p  theilbar, 
und  hieraus  folgt,  dass 

r*  =  D  (mod.  4j>),  (6) 

also  I)  quadratischer  Rest  von  4j)  ist.  Umgekehrt,  wenn  die  vor- 
stehende Gongruenz  durch  eine  ganze  rationale  Zahl  r  befriedigt 
wird,  so  ist  r  =  D  (mod.  2),  und  folglich  sind  die  obigen ,  aus  r 
oder  t  gebildeten  Zahlen  ä,  n1  ganze  Zahlen,  deren  Product  durch 
p  theilbar  ist;  da  aber  zufolge  (1)  keiner  der  beiden  Factoren  ä,jt' 
durch  p  theilbar  ist,  so  kann  op  kein  Primideal  sein,  und  folglich 
ist  op  gewiss  ein  Product  von  zwei  Primidealen  ersten  Grades, 
womit  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  wir  für  den  Fall 
op  =  pp'  die  vorstehenden  Bezeichnungen  beibehalten,  die  Zahl 
itf  immer  durch  pf  theilbar  ist.  Da  nämlich  it  durch  p,  aber  nicht 
durch  p  theilbar  ist,  so  kann  man  o  n  =  p  q  setzen ,  wo  das  Ideal 
q  nicht  durch  p'  theilbar  ist;  da  ferner  nn'  durch  2h  also  p(\n' 
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durch  pp',  mithin  q  je*  durch  p'  theilbar  ist,  so  muss  n'  durch  das 
Primideal  p'  theilbar  sein,  wie  behauptet  war*). 

Es  ist  nun  noch  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen,  unter 
welcher  Bedingung  die  in  diesem  Falle  auftretenden  Factoren  p,  p' 
mit  einander  identisch  sind,  also  op  =  p*  wird;  da  unter  dieser 
Annahme  beide  Zahlen  n,  n'  durch  p  theilbar  sind,  so  gilt  dasselbe 
von  der  Zahl  r  =  it  +  it',  und  da  r  rational  ist,  so  muss  r  auch 
durch  p  theilbar  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (6)  folgt,  dass  p 
in  D  aufgeht.  Umgekehrt,  wenn  p  eine  in  der  Grundzahl  D  auf- 
gehende Primzahl  ist,  so  folgt  zunächst,  dass  D  auch  quadratischer 
Rest  von  4p  ist;  ist  nämlich  p  =  2,  so  ist  D  (nach  §.  166)  durch 
4  theilbar,  und  folglich  wird  die  Congruenz  (6)  durch  r  =  0  oder 
durch  r  =  2  befriedigt;  ist  aber  p  ungerade,  so  geschieht  dasselbe 
durch  r  =  0  oder  r  =  p,  je  nachdem  D  =  0  oder  =  1  (mod.  4) 
ist.  Mithin  ist  op  ein  Product  von  zwei  Primidealen  ersten  Gra- 
des p,  p';  behalt  man  die  obigen  Bezeichnungen  bei  und  berück- 
sichtigt, dass  r  jedenfalls  durch  p  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  die 
durch  p  theilbare  Zahl  n  =  r  —  ic1  auch  durch  p'  theilbar  ist; 
wäre  nun  p'  verschieden  von  p,  so  müsste  n  durch  pp',  also  auch 
durch  p  theilbar  sein,  was  nicht  der  Fall  ist;  mithin  ist  p'  =  p, 
und  folglich  op  =  p2.  Wir  können  daher  das  Resultat  unserer 
bisherigen  Untersuchung  so  aussprechen: 

Ist  p  eine  Primzahl  im  Körper  der  rationalen  Zahlen,  so  ist 
op  stets  und  nur  dann  das  *  Quadrat  eines  Primideals  vom  ersten 
Grade,  wenn  p  in  der  Grundzahl  D  aufgeht;  ist  aber  D  nicht 
theilbar  durch  p,  so  ist  op  ein  Product  von  zwei  verschiedenen 
Primidealen  ersten  Grades,  oder  op  ist  selbst  ein  Primideal  zweiten 
Grades,  je  nachdem  D  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von 
4 p  ist**). 


*)  Man  findet  auch  leicht,  dass  J>  =  [p,  n],  p'  =  [j>,  n ']  ist,  und  wir 
empfehlen  dem  Leser,  die  Gleichung  pp'  =  op  durch  wirkliche  Ausfuh- 
rung der  Multiplication  zu  verificiren,  wobei  es  darauf  ankommt,  den 
viergliedrigen  Modul  [p\  pn,  pn1,  nnr\  nach  §.  165  auf  einen  zwei- 
gliedrigen zu  reduciren  (vergl.  §.  181). 

**)  Hierzu  bemerken  wir  Folgendes..  Sind  die  Primideale  eines  Nor- 
malkörpers bekannt,  so  gilt  dasselbe,  wie  demnächst  an  einem  anderen 
Orte  gezeigt  werden  soll,  auch  für  jeden  Divisor  dieses  Körpers.  Nun  ist, 
wie  wir  schon  in  der  Schlussbemerkung  zu  §.  166  gesagt  haben,  unser 
quadratischer  Körper  &  ein  Divisor  desjenigen  Normalkörpers,  welcher 
aus  einer  primitiven  Dten  Wurzel  der  Einheit  entspringt,  und  da  die  Ideale 
dieses   Kreistheilungs   Körpers    nach    den    in    §.  179   angegebenen  Sätzen 
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Die  Zahl  p  =  2  bietet  den  ersten ,  zweiten  oder  dritten  Fall 
dar,  je  nachdem  D  =  0  (mod.  4),  =  1  (mod.  8),  oder  =  5  (mod  8) 
ist,  und  hieraus  erklärt  sich  das  eigentümliche  Verhalten  der 
Zahl  2  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste  (§.  36).  Ist  p  un- 
gerade, so  kommt,  weil  stets  D2  =  D  (mod.  4)  ist,  die  Bedingung 
(6)  darauf  hinaus,  dass  D  quadratischer  Rest  von  p  ist,  und  folg- 
lich wird  der  erste,  zweite  oder  dritte  Fall  eintreten,  je  nachdem 


(^)  =  0,    =+1,    oder=-l 


ist.  Um  aber  alle  Fälle  zusammenzufassen,  wollen  wir  ein  anderes 
Symbol  einführen  und 

(D,i>)  =  0,    =  +  1,    oder=-l  (7) 

setzen,  je  nachdem  die  Primzahl  p  den  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Fall  darbietet;  für  jede  ungerade  Primzahl  p  ist  daher 


CA  ,)  =  (f). 


Wir  definiren  ferner 
und  wenn 


(2>,  1)  =  1,  (8) 


m  =  pp'p**.  .  . 

ein  Product  von  beliebig  vielen  Primzahlen  jp,  p',  p"  .  .  .  ist,  so 
setzen  wir  entsprechend 

(A  m)  =  (2),  p)  (D,  p')  (D,  p")  .  .  .,  (9) 

woraus  der  allgemeine  Satz 

(2),  m'  m")  =  (2),  m')  (2),  m")  (10) 

folgt. 

Indem  wir  die  bei  der  aligemeinen  Untersuchung  über  die 

Anzahl  h  der  Idealclassen  benutzten  Bezeichnungen  beibehalten 

(§.  178),  setzen  wir 

Ä(s)  =  2  tf(a)-  =  Il(l-N(p)—)-li  (11) 


bekannt  sind,  so  folgt  daraus  aucn  die  Bestimmung  der  Ideale  des  quadra- 
tischen Körpers  Ä,  aber  in  einer  anderen  als  der  obigen  Form,  nämlich 
so,  dass  die  Zerlegung  von  op  in  Primideale  sich  unmittelbar  aus  der 
Zahlclasse  ergiebt,  welcher  die  Zahl  p  nach  dem  Modul  D  angehört.  Aus 
der  Vergleichung  beider  Formen  ergiebt  sich  abermals  ein  Beweis  des 
Reciprocitätssatzes. 
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fassen  wir  die  Factoren  des  Productes  zusammen«  welche  von  den 
verschiedenen  in  einer  und  derselben  rationalen  Primzahl  p  auf- 
gehenden Primidealen  p  herrühren,  so  ist  dieser  Beitrag  gleich 

a-*-')-1,  u-i>-')-*,  (i-j>-**)-1, 

je  nachdem  der  erste,  zweite  oder  dritte  der  obigen  Fälle  eintritt; 
mit  Benutzung  des  eben  eingeführten  Symbols  (7)  kann  man  aber 
diese  drei  Ausdrücke  in  der  gemeinschaftlichen  Form  des  Productes 

zusammenfassen,  und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (10),  dass 

ist,  wo  m  in  jeder  der  beiden  Summen  alle  positiven  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  durchlaufen  muss  (vergl.  §.  178,  (48)).  Multiplicirt 
man  mit  der  positiven  Grösse  s  —  1  und  lässt  dieselbo  unondlich 
klein  werden,  so  ergiebt  sich  hieraus 

0Ä  =  Um2^-^,  (13) 

wo  g  die  frühere  Bedeutung  hat;  ordnet  man  die  Gliedor  der  Hoihc 
nach  wachsenden  m,  so  folgt  aus  dem  Reciprocitätssatzo  (vergl, 
§.  52),  dass  die  Summe  von  je  (D)  auf  einander  folgenden  Coefti- 
cienten  (D,  m)  verschwindet;  mithin  convergirt  die  Reiho  für  alle 
positiven  Werthe  s,  und  da  sie  zugleich  eine  stetige  Function  von 
s  ist  (§.  101),  so  erhalten  wir 


v_l_    v(A_m) 


gh=1(A™±. 


(14) 

Den  Werth  von  g  haben  wir  früher  allgemein  bestimmt 
(§.  178,  (34)),  aber  er  nimmt  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Grund- 
zahl D  verschiedene  Formen  an.  Ist  D  negativ,  so  ist  v  —  1, 
x  =  1 ,  und  E  ist  der  umgekehrte  Werth  der  Anzahl  r  aller  in  Sl 
enthaltenen  Einheiten,  welche  =  6  für  D  =  —  3,  =  4  für  1)  r=  — -  4, 
und  =  2  in  allen  anderen  Fällen  ist;  es  wird  daher 

2  71 

9  = 


mithin 

Dirichlet,  Zahlentheorie,  <}<) 
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2tc  m 

Ist  aber  D  positiv,  so  ist  v  =  2,  x  =  2 ;  die  Anzahl  r  der  redu- 
cirten  Einheiten  +  1  ist  =  2,  mithin 

*=ato«8=saM 2 > 

wo  s  die  Fundamentaleinheit  bedeutet,  also  T,  IT  die  kleinsten 

positiven  ganzen  rationalen  Zahlen  sind,   welche  der  PelTschen 

Gleichung 

T«  —  D  U*  =  4 

genügen;  es  wird  daher 

_  logg 

und  folglich 

*      W2{A-Ü.  (16) 

log  £         m  7 

Vergleicht  man  die  so  gewonnenen  Resultate  (15)  und  (16) 
mit  denen  des  fünften  Abschnitts  (§§.  97,  99),  so  wird  man  sich 
bei  genauer  Berücksichtigung  der  damals  und  jetzt  angewendeten 
Bezeichnungen  leicht  überzeugen,  dass,  je  nachdem  die  Grundzahl 
D  =  0  oder  =  1  (mod.  4)  ist,  die  Anzahl  h  unserer  Idealclassen 
vollständig  übereinstimmt  mit  der  Classenanzahl  der  (positiven) 
ursprünglichen  Formen  erster  Art  für  die  Determinante  \  Z),  oder 
mit  derjenigen  der  (positiven)  ursprünglichen  Formen  zweiter  Art 
für  die  Determinante  D.  Diese  Uebereinstimmung  ist  eine  noth- 
wendige  Folge  des  Umstandes,  dass  in  unserem  Falle  der  quadra- 
tischen Körper,  wie  man  leicht  finden  wird,  jede  bestimmte  Classe 
von  Formen  der  Diseriminante  D  auch  nur  einer  einzigen  Ideal- 
classe  entspricht  (vergl.  §.  176,  S.  548). 

Die  Eintheilung  der  binären  quadratischen  Formen  in  Ge- 
schlechter (Supplement  IV.)  lässt  sich  ebenfalls  leicht  auf  die  Ideale 
übertragen,  und  sowohl  diese  Untersuchung  wie  der  auf  die  Ab- 
zahlung der  ambigen  Classen  gestützte  Beweis  des  Reciprocitäts- 
satzes  (§§.  152 — 154)  gewinnt  in  der  neuen  Einkleidung  eine  weit 
einfachere  Gestalt,  deren  Herstellung  wir  jedoch  dem  Leser  über- 
lassen müssen.  Dagegen  wollen  wir  im  Folgenden  noch  die 
allgemeine  Theorie  der  Moduln  für  quadratische  Körper  hinzu- 
fügen, weil  dieselbe  die  Composition  der  binären  quadratischen 
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Formen  in  sich  schliesst  und  für  viele  andere  Untersuchungen, 
z.  B.  für  die  Theorie  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  von  grosser  Bedeutung  ist. 


§.  181. 

Jeder  endliche  Modul,  dessen  Zahlen  sämmtlich  dem  quadrati- 
schen Körper  Sl  angehören,  lässt  sich  (nach  §.  165,  S.  490)  immer 
auf  eine  Basis  zurückführen,  welche  aus  höchstens  zwei  Zahlen 
besteht,  und  wir  wollen  im  Folgenden  unter  einem  Modul,  falls 
das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  immer  einen 
solchen  zweigliedrigen  Modul 

m  =  [a,  ß]  (1) 

verstehen,  dessen  Basiszahlen  a,  ß  wirklich  von  einander  unab- 
hängig sind  und  folglich  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bil- 
den. Es  ist  nun  zweckmässig,  jede  solche  beliebig  gegebene  Basis 
so  umzuformen,  dass  die  eine  der  beiden  Basiszahlen  eine  posi- 
tive rationale  Zahl  m  wird.  Um  die  Möglichkeit  dieser  Umfor- 
mung darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  weil  die  Zahl  1  in  Sl  ent- 
halten ist,  es  immer  zwei  bestimmte  rationale  Zahlen  x,  y  giebt, 
welche  der  Bedingung  xa-\-yß  =  1  genügen;  stellt  man  diesel- 
ben als  Brüche  mit  demselben  Nenner  dar  und  sondert  aus  den 
Zählern  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  ab,  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  Form 

m  =  pa  +  qß 

an,  wo  j>,  q  relative  Primzahlen  bedeuten,  und  m  eine  positive, 
ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl  ist;  bestimmt  man  ferner 
zwei  ganze  rationale  Zahlen  r,  s  so,  dass 

ps —  qr  =  +  1 
wird,  und  setzt  hierauf 

mcD  =  ra-f-s/3, 

so  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  m,mco  ebenfalls  eine  irreductibele 
Basis  von  m  bilden  und  dass  folglich 

m  =  [m,  mco]  =  m[l,  cd]  (2) 

ist.  Da  oo  gewiss  irrational  ist,  so  ist  [m]  der  Inbegriff  aller  in  m 
enthaltenen  rationalen  Zahlen,  und  m  ist  als  die  kleinste  positive 
unter  ihnen  vollständig  bestimmt. 
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Die  Zahl  ©  ist  die  eine  Wurzel  einer  irreductibelen  quadrati- 
schen Gleichung 

ac»3  —  bco+c  =  0,  (3) 

wo  a,  6,  c  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
bedeuten,  und  diese  sind  durch  cd  vollständig  bestimmt,  wenn  wir 
festsetzen,  dass  a  immer  positiv  sein  soll.  Bedeutet  D  wieder  die 
Grundzahl  des  Körpers  ß,  und  setzen  wir,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, 

DA-  VD 

Ö=^T^'    0  =  [ML  (4) 

so  ist  aoo  als  ganze  Zahl  von  der  Form 

lllfl       b  +  WD       b+Vd 

wo  A,  h  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und 

d  =  A  (1,  aw)  =  62  —  4ac  =  Da2  (6) 

ist.  Da  od  ohne  Aenderung  von  m  durch  —  cd  ersetzt  werden 
kann,  so  wollen  wir  für  die  Folge  immer  festsetzen,  dass  h  positiv 
sein  soll.  Man  sieht  leicht,  dass  hierdurch,  wenn  ein  gegebener 
Modul  m  vorliegt,  die  Zahl  a>  so  weit  und  nur  so  weit  bestimmt 
ist,  dass  sie  durch  o0  =  co  -f  z  ersetzt  werden  kann,  wo  z  jede 
beliebige  ganze  rationale  Zahl  bedeutet;  dies  hat  aber  keinen  Ein- 
fluss  auf  die  Zahlen  a,  Je  und  d,  die  mithin  vollständig  bestimmt 
sind,  während  b  in  bQ  — -  2az-\-b,  und  c  in  c0  =  az* -\-bz  +  c 
übergeht;  da  mithin  b0  alle  Individuen  einer  bestimmten  rationalen 
Zahlclasse  nach  dem  Modul  2a  durchläuft,  so  kann  man,  wenn 
man  will,  a>0  durch  die  Bedingung  vollständig  bestimmen,  dass 
0<^&o<T2a  sein  soll,  was  aber  keinen  wesentlichen  Nutzen  ge- 
währt. Dagegen  ist  es  bisweilen  vortheilhaft,  o0  so  zu  wählen, 
dass  c0  relative  Primzahl  zu  a  wird;  um  dies  zu  erreichen,  kann 
man,  wenn  r  das  Product  aller  gleichzeitig  in  a  und  in  c  auf- 
gehenden Primzahlen,  und  s  das  Product  aller  übrigen  in  a  auf- 
gehenden Primzahlen  bedeutet,  z  so  wählen,  dass  z  =  1  (mod.  r) 
und  zugleich  z  =  0  (mod.  s)  wird,  was  (nach  §.  25)  stets  mög- 
lich ist. 

Unter  der  Ordnung  n  des  Moduls  m  verstehen  wir,  wie  früher 
(§.  176,  S.  554),  den  Inbegriff  aller  Zahlen  v,  für  welche  mv  durch 
m  theilbar  wird.  Aus  dieser  Definition  folgt  offenbar,  dass,  wenn 
7j  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  bedeutet,  n  zugleich 
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die  Ordnung  des  Moduls  ^m  ist;  behalten  wir  daher  die  vorher- 
gehenden Bezeichnungen  bei,  so  sind  die  gesuchten  Zahlen  v  alle 
diejenigen,  für  welche  [v, vai]  durch  [1,g>]  theilbar  wird,*  und 
hierzu  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  beiden  Zahlen 
v  und  vo  in  [1,  cd]  enthalten  sind.  Es  muss  daher  zunächst 
v  =  x  -f-  y &  sein,  wo  x*  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  dann 
ist  vo  =  xa  +  yo2,  und  da  xa  in  [l,co]  enthalten  ist,  so  muss 
dasselbe  auch  von  yco3  gelten;  zufolge  (3)  ist  aber 

, .      y(ba>  —  c) 
u 

mithin  müssen  die  beiden  Producte  by,  cy  durch  a  theilbar  sein; 
da  aber  die  Zahlen  a,  6,  c  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben, 
so  folgt  hieraus,  dass  y  durch  a  theilbar,  also  y  =  az,  v  = 
x-\-  zaco  sein  muss,  wo  z  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl  be- 
deutet; und  da  umgekehrt  jede  solche  Zahl  x  -\-  za&  die  gefor- 
derte Eigenschaft  besitzt,  so  erhalten  wir  das  Resultat 

.n  =  [1,  ao]  =  [1,  hd]  (7) 

Jede  Ordnung  n  ist  daher  ein  Modul,  welcher  nur  ganze 
Zahlen  und  unter  diesen  auch  die  Zahl  1,  mithin  alle  ganzen 
rationalen  Zahlen  enthält;  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  ein  jeder 
solche  Modul  n  (in  unserem  Falle  der  quadratischen  Körper)  auch 
gewiss  eine  Ordnung,  nämlich  die  Ordnung  von  n  selbst  ist.  Wir 
wollen  nun  im  Folgenden  die  Zahl  Je  den  Index  und  die  in  (6) 
gebildete  Zahl  d  =  DJc2  die  Discriminante  des  Moduls  m  nennen; 
dann  haben  alle  Moduln  m  von  gleicher  Ordnung  n,  also  auch  n, 
denselben  Index  und  dieselbe  Discriminante;  zugleich  leuchtet  ein 
(nach  §.  165,  (22)),  dass 

*•  =  (o,  n)  (8) 

ist.  Offenbar  ist  der  Modul  m  stets  und  nur  dann  ein  Ideal,  wenn 
er  durch  o  theilbar,  und  n  =  o,  also  ä  =  1,  und  m  eine  ganze, 
durch  a  theilbare  Zahl  ist.  Dies  führt  dazu,  den  Begriff  der  Norm 
auch  auf  beliebige  Moduln  m  zu  übertragen,  und  zwar  wollen  wir 
darunter  den  Quotienten 

y(«)  =  ÖLÜÖ  (9) 

v  y       (m,  n) 

verstehen,  welcher  sich  in  der  That,  wenn  m  ein  Ideal  ist,  auf  den 
der  früheren  Definition  entsprechenden  Werth  (o,m)  reducirt 
(§.  169).  Da  die  Basiszahlen  von  m  mit  denen  von  n  durch  die 
linearen  Gleichungen 
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m  =  m. 1  +  0. ao,  m<o  =  0.1  -\ -ara 

a 

verbunden  sind,  so  ergiebt  sich  aus  der  vorstehenden  Definition 
nach  einem  allgemeinen  Satze,  den  wir  in  der  Schlussanmerkung 
zu  §.  165  erwähnt  haben,  das  Resultat 


N(m)  = 


w,  0 

m* 

/x     »• 

■  — 

0,— 

a 

a 

(10) 


Von  der  Richtigkeit  desselben  überzeugt  man  sich  aber  auch  ohne 
Zuziehung  jenes  Satzes  leicht,  wenn  man  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler 

b  =  [m,  wo,  1,  aco] 

der  beiden  Moduln  m,  n  betrachtet.  Um  denselben  auf  eine  zwei- 
gliedrige Basis  zu  reduciren,  setzen  wir 

t       m  v 

wo  £,  u  und  v,  w  zwei  Paare  von  relativen  Primzahlen  bedeuten; 
dann  ist  offenbar 


mithin 


r  i  \v    w~\        [acf] 

imca.acoi]  =  ao    — , —    =  I  — 
L.  [_w   w\       [w  J 

*        [1     aol 


drückt  man  nun  die  Basiszahlen  von  m  und  n  linear  durch  die- 
jenigen von  b  aus,  so  ergiebt  sich  (nach  §.  165,  (2)  und  (22)),  dass 

(n,  m)  =  (b,  m)  =  tv,     (m,  n)  =  (b,  n)  =  M«>, 
mithin 

AT/      \  tV 

ist,  was  mit  (10)  übereinstimmt. 

Bezeichnet  man  allgemein,  wenn  a  eine  beliebige  Zahl  des 
Körpers  Ä  ist,  mit  a*  die  conjugirte  (oder  adjungirte)  Zahl,  in 
welche  a  durch  die  nicht  identische  Permutation  des  Körpers 
übergeht,  so  ist 

Ö  = ö ,  «w'  =  h  +  JcO'  = ö =  — ö 5  (11) 
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durchläuft  ft  alle  Zahlen  des  Moduls  m,  so  bilden  die  Zahlen  u' 
eben  mit  m  conjugirten  Modul  M[l,  <a'],  den  wir  mit  m'  be- 
zeichnen wollen;  halten  wir  aber  an  der  obigen  Vorschrift  für  die 
Wahl  der  Basiszahlen  fest,  so  haben  wir 

m'  =  m[l,  — <a']  (12) 

zu  setzen,  und  da  a(ra  +  <d')  =  ft  und 

«(_«')»_(_  j)C_ »')+„  =  o 

ist,  so  geschieht  der  Uebergang  von  m  zu  in'  lediglich  dadurch, 
dass  ft  durch  — b  ersetzt  wird,  während  m,  a,  e,  k,  d  unverändert 
bleiben.  Ebenso  ist  natürlich  m  conjugirt  mit  tn',  und  beide 
Moduln  haben  dieselbe  Ordnung  n  =  n',  denselben  Index,  dieselbe 
Discriminante  and  dieselbe  Norm;  sie  sind  aber  nur  dann  mit  ein- 
ander identisch ,  wenn  b  durch  a  th eilbar ,  also  6  =  0  oder  =  a 
(mod.  2  a)  ist,  und  in  diesem  Falle  kann  m  ein  ambiger  Modul  ge- 
nannt werden  (vergl.  §.  58). 

Jede  in  dem  Modul  m  enthaltene  Zahl  p  ist  von  der  Form 

p.  =  m(x  +  ya%  (13) 

wo  x,  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten ;  hieraus  folgt        , 

N(p)  =  (i(i'  =  m*(x  -f  yco)(x  +  yro'), 
und  wenn  man  die  Multiplication  ausfuhrt,  so  ergiebt  sich 

N(it)  =  N(m)(ax*  +  bxy  +  cy*);  (14) 

jedem  Modul  m  entspricht  daher  eine  binäre  quadratische  Form 
(«,{ii  c)  oder  vielmehr  eine  bestimmte  Schaar  von  unendlich 
vielen  solchen  parallelen  Formen,  in  welchen  b  alle  Individuen 
einer  bestimmten  Zahlclasse  nach  dem  Modul  2  a  durchlauft,  und 
deren  Discriminante  b1  —  iac  zugleich  die  Discriminante  d  des 
Moduls  m  ist;  dem  conjugirten  Modul  m'  entspricht  die  entgegen- 
gesetzte Schaar  (a,  —  ^  ft,  c). 

Nach  diesen,  auf  einen  einzelnen  Modul  m  bezüglichen  Defi- 
nitionen wenden  wir  uns  zu  der  Multiplication  der  Moduln,  dif 
wir  ebenso  erklären  wie  diejenige  der  Ideale  (§.  170);  unter  dem 
Producte  mrii!  der  beiden  Moduln  «1,111!  wird  der  Inbegriff  aller 
Producte  p^  und  aller  Summen  solcher  Producte  verstanden, 
wo  p,  p!  beliebige  Zahlen  in  m,  tn^  bedeuten.  Offenbar  ist  mm, 
wieder  ein  Modul,  und  aus  den  evidenten  Sätzen  mm"!  =  ifytn, 
(mnii)m,  =  mfmimj)    ergeben   sich    dieselben  Folgerungen   für 


r 
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Producte  von  beliebig  vielen  Moduln,  wie  bei  den  Idealen.  Bedeutet 
ferner  n  die  Ordnung  von  m,  so  ist 

mn  =  m;  (15) 

denn  aus  der  Definition  von  n  geht  hervor,  dass  jedes  Product 
(iv  in  m  enthalten,  mithin  mn  durch  m  theilbar  ist,  und  umge- 
kehrt ist  m  theilbar  durch  mn,  weil  die  Zahl  1  in  n  enthalten  ist. 
Dasselbe  würde  sich  aber  auch  leicht  durch  die  wirkliche  Multi- 
plication  der  Moduln  (2)  und  (7)  ergeben.  Da  ferner  n  die 
Ordnung  von  n  ist,  so  folgt  aus  (15)  als  specieller  Fall  der  Satz 

n*  =  n,  (16) 

woraus  man  weiter  schliesst,  dass  jede  Potenz  von  n  identisch 
mit  n  ist. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Bildung  des  Productes 
mm'  aus  zwei  conjugirten  Moduln;  durch  Multiplication  von  (2) 
und  (12)  erhält  man  zunächst 

mm'  =  w2[l,  o),  w',  o)cö']; 

addirt  man  die  zweite  Basiszahl  zur  dritten  und  bedenkt,  dass 

a(» +  »')  =  &,    a<0G>f  =  c 
ist,  so  folgt 

m2 
mm'  =  —  [a,  ao,  6,  c\\ 

da  nun  die  Zahlen  a,  6,  c  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben, 
so  können  sie  durch  die  Zahl  1  ersetzt  werden,  und  folglich  er- 
halten wir  das  Resultat*) 

m2 
mm'  =  —  [1,  a(o\  =  n  N(m).  (17) 

Wir  betrachten  jetzt  ein  Product  aus  zwei  beliebigen  Moduln 
m,  mi  und  setzen 

mm!  =  m2;  (18) 

da  m2  aus  allen  Zahlen  fi2  von  der  Form  Siipi  besteht,  so  besteht 
der  conjugirte  Modul  m'2  aus  allen  Zahlen  ft2  von  der  Form 
2f*Vi»  und  folglich  ist 

m'mi  =  m'2  =  (mm1)'.  (19) 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  zu- 
folge (17) 


*)  Es  ist  wohl  von  Nutzen,  hier  zu  bemerken,  dass  bei  Körpern  höhe- 
ren Grades  ein  ähnlicher  Satz  nicht  in  voller  Allgemeinheit  gilt,  und  das- 
selbe ist  von  mehreren  der  nachfolgenden  Sätze  zu  sagen. 
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n  tu  N(m)  N(mx)  =  n2  N(m2), 

wo  nls  n2  die  Ordnungen  von  vxu  m2  bedeuten ;  da  nun  das  Product 
nni  nur  ganze  Zahlen  und  offenbar  auch  die  Zahl  1  enthält,  so 
ist  es  nach  dem  Obigen  wieder  eine  Ordnung;  die  vorstehende 
Gleichung  liefert  daher,  wenn  man  auf  die  beiderseits  auftreten- 
den rationalen  Zahlen  achtet,  zunächst  den  Satz 

N(m)  N(mx)  =  N(m2)  =  JT(mmi),  (20) 

mithin  auch  den  folgenden 

ntt!  =  n3;  (21) 

die  Norm  eines  Productes  ist  daher  gleich  dem  Producte  aus  den 
Normen  der  Factoren,  und  ebenso  ist  die  Ordnung  eines  Productes 
gleich  dem  Producte  aus  den  Ordnungen  der  Factoren. 

Da  die  Zahl  1  in  jeder  Ordnung  enthalten  ist,  so  ist  das 
Product  ntti  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  n  und  tti  und  zwar, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler. 
Bedeuten  Ä,  fcx,  k2  die  Indices  der  Moduln  m,  ntx,  tn2,  so  ist  n 
=  [1,  *0],  ni  =  [1,  kx  0],  und  folglich 

nnx  =  [1,  fce,  Mi  *M*]; 

da  aber  02  =  DO  —  Dx  ist,  wo  Dx  eine  ganze  rationale  Zahl,  so 
kann  die  letzte  Basiszahl  Äfciö2,  weil  sie  eine  Summe  von  Viel- 
fachen der  beiden  ersten  ist,  weggelassen  werden,  und  man  erhält 

nn,  =  [1,*0,M], 
wie  behauptet  war.  Da  nun  dasselbe  Product  zufolge  (21)  auch 
=  [1,  &2Ö]  ist,  so  folgt,  dass  der  Index  k2  des  Productes  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Indices  ifc,  hx  der  Factoren 
ist.  Bedeuten  ferner  d,  d^,  d2  die  Discriminanten  von  m,  ntx,  m2, 
so  ist  d  =  Dk2,  di  =  Dfef;  d2  =  D¥2y  und  folglich  ist  die  Dis- 
criminante  des  Productes  auch  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  den  Discriminanten  der  Factoren. 

Die  letzten  Sätze  ergeben  sich  auch  auf  folgende  Weise,  wobei 
wir  den  Buchstaben  mh  mu  au  bu  cx  und  w2,  a>2,  «2,  62?  ^2  dieselbe 
Bedeutung  für  die  Moduln  nti  und  tn2  beilegen,  welche  m,  o,  a,  6,  c 
für  m  haben.    Dann  ist  zufolge  (21) 

[1,  a2oa]  =  [1,  acö]  [1,  aiOi]  =  [1,  ao,  aiCou  aaxa)i»i], 
und  es  gelten  daher  (nach  §.  165)  vier  Gleichungen  von  der  Fo.1 
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1  =  1  .  1  +  0  .  a%  coj 

Oi  ©i   =  fi  ,    1  -f-  6X   .  Og  0* 

a  «x  o  c»!  =  /2  .1+^2  .  a,  o)3, 

wo  die  acht  Coefficienten  rechts  solche  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Determinanten 

0,  0n  *ji  fei  —  efn  fe*  —  efa,  /i02  — 0i/* 

keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  da  aber  jeder  gemein- 
schaftliche Theiler  der  drei  ersten  auch  in  den  folgenden  aufgeht, 
so  folgt,  dass  6,  el9  e%  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 
Zufolge  (22)  ist  ferner 

(/  +   0«S»2)(/l  +01  «2^2)  =/«  +02O2<»2, 

also 

eex  (a3  <o3)2  —  (^  —  eft  —  */)  («a  ©2)  +//i  — /2  =  0; 

vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung 

(oa  <oa)2  —  63  (02  <o2)  +  aa  C2  =  0, 

so  ergiebt  sich 

02  ==0/i+0i/+00i&2,  fi  =//i  — 00i«2  02;  (23) 

aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  jeder  gemein- 
schaftliche Theiler  von  e,  ex  auch  in  e^  aufgeht;  da  aber  oben  ge- 
zeigt ist,  dass  diese  drei  Zahlen  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  sind  e,  ex  relative  Primzahlen.  Ersetzt  man  nun  in  (22) 
die  Grössen  aw,  axcou  a3o3  gemäss  (5)  durch 

b  +  kVD    h+hVD    b2  +  k2VD 


so  ergiebt  sich 
also  auch 
und  ausserdem 


K  —  6/1/2,      K\  —  0]./v2  9  \A^) 

d  =  c^e2,    dx  =  d^ef,  (25) 

.       b—b^e      .        &!  — 620i.  /0ßx 

/  =  — 2 '    *l  = 2 —  '  '     ' 

ebenso  erhält  man  aus  der  letzten  der  Gleichungen  (22),  oder  in- 
dem man  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  (23)  substituirt, 

_  601+610      -        661  +  d2eel  —  2bie%  ro7. 

02 — 2 '    /*  = 4 •  {*') 

Aus  (24)  und  (25)  folgt  abermals,  dass  ft2  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  &,  fti,  und  ebenso  d?  derjenige  von  d,  cZx  ist 
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Sind  also  die  beiden  Moduln  m,  n^  gegeben,  so  findet  man  die 
Zahlen  e,  e1?  Ä2,  d2  ans  (24)  und  (25)  durch  die  Bedingung,  dass 
e,  ex  relative  Primzahlen  sein  müssen,  und  hiermit  ist  auch  et  zu- 
folge (27)  gefunden.  Wir  wollen  nun  dazu  tibergehen,  den  Modul  ma 
vollständig  zu  bestimmen,  indem  wir  auch  die  Zahlen  Wa,  a?,  63,  ct 
aus  den  Daten  ableiten.  Da  das  Product  mm±  in  m2  und  folglich 
auch  in  \m^\  enthalten  ist,  so  kann  man  zunächst 

mm1  =  pmq,   m2  = L  (28) 

setzen,  wo  p  eine  positive  ganze  rationale  Zahl  bedeutet;  ersetzt 
man  nun  die  im  Satze  (20)  auftretenden  Normen  durch  ihre  Aus- 
drücke gemäss  (10),  so  erhält  man 

aa1=p*a2,    03  =  ^.,  (29) 

mithin  ist  die  Bestimmung  von  m2  und  a2  auf  diejenige  von  p 
zurückgeführt.  Ersetzt  man  ferner  die  Moduln  m,  tni,  tna  durch 
ihre  Ausdrücke  gemäss  (2),  so  nimmt  die  Gleichung  m2  =  rnnti 
die  Form 

[1,  a>2]  =  p  [1,  w]  [1,  Wi]  =  p  [1,  «!,  (0,  (O  öj]  (30) 

an;  man  kann  daher  (nach  §.  165) 

p  =  p     .1  +  0     .  ©2 
p<x>x  =p'   .  l+q'    .  w2 
pa>=p"  .  1+q"  .  cd2  K    J 


Pgmox  =  p"f  .  1  +  q     .  ö2 

setzen,  wo  die  acht  Coefficienten  rechter  Hand  solche  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Determinanten 

pq',    pq",    pq"\    p'q"  —  q'p",    p'q'"-q'p'",    p"q'"-q"p"\ 

also  jedenfalls  auch  die  drei  Zahlen  q\  q",  qm  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben*).  Substituirt  man  nun  in  (31)  für 
«,  <ou  wcjj  die  aus  (22)  folgenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 


*)  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  der  aus  (31)  leicht  abzuleitenden 
Gleichung  q'to  +  qn<o[  =  qm  =  qf(of  -f-  q"  ti^  ein  für  die  Theorie  der 
complexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  sehr  wichtiger  Satz 
(vergl.  des  Herausgebers  Aufsatz  (§.  7)  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Modul-Functionen  in  Borchardt's  Journal  Bd.  83). 
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P(fi  +  *i  (h  «2)  =  <h  (Pf  +  SU'»*) 
p  (f  +  e  a2  a>2)  =  a  (p"  +  g"  w2) 

P  (f%  +  e2  <h  o2)  =  <*  «i  (l>'"  +  g'"G>2), 
welche,  weil  w2  irrational  ist,  in  die  folgenden  zerfallen 

pexa2  =  «ig',    pea2  =  aq",    pe2a2  =  aaiq"'  (32) 

i>/i  =  ailA       i>/=  «!>",        i>/s  =  aatp'".  (33) 

Substituirt  man  in  (32)  für  a2  den  in  (29)  angegebenen  Ausdruck, 
so  erhält  man 

ae1=pq',    a1e  =  pq",    e2  =  p  q"\  (34) 

und  da  q*,  qf\  q"\  wie  oben  bemerkt,  keinen  gemeinschaftlichen 
Theilef  haben,  so  ist  p  offenbar  als  grösster  (positiver)  gemein- 
schaftlicher Theiler  der  drei  bekannten  Zahlen  ae^  axe,  e2  voll- 
ständig bestimmt,  und  dasselbe  gilt  mithin  von  den  drei  Zahlen 
q\  q'\  q"\  sowie  von  den  beiden  Zahlen  m2,  o^,  welche  sich  aus 
(28)  und  (29)  ergeben.  Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichungen 
(33)  mit  2  a,  2  au  2 ,  und  ersetzt  a  ax  durch  p*  a2 ,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (34),  wenn  man  für/i,/,  /2  die  in  (26)  und  (27) 
angegebenen  Ausdrücke  substituirt,  die  Gleichungen 


b  bx  -f  d2  e  ex 


22) 

also  die  Congruenzen 


g'"62  ==  2  0^ 


w 


,7    abi       „,    axb 

*      ^    ,   ^    *   (moi2«2)»  (35) 

,„,    _bbi+d1e€i 

q  2=     2^ — : 

durch  welche  die  Zahl  62  nach  dem  Modul  2  a2  vollständig  bestimmt 
ist,  weil  g',  g",  g'"  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  (vergl. 
§.  145);  und  hieraus  ergiebt  sich  endlich  auch  c2  durch  die 
Gleichung 

_  b\  —  d2 

*—nrm  (36) 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  des  Productes  m2  aus  den  beiden 
Factoren  m,  rt\i  vollendet,  und  wir  haben  nur  noch  die  folgende 
Bemerkung  hinzuzufügen.   Da  die  Existenz  des  Moduls  Tty  =  m  nti 
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von  vornherein  gewiss  ist,  so  müssen  wir  schliessen,  dass  die  in 
(26),  (27),  (29),  (35)  und  (36)  in  Form  von  Brüchen  auftretenden 
Zahlen  in  Wahrheit  ganze  Zahlen,  dass  ferner  die  drei  Congruen- 
zen  (35)  wirklich  mit  einander  vereinbar  sind,  und  dass  die  so 
erhaltenen  Zahlen  a^ ,  6a ,  e2  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben;  dies  Alles  würde  sich  auch  auf  directem  Wege  leicht  be- 
weisen lassen,  was  wir  jedoch  dem  Leser  überlassen  wollen*). 

Wir  bezeichnen  nun  mit  x,  y  und  xx,  yx  zwei  Systeme  von 
unabhängigen  Variabelen   und  bilden   die  bilinearen  Functionen 

x*  =  pxxx  +p'xyx  +  p,'yx1  -\-pmyyx  37) 

y2=  q'xyx+q"yxx+q'"yyx\ 

setzt  man  ferner 
/*  =  m(x  +  y(o),    ftx  =  mx(xx  -ft/iOh),    (h  =  »** fe -f  y« ®t)i 

so  folgt  aus  (28)  und  (31),  dass  p»  =  pßi,  also  für  rationale 
Werthe  der  Variabelen  auch  N([iQ)  =  N(n)N(iix)  ist;  ersetzt  man 
diese  Normen  durch  ihre  Ausdrücke  gemäss  (14)  und  berück- 
sichtigt (20),  so  ergiebt  sich 

a2  x\  +  b.2  x2  y2  +  c2  y\ 
=  (ax*  +  bxy  +  cy*)(alxl  +  b1xlyl  +  cly*)i  {    } 

man  sagt  daher,  die  Form  (a3,  \b2,  c2)  gehe  durch  die  bilineare 
Substitution  (37)  in  das  Product  der  beiden  Formen  («,  \b,  c) 
und  (eix,  \  &!,  cx)  über,  und  nennt  die  erste  Form  zusammengesetzt 
aus  den  beiden  letzteren**);  offenbar  ist  (38)  in  Folge  von  (37) 
eine  Identität,  welche  für  beliebige  Werthe  der  unabhängigen 
Variabelen  gilt.  — 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Multiplication  der  Moduln 
bildet  zugleich  die  Grundlage  für  die  Behandlung  der  umgekehr- 
ten Aufgabe,  alle  Moduln  m  zu  finden,  welche  der  Bedingung 
rnnti  =  m2  genügen,  wo  mx  und  m3  gegebene  Moduln  bedeuten. 
Wir  beschränken  uns  aber -hier  darauf,  einige  Hauptpuncto  dieser 
äusserst  wichtigen  Untersuchung  hervorzuheben,  und  überlassen  die 


*)  Vergl.  Arndt:  Auflösung  einer  Aufgabe  in  der  Composition  der 
quadratischen  Formen  (Borchardt's  Journal,  Bd.  56). 

**)  Vergl.  §.  146.  Die  allgemeinste  Art  der  Composition  der  binären 
quadratischen  Formen,  wie  sie  von  Gauss  dargestellt  ist  (D.  A.  artt.  235, 
236),  würde  man  erhalten,  wenn  man  für  die  Moduln  die  Form  (1)  statt 
(2)  zu  Grunde  legte  (vergl.  die  zweite  Auflage  dieses  Werkes,  §.  170). 
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weitere  Ausführung  dem  Leser.  Aus  (21)  folgt,  dass,  wenn  die  Auf- 
gabe lösbar  sein  soll,  die  Ordnung  fy  des  Moduls  nti  durch  die  Ordnung 
n3  des  Moduls  m2  theilbar  sein  muss;  diese  erforderliche  Bedingung, 
welche  im  Folgenden  stets  als  erfüllt  vorausgesetzt  wird  und  auch 
durch  rtin2  =  n3  oder  ki  =  exk%  ausgedrückt  werden  kann,  ist 
aber  auch  hinreichend,  und  es  giebt  dann  immer  unendlich  viele 
Moduln  m,  welche  die  Bedingung  mm!  =  m3  erfüllen.  Zunächst 
findet  man  durch  Multiplication  mit  m{  leicht  den  Hauptsatz,  dass 
es  immer  einen  und  nur  einen  solchen  Modul  m  giebt,  dessen 
Ordnung  =  n3  ist;  hierdurch  wird  zugleich  die  allgemeine  Auf- 
gabe auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt,  in  welchem  mx  =  nx 
ist,  und  man  braucht  sich  nur  noch  mit  der  Lösung  der  Gleichung 
m  nx  =  m3  zu  beschäftigen.  Die  Ordnung  n  des  Moduls  m  muss 
so  beschaffen  sein,  dass  n2  =  ntt!  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  n  und  n^  also  k  =  ek2  wird,  wo  e  relative  Primzahl 
zu  ex  ist;  nachdem  man  für  den  Modul  m  eine  solche  Ordnung  n, 
also  auch  eine  solche  Zahl  e  willkürlich  gewählt  hat,  leuchtet  ein, 
dass  stets  mit!  =  mn2  ist,  und  es  kommt  daher  nur  darauf  an, 
alle  Moduln  m  von  dieser  Ordnung  n  zu  finden,  welche  der  Bedin- 
gung m  n2  =  m3  genügen.  Um  nachzuweisen,  dass  mindestens  ein 
solcher  Modul  m  existirt,  wähle  man  die  in  m2  =  w2  [1,  c^]  auf- 
tretende Zahl  G>3  so,  dass  c3  relative  Primzahl  zu  a2  wird,  was 
nach  einer  früheren  Bemerkung  stets  möglich  ist;  setzt  man  als- 
dann die  vorher  gewählte  Zahl  e=pq'\  wo  q"  den  grössten 
Divisor  von  e  bedeutet,  welcher  relative  Primzahl  zu  a^  ist,  so 
findet  man  leicht,  dass  der  Modul  m  =  w2|j>,  2"<ö2]  der  Bedin- 
gung m  n3  =  m3  genügt,  und  dass  n  seine  Ordnung  ist.  Verbindet 
man  hiermit  den  schon  vorher  bewiesenen  Satz,  dass,  wenn  b,  c 
zwei  beliebige  Moduln  von  gleicher  Ordnung  n  sind,  es  immer  einen 
und  nur  einen  Modul  a  von  derselben  Ordnung  n  giebt,  welcher 
der  Bedingung  ob  =  c  genügt,  so  wird  die  vollständige  Lösung 
unserer  Gleichung  m  n3  =  m2  auf  den  speciellen  Fall  m3  =  n3, 
also  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  alle  Moduln  m  von  der  Ord- 
nung n  zu  finden,  welche  der  Bedingung 

m  n2  =  n2  (39) 

genügen.  Da  nun,  wenn  o  die  frühere  Bedeutung  hat,  immer 
on3  =  o  ist,  so  genügt  ein  solcher  Modul  m  gewiss  auch  der 
Bedingung 

mo  =  o;  -  (40) 
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diese  Moduln,  zu  welchen  offenbar  n  selbst  gehört,  sind  von  beson- 
derer Wichtigkeit,  und  wir  wollen  jeden  Modul  m  von  der  Ord- 
nung n,  welcher  diese  letzte  Bedingung 'erfüllt,  aus  einem  bald 
anzugebenden  Grunde  eine  Wurzel  der  Ordnung  n  nennen;  es  ist 
zweckmässig,  zunächst  alle  diese  Wurzeln  von  n  zu  bestimmen, 
worauf  es  keine  Schwierigkeit  haben  wird,  diejenigen  von  ihnen 
auszusondern,  welche  auch  die  Bedingung  (39)  erfüllen. 

Aus  (40)  folgt,  dass  m  durch  o  theilbar  ist,  also  aus  lauter 
ganzen  Zahlen  besteht,  und  ausserdem  ist  N(m)  =  1  zufolge  (20); 
behält  man  daher  für  m  die  in  (2),  (3),  (5)  eingeführten  Bezeich- 
nungen bei,  so  sind  die  Basiszahlen  m  und  a  =  m  (o  des  Moduls 
m  =  [m,  a]  ganze  Zahlen,  und  zufolge  (10)  ist  a  =  w8;  hieraus 
folgt  weiter,  dass  b  durch  m  theilbar,  mithin  c  relative  Primzahl 
zu  m  ist;  da  aber  c  =  aN(<o)  =  N(cc)  =  ««'  ist,  so  sind  die 
Basiszahlen  m,  a  ebenfalls  relative  Primzahlen]  da  zufolge  (7) 
ausserdem  n  =  [1,  md]  =  [1,  kO]  ist,  so  geht  m  in  dem  Index  k 
auf,  und  wenn  a  =  t  +  u6  gesetzt  wird,  so  ist  k  =  m u.  Um- 
gekehrt, zerlegt  man  den  Index  Je  der  Ordnung  n  in  zwei  positive 
ganze  rationale  Factoren  nt,  w,  und  bestimmt  hierauf,  falls  dies 
möglich  ist,  die  ganze  rationale  Zahl  t  nach  dem  Modul  m  so,  dass 
die  Zahl  «=  t  -f-  u  0  relative  Primzahl  zu  m  wird,  so  beweist  man 
leicht,  dass  der  Modul  m  =  [m,  «]  wirklich  eine  Wurzel  der 
Ordnung  n  =  [1,  hff]  ist,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  (nach 
§.  174,  8.)  auch  N(a)  relative  Primzahl  zu  m  ist*).  Da  nun,  sobald 
der  Divisor  m  des  Index  k  gewählt  ist,  der  Modul  nt  nur  noch  von 
der  rationalen  Zahle! asse  abhängt,  aus  welcher  t  in  Bezug  auf  m 
gewählt  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Ordnung  n  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Wurzeln  m  besitzt;  diese  Anzahl  wollen  wir  mit 
l  bezeichnen.  Aus  der  Definition  (40)  folgt  ferner  unmittelbar, 
dass  die  Wurzeln  der  Ordnung  n  insofern  eine  Gruppe  bilden,  als 
jedes  Product  aus  zwei  solchen  Wurzeln  wieder  eine  Wurzel  der- 
selben Ordnung  n  ist,  und  hieraus  ergiebt  sich  durch  die  schon  oft 
angewendete  Schlussweise  (vergl.  §.  149),  dass  für  jede  Wurzel  m 
der  Ordnung  n  der  Satz 

ml  =  n  (41) 


*)  Zugleich  ist  tn  [1,  «]  =  [1,  «],  und  damit  m  auch  der  Bedingung  (39) 
genüge,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Ordnung  [1,  «]  durch 
die  Ordnung  n2  theilbar  sei. 
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gilt.  Umgekehrt,  sobald  unter  den  Potenzen  m,  m2,  m3  .  .  .  eines 
Moduls  m  sich  eine  Ordnung  n  =  mr  vorfindet,  so  ist  n  zufolge 
(21)  auch  die  Ordnung  von  m;  da  ferner  die  rte  Potenz  einer  jeden 
in  in  enthaltenen  Zahl  auch  in  n  enthalten,  also  eine  ganze  Zahl 
ist,  so  besteht  m  (nach  §.  160,  2.)  aus  lauter  ganzen  Zahlen;  mit- 
hin ist  mo  ein  Ideal,  und  da  (mo)r  =  nor  =  o  ist,  so  folgt  auch 
m  o  =  o,  also  ist  m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n,  womit  zugleich 
die  eingeführte  Benennung  gerechtfertigt  ist. 

Um  die  Anzahl  l  der  Wurzeln  m  der  Ordnung  n  =  [1,  Je  6]  zu 
bestimmen,  ist  es  zweckmässig,  dieselben  in  einer  etwas  anderen 
Form  darzustellen,  wodurch  man  zugleich  ihre  wahre  Natur  und 
ihre  gegenseitigen  Beziehungen  noch  deutlicher  erkennen  wird. 
Man  beachte  zunächst,  dass  jede  Wurzel  m  =  [m,  a]  ein  Theiler 
des  Ideals  o  Je  =  [Je,  Je  8]  ist,  und  da  die  Basiszahlen  beider  Moduln 
mit  einander  durch  die  linearen  Gleichungen  Je  =  u  .  m  -f-  0  .  o, 
Je 6  =  —  t .  m  +  m  .  u  zusammenhängen,  also  (m,  oJe)  =  um  =  Je 
ist,  so  besteht  m  aus  Je  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  Je 
oder  oJe.  Man  bemerke  ferner,  dass  unter  den  in  m  enthaltenen 
Zahlen  sich  auch  solche  finden,  die  relative  Primzahlen  zu  Je  sind; 
denn  weil  a  =  t-\-ud  schon  relative  Primzahl  zu  m  ist,  und  folg- 
lich m,  t,  u  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  kann  man 
die  ganze  rationale  Zahl  z  so  wählen ,  dass  t-\-mz  relative  Prim- 
zahl zu  u  wird,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  a  +  mz  (welche 
auch  statt  cc  als  zweite  Basiszahl  von  m  dienen  könnte)  relative 
Primzahl  zu  m  und  u,  also  auch  zu  Je  =  m  u  ist.  Wählt  man  nun 
aus  m  nach  Belieben  eine  Zahl  q,  welche  relative  Primzahl  zu  Je 
ist,  so  sind  auch  die  Je  Zahlen  q,  2  p,  3q  .  .  .  Jeg  in  m  enthalten, 
und  da  sie  incongruent  nach  Je  sind,  so  bilden  sie  ein  vollständiges 
Repräsentanten-System  des  Moduls  m  in  Bezug  auf  den  Modul  oft; 

man  kann  daher 

m  =  [Je,  Je  ß,  q]  (42) 

setzen,  und  diese  Darstellungsform  ist  für  die  weitere  Untersuchung 
besonders  geeignet.  Umgekehrt,  wenn  q  =  r  +  s  6  eine  beliebige 
relative  Primzahl  zu  Je  ist,  so  findet  man  durch  Reduction  des 
vorstehenden  Moduls  m  auf  eine  zweigliedrige  Basis  m,  a,  dass 
Je  =  m  n,  und  a  =  t  -f-  u  6  relative  Primzahl  zu  m  ist,  woraus  nach 
dem  Obigen  folgt,  dass  m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n  =  [1,  Je 6] 
ist.  Jede  Wurzel  m  der  Ordnung  n  ist  also  durch  eine  beliebige 
in  ihr  enthaltene  Zahl  q  vollständig  bestimmt,  welche  relative 
Primzahl  zum  Index  Je  ist,  und  man  kann  daher  diese  Wurzel  m 
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zweckmässig  durch  das  Symbol  n^  bezeichnen;  ist  6  ebenfalls 
relative  Primzahl  zu  fc,  so  gilt  dasselbe  von  pö,  und  da  dieses 
Product  in  dem  Producte  n^nff  enthalten  ist,  so  ergiebt  sich 

n^tttf  =  xtgay  (43) 

worin  das  Gesetz  der  Multiplication  der  Wurzeln  von  n  seinen 
einfachsten  Ausdruck  findet.  Sollen  ferner  die  beiden  Zahlen  ^ 
und  ö  eine  und  dieselbe  Wurzel  n^,  =  nff  erzeugen,  so  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  <J  =  re,  q=s<5  (mod.  k)  sei, 
wo  r,  s  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt  aber 
rs  =  l  (mod.  k),  also  muss  r  relative  Primzahl  zu  k  sein;  und  um- 
gekehrt, wenn  6  =  r  q  (mod.  k)  ist,  wo  r  eine  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet,  welche  relative  Primzahl  zu  k  ist,  so  ist  gewiss  n<r  =  n£. 
Es  giebt  mithin  in  Bezug  auf  k  immer  genau  <p  (k)  verschiedene 
Zahlclassen,  welche  aus  lauter  Zahlen  q  bestehen,  die  relative 
Primzahlen  zu  k  sind  und  alle  eine  und  dieselbe  Wurzel  n^  der 
Ordnung  n  erzeugen ;  bezeichnet  man  daher  mit  ^  (k)  die  Anzahl 
aller  nach  k  incongruenten  Zahlen  p,  welche  relative  Primzahlen 
zu  k  sind,  so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl  l  aller  verschiedenen 
Wurzeln  n^  der  Ordnung  n  der  Ausdruck 

Hierin  ist  nun 


9(*)  =  *n(i-j), 


wo  das  Producb  über  alle  verschiedenen,  in  Je  aufgehenden  ratio- 
nalen Primzahlen  p  auszudehnen  ist;  andererseits  ist  (nach 
§•  174,  4.) 

wo  das  Produotzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen,  in  k  aufgehen- 
den Primideale  p  bezieht;  ordnet  man  dieFactoren  nach  den  ratio- 
nalen Primzahlen  j>,  in  denen  diese  Primideale  aufgehen ,  und  legt 
dem  Symbol  (D,p)  die  im  vorigen  Paragraphen  festgesetzte  Be- 
deutung bei,  so  erhält  man 

♦w-,„(.-I)(.-ad) 

und  folglich 

'  =  *n.(i-(^>  («) 
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Nachdem  hiermit  die  Anzahl  aller  Wurzeln  m  der  Ordnung  n 
bestimmt  ist,  findet  man  leicht  die  Anzahl  aller  derjenigen  unter 
ihnen,  welche  der  obigen  Bedingung  (39)  genügen,  wo  n,  eine 
gegebene,  in  n  aufgehende  Ordnung  bedeutet;  multiplicirt  man 
nämlich  alle  l  Wurzeln  der  Ordnung  n  mit  n2,  so  werden  alle 
J3  Wurzeln  von  n2,  und  zwar  jede  gleich  oft  erzeugt;  mithin  ist  die 
gesuchte  Anzahl  =  l :  l2 ,  und  nach  der  obigen  Untersuchung  ist 
dies  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Moduln  m  von  der 
Ordnung  n,  welche  der  ursprünglich  vorgelegten  Bedingung  mmx 
=  m2  genügen. 

Die  binären  Formen  (a,  £&,  c)  =  (tw2,  \mh^  c),  welche 
den  Wurzeln  m  =  [m,  a]  der  Ordnung  n  entsprechen,  stimmen 
offenbar  mit  denjenigen  überein,  auf  welche  wir  früher  (§§.  150, 
151)  bei  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Formen  -Classen  von 
beliebiger  Ordnung  geführt  sind.  Den  Grund  dieser  Ueberein- 
stimmung  erkennt  man  leicht,  wenn  man  die  Moduln,  ebenso  wie 
die  Ideale,  in  Classen  eintheilt;  nennt  man  zwei  Moduln  a,  6  äqui- 
valent, wenn  es  eine  Zahl  r\  von  positiver  Norm  giebt,  für  welche 
6  =  ai?,  also  auch  q  =  6^_1  ist,  so  bilden  alle  mit  einem  be- 
stimmten Modul  m  äquivalenten  Moduln  eine  Modul -Classe  M\  je 
zwei  dieser  Moduln  sind  mit  einander  äquivalent,  und  sie  haben 
alle  eine  und  dieselbe  Ordnung  n,  also  auch  dieselbe  Discrimi- 
nante  d\  die  mit  n  selbst  äquivalenten  Moduln  bilden  die  Haupt- 
classe  dieser  Ordnung.  Die  ursprünglichen  Formen  (a,  f  6,  c) 
von  der  Discriminante  d,  welche  allen  Moduln  m  einer  Classe  M  ent- 
sprechen, sind  äquivalent,  und  umgekehrt  wird  jede  solche  Formen- 
Classe  von  der  Discriminante  d  durch  eine  und  nur  eine  Modul-Classe 
von  der  Ordnung  n  erzeugt.  Durchläuft  m  alle  Moduln  der  Classe 
Jf,  und  ebenso  mx  alle  diejenigen  der  Classe  Ml^  so  gehören 
alle  Producte  mitix  einer  und  derselben  Product -Classe  MMX  an, 
deren  Ordnung  das  Product  aus  den  Ordnungen  von  M  und  Mx  ist. 
Als  Repräsentanten  einer  Classe  M  kann  man  immer  einen  Modul 
m  wählen,  welcher  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht,  mithin  ist 
die  Anzahl  der  Classen  für  die  Ordnung  o  identisch  mit  der  An- 
zahl h  der  Idealclassen ;  es  ist  aber  zweckmässig,  mit  dem  Namen 
Ideal  jeden  Modul  von  der  Ordnung  o  zu  belegen,  also  ausser  den 
früher  betrachteten  ganzen  Idealen  auch  gebrochene  Ideale  zu- 
zulassen, die  jedoch  keine  neuen  Idealclassen  erzeugen.  Bezeichnet 
man,  wie  früher,  mit  0  die  Hauptclasse  der  Ideale,  so  entspricht 
jeder  Modulclasse  M  eine  Idealclasse  M 0;  umgekehrt,  wenn  A 
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eine  beliebige  Idealclasse,  und  n  eine  beliebige  Ordnung  ist,  so 
folgt  aus  unserer  obigen  Untersuchung  über  die  umgekehrte  Auf- 
gabe der  Multiplication  der  Moduln,  dass  es  immer  mindestens 
eine  Classe  M  von  der  Ordnung  v.  giebt,  welcher  diese  Idealclasse  A 
entspricht,  und  zwar  findet  man  leicht,  dass  jede  Idealclasse  A 
durch  gleich  viele  Modulclassen  M  von  der  Ordnung  n  erzeugt 
wird.  Bezeichnet  man  daher  mit  A'  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Modulclassen  M  für  die  Ordnung  n,  so  ist  A'  =  rh,  wo  r  die 
Anzahl  derjenigen  Classen  M  bedeutet,  welche  der  Bedingung 
MO  =0  genügen  und  folglich  durch  Wurzeln  der  Ordnung  n 
repräsentirt  werden.  Bezeichnet  man  nun  mit  A  die  Anzahl  aller 
derjenigen  von  diesen  l  Wurzeln,  welche  der  Hauptclasse  der  Ord- 
nung n  angehören,  also  mit  n  äquivalent  sind,  so  findet  man  eben 
so  leicht,  dass  jede  solche  Classe  M  durch  k  verschiedene  Wurzeln 
repräsentirt  wird,  dass  also  l  =  r  A,  mithin 

ist  (vergl.  §.  151).  Bedeutet  aber  m  =  [«,  «]  eine  solche  mit  n 
äquivalente  Wurzel  von  n,  so  ist  m  =  n*?,  woraus  folgt,  dass  r\  in 
m  enthalten,  also  eine  ganze  Zahl  und  zwar  eine  Einheit  ist,  weil 
sie  in  den  beiden  relativen  Primzahlen  w,  a  aufgehen  muss;  und 
da  umgekehrt  einleuchtet,  dass  jeder  Einheit  t\  ein  mit  n  äquiva- 
lenter Modul  Xit\  entspricht,  welcher  eine  Wurzel  von  n  ist,  so  ist 
A  die  Anzahl  aller  derjenigen  Einheiten  17,  denen  verschiedene 
Moduln  n  v\  entsprechen.  Da  nun  alle  Einheiten  17,  mag  ihre  An- 
zahl endlich  oder  unendlich,  also  die  Grundzahl  D  negativ  oder 
positiv  sein,  in  der  Form  +  s*  enthalten  sind,  wo  e  eine  bestimmte 
Einheit,  und  s  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich 
leicht,  dass  A  der  kleinste  positive  Exponent  ist,  welcher  bewirkt, 
dass  die  Potenz  e*  eine  in  der  Ordnung  n  enthaltene  Zahl  wird. 
Hiermit  ist  vermöge  (46)  für  jede  Ordnung  n  das  Verhältniss  der 
Classenanzahl  A'  zu  der  Anzahl  A  der  Idealclassen  gefunden,  und 
man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  früher  (in  §§.  97,  99,  100,  151) 
gewonnenen  Resultate  mit  dem  jetzigen  vollständig  überein- 
stimmen*). 


*)  Dieselbe  Aufgabe  ist  für  beliebige  Körper  vom  Herausgeber  in  der 
auf  S.  523  und  554  citirten  Schrift  behandelt. 


Druckfehler. 


Seite  28,  Zeile  13  von  unten,  ist  343  statt  243  zu  lesen. 

Seite  134,  Zeüe  7,  fehlt  das  Zeichen  =  vor  (~J;  ±  J). 

Seite  160,  Zeile  8,  ist  59  statt  56  zu  lesen. 

Seite  186,  Zeile  15,  ist  W— i  statt  9>y_1  zu  lesen. 

Seite  228,  Zeile  13,  ist  Zahl  statt  Zahlen  zu  lesen. 

Seite  237,  Zeile  3,  ist  b ay. statt  bay  zu  lesen. 
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